CAENEGIE  INSTITUTE 
OF  TECHNOLOGY 


THE  LIBRARY 


FELIX  KLEIN, 

VOBLE8UNGEN- 


USER   DIB 


THEOBIE  DEE  ELUPTISCHEN  MODDLFUNCTIONEN 

AOSGEAKBEITET  UOT)  VERVOLLSTiNDIGT 

VON 

DB.  ROBERT  FRICEE. 

ZWEITER  BAND. 
PORTBILDUNG  UND  ANWENDUNG  DBR  THEOEIE. 


MIT  BIN1GBN  IN  BEN  TEXT  GEDRUCKTEN  FiaUEEN. 


LEIPZIG, 

DEUCK  UND  VEKLAa  VON  B.  G.  TEUBNEE. 

1892. 


Vorrede. 


Wenn  ich  bel  der  Herausgabe  des  zweiten  Bandes  der  ??Voiiesungen 
iiber  die  Theorie  der  elliptischen  "Modulfunctionen"  noch  einmal  die 
Gelegenheit  zu  einigen  eiuleiteuden  Worten  ergreife3  so  lasse  ich  mi  eh 
dabel  durch  eine  didactisclie  Absicht  leiten.  Infolge  des  nicht  geringen 
Uinfanges,  den  die  Bearbeitung  der  Modulfunctionen  angenommen  hat; 
liegt  namlich  einigermassen  die  Gefahr  vor,  dass  zumal  dem  Studier en- 
den  bei  der  Lecture  des  Werkes  und  bei  der  Aufsuehung  seiner  Haupt- 
gedanken  die  Zeit  niangelt  oder  die  Kraft  erlahmi  Nun  ist  ja  freilich 
die  Dmfanglichkeit  des  vorliegenden  Buclies  zum  guten  Teil  eine  Folge 
jener  Breite  der  Darstellung,  deren  icli  mich  eben  zur  Erleichterung 
des  einfiilirenden  Stadiums  von  vornherein  befleissigt  liabe.  Andrer- 
seits  stellen  docb  zahlreiclie  Entwicklungen  nur  eine  Art  Concession 
an  sonstige  Auffassungsweisen.  nnserer  Gegenstande  vor,  andere  Unter- 
sucnungen  wieder  liaben  nur  den  Character  von  Einzelatisfuhrungen; 
denen  ein  systematiselies  Studiuni  obne  Einbusse  fur  das  Gesaratver- 
standnis  wenigstens  nicht  iiberall  gewidmet  zu  werden  braucht.  Dabei 
ist  es  zweifellos  filr  den  Anfanger  nicht  immer  leicht,  einer  gerade 
vorliegenden  Untersucliung  sogleich  nait  sicherem  Urteil  anzusehen? 
welche  Stetlung  derselben  im  Gesamtaufbau  des  Buclies  zukommt; 
ich  glaube  demnach  der  Brauchbarkeit  des  letzteren  nur  dienen  zu 
konnen?  wenn  ich  hier  in  der  fraglichen  Hinsicht  ein  paar  Finger- 
zeige  zu  geben  niir  erlaube. 

Jedenfalls  denke  ich  es  niir  weitaus  ani  zweekmassigsten,  das 
Studiuni  des  Buches  mit  den  drei  ersten  Kapiteln  des  zweiten  Ab- 
schnitts  zu  beginnen?  wobei  man  gern,  wenn  man  will,  die  auf  Ab- 
sclmitt  1  zuriickbezitglichen  §§  6  bis  8  im  Kapitel  II,  1  zuvorderst 
tlberspringen  mag.  Immerhin  wird  §  9  verstandlich  sein,  wenn  man 
sich  nur  den  Begriff  der  Modulsubstitution  aus  Abschnitt  1  aneignen 
will*).  Demnachst  wtirde  das  systematische  Studiuni  des  Kapitels  I;  3 


*)  Zur  Auffindung  der  betreffenden  Stellen  bediene  man  sich  des  am  ScMnase 
vorliegenden  Bandes  angefiagten  Sacbregisters. 
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anzuempfelilen  sein,  insofern  in  den  vier  bis  nun  genannten  Kapiteln 
das  eigentlictie  Fundament  fur  die  Theorie  der  Modulfunctioiaen  zu 
erblicken  ist.  Wenn  sich  iibrigens  im  zuletztgenamiten  Kapitel  I,  8 
zahlreiche  Beziehungen  teils  auf  vorangegangene  Entwicklungen  teils 
auf  die  Vorlesungen  liber  das  Ikosaeder  finden,  so  hoffe  icli  sollen 
dieselben  inehr  anregen  als  das  Ver$tandnis  erschweren. 

Die  Bezugnahme  auf  die  Theorie  der  elliptischen  Fnnctionen  in 
ihrer  hergebrachten  Gestalt  weist  aus  dem  wesentlichen  Gedankeukreise 
des  Buches  hinaus.  In  diesem  Sinne  kann  ich  nur  sehr  betonen,  dass 
die  Kapitel  I,  1  und  I,  2  sowie  Teile  von  I,  4  in  keiner  Weise  zu  den 
grundlegenden  zu  rechnen  sind;  dass  ihnen  vielmehr  nur -erne  beiliiufige 
Bedeutung  zuzurechnen  ist.  Ich  kanu  demnacli  aucli  nur  raten,  mail 
wolle  sich  beim  anfangliclien  Studiuni  nach  Absolvierung  der  vier 
oben  genannten  Kapitel  II,  1;  2,  3,  I,  3  sogleieli  die  beiden  Grund- 
probleine  der  Modullehre  zu  eigen  inachen,  wie  sie  im  Kapitel  I;  4 
Seite  139  ff.  entwickelt  sind,  um  demnaclist  in  einer  gleicli  zu  bezeicli- 
nenden  Weise  das  Studiuni  fortzusetzen.  Im  tibrigen  wird  der  Kenner 
der  Ikosaedertheorie  schon  von  selbst  nach  der  ausfiilniiclien  Begriin- 
dung  jener  beiden  Grundproblenie  in  den  §§  6  bis  13  des  Kapitels  I,  4 
greifen.  Dass  aber  durch  das  Kapitel  I,  2  sowie  durch  die  Anfangs- 
paragraph  en  Yon  I,  4  die  Wiinsche  der  Differentialgleichungstheoretiker 
ausreiehende  Berucksichtigung  gefunden  haben;  darf  ich  gewiss  hoffen. 

Als  ganz  wesentliche  Erorterungen  muss  ich  jetzt  weiter  diejemgen 
4bezeichnen;  welche  den  Inhalt  der  beiden  Kapitel  II,  4,  5  ausmachen. 
Zunial  sind  es  die  geometrischen  IJberlegungen  und  Massnahnien,  die 
hier  durch  immer  erneute  Eiaiibung  zur  Gewohnheit  werden  sollen; 
und  es  ist  eine  durchaus  missverstandliche  Auffassung,  wollte  man  in 
den  fraglichen  Kapiteln  der  Geoinetrie  nur  eine  nebensachliche  Rolle/ 
etwa  als  Mittel  der  Veranschaulichung  sonstiger  (analytischer)  Ma«s- 
nahraen;  zuerteilen.  Die  hier  bezweckte  Schulung  in  der  anschauungs- 
massigen  Behandlung  gruppentheoretischer  und  functionentheoretischcr 
Gegenstande  ist  namentlich  auch  fur  die  Theorie  der  autornorphen 
Functionen  (auf  welche  unser  Buch  doch  vorbereiten  soil)  von  der 
allergrossten  Wichtigkeit. 

Weit  eher  diirfte  in  den  beiden  folgenden  Kapiteln  II,  6,  7  eiue 
Kurznng  der  Lectiire  zulassig  sein*,  ich  kann  hier  als  unentbehrlich 
geradezu  nur  die  drei  ersten  Paragrapheu  von  II,  6  und  die  fiinf 
ersten  von  II,  7  bezeichnen.  Alles  iibrige,  sowie  namentlich  auch  die 
beiden  Kapitel  II,  8  und  II,  9  haben  den  Oharakter  von  Einzelaus- 
ftihrungen.  Hiermit  soil  diesen  Specialentwicklungen  die  Bedeutung, 
welche  s.ie  fur  sich  ha^en  mogen^  keineswegs  abgesprochen  warden; 
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es  ware  ja  in  der  That  unzweckmassig  gewesen,  batten  wir  bis  dahin 
bestandig  Hulfsmittel  auf  Hiilfsmittel  fiir  kiinftige  Untersucbung  ge- 
liauft,  wenn  wir  deren  Braucbbarkeit  nun  nicht  auck  unmittelbar  an 
der  Materie  unserer  Untersuebung  aufweisen  wollten.  Gleiebwofal  muss 
man  es  einigermassen  dem  Leser  iiberlassen,  aus  den  mannigfaclien 
gruppentbeoretisclien  Einzelbeiten  der  genannten  Kapltel  nacb  eigenem 
Urteil  und  Geschmack  eine  Auswahl  zu  treffen,  Es  sei  nar  nocb  be- 
tout,  dass  die  lialbmetacyclisclien  Untergruppen  von  pag.  460  in  den 
spateren  Teilen  des  Werkes  immer  wieder  eine  Bolle  spielen,  und 
dass  TOI  allem  der  pag.  489  foramlierte  wunderbare  Satz  von  Galois 
im  Verein  mifc  seinen  kiinftigen  Anwendungen.  (pag.  646  und  749 
iin  ersten  Bande?  pag.  419  des  zweiten  Bandes)  woH  die  sclionste 
Zierde  der  Theorie  der  Modulfunctionen  geliefert  bat. 

Die  functionentbeoretiscben  Ausfubrungen  betreffend,  so  greifen 
die  beiden  Kapitel  III,  1,  2,  und  dann  zugleicli  auch  ihre  Fortsetzung 
ini  zweiten  Bande  (Kapitel  VI,  1,  2  daselbst)  iiber  die  eigentliclie 
Gedankenentwicklung  der  Modulfunctionen  binaus,  insofern  die  ge- 
nannten Kapitel  einen  fur  sicb  stehenden  Abriss  der  allgemeinen  Eie- 
inann'scben  Tbeorie  der  algebraiscben  Functionen  liefern.  Dass  in 
der  Fortentwicklung  der  Modulfunetionen  ubrigens  immer  nur  einzelne 
Resultate  der  genannten  allgemeinen  Theorie  zur  Verwertung  kommen, 
durfte  nicht  bindern,  dem  Leser  die  Kenntnisnahine  aucb  des  Weges, 
der  zu  diesen  Eesultaten  hinfahrt,  wenigstens  zu  ermoglichen.  Aber 
icb  kann  nicbt  zweifeln,  class  ein  Leser,  welcber  sich  nur  den  Sinn 
der  Existenzthepreme,  die  Eigenart  der  Functionen  (p,  sowie  endlich 
einiges  Wenige  iiber  die  curventbeoretiscbe  Vorstelluugsweise  zu  eigen 
gemacbt  bat,  in  den  Abscbnitten  III,  IV,  V  kaum  Scbwierigkeiten 
finden  wird.  Das  voile  Verstandnis  der  allgemeinen  Tbeorie  der  alge- 
braiscben Correspondenzen  und  der  Modularcorrespondenzen  setzt  in- 
dessen  durchaus  einen  etwas  weiter  gebenden  tJberblick  iiber  die  Tbeorie 
der  algebraischen  Functionen  voraus  und  erfordert  das  eingebendere 
Studium  der  genannten  Kapitel. 

Die  Anwendbarkeit  der  allgemeinen  Riemann;sqben  Existenztbeo- 
reme  auf  das  functionentbeoretiscbe  Grundproblem  der  Modulldbre 
fiihrt  ini  Kapitel  III,  3  zur  allgemeinen  Auflosung  dieses  Problems, 
und  man  darf  in  diesem  Sinne  das  Kapitel  III,  3  als  den  wesentlicben 
Mittelpunkt  des  ganzen  Werkes  anseben.  Von  den  weiter  folgenden 
vier  letzten  Kapiteln  des  dritten  Abscbnitts  gilt  wieder  dasselbe,  wie 
von  den  Scblusskapiteln  des  zweiten  Abschnitts,  namlicb  dass  sie 
Einzelausfiibrungen  darstellen,  und  zwar  bier  von  der  allgemeinen 
Theorie  in  III,  3.  Dass  bierbei  die  weitaus  interessanteste  Tbeorie 
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der  siebenten  Stufe  an  die  letzte  Stelle  gelaiigte,  liat  seinen  Oruiul 
in  der  Absicht,  class  ihr  gegenfiber  Entwicldungen,  wie  die  zur  acliteu 
und  secbzehnten  Stufe  gehorenden,  die  docb  zuinal  auch  historiscli 
einiges  Interesse  beanspruchen,  nicht  gar  zu  selir  in  den  Hintergrund 
gedrangt  erscheinen  mochten. 

War  schon  im  bislierigen  dem  Leser  inehrfach  anheimgestellt, 
geniass  seinen  eigeneii  Zwecken  eine  Auswahl  aus  dem  dargebotenen 
Stoffe  zu  treffen,  so  gilt  dies  in  nocb  weit  hoherem  Grade  von  dem 
gesamten  Inhalte  des  zweiten  Bandes.  Uinfangreiche  Partieen  sind  liier 
als  zur  Theorie  der  elliptiscben  Functioned  gehorig  anzusehen,  und 
dies  gilt  in  erster  Linie  voni  grossten  Teile  cles  vierten  Abschnitts. 
Die  Transfqraationstheorie  nimmt  liier  im  Gegenaatze  zur  Teilung 
der  doppeltperiodischen  Functionen  den  breiteren  Baum  ein;  und  icli 
will  nicht  unterlassen;  das  Kapitel  IV,  2  sowie  die  Paragraphen  6;  7, 
8  und  9  im  Kapitel  IV,  3  als  die  wiclitigsten  zu  bezeichnen.  Mit 
den  ftinf  ersten  Paragraphen  des  Kapitels  IV,  3  aber-ist  es  ein  eigen 
Ding.  Zur  systeniatischen  Ableitung  der  in  der  Transformationstheorio 
hoherer  Stufe  eintreteuden  Fragen  erschien  niir  die  Einsclialttmg  tier 
abstracten  und  folglich.  schwierigen  tlberlegungen  in  §§  3  und  4  cles 
in  Rede  stelienden  Kapitels  notig;  aber  die  Moglichkeit  der  Trans- 
formationsgleichungen  und  speciell  der  Modulargleichungen  in  ,,Special- 
fallen"  von  Congruenzmoduln  hoherer  Stufe  wircl  man  mit  lltilfe  der 
§§  6  ff.  von  IV,  3  sicher  aucli  ohne  die  allgemeinen  Principion  in 
§§  3,  4  klarlegen  konnen.  Als  zwei  weiterhin  gar  nieht  mehr  zur 
Verwendung  kommende  Bntwicklungen  mochte  ich  endlich  die  in  §  10 
und  11  des  fraglichen  Kapitels  bezeichnen. 

Es  ware  wohl  nutzlos,  die  Anweisungen  fur  das.Studium  des  vor- 
liegenden  Werkes  in  der  bisherigen  detaillierten  Weise  fortzufilhron. 
Es  wird  sich  aus  den  tibrig  bleibenden  Kapiteln  des  zweiten  Band.es 
auch  ohnedies  der  Geometer  die  Theorie  der  elliptischen  Norrnalcurven 
und  die  der  Correspondenzen  herausgreifen,  der  Analytiker  aber  die 
Darstellungen  in  den  Kapiteln  V,  2  bis  V,  4,  zumal  die  merkwurdigen 
Potenzreihen  in  V,  3,  Es  findet  des  ferneren  der  Arithmetiker  die 
mannigfachen  Anwendungen  auf  die  Theorie  der  binaren  quadratischen 
Formen  und  ihre  Classenzahlrelationen  vor,  wabrend  endlich.  ftir  den. 
Functionentheoretiker  der  Ausbau  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen nach  Seite  der  Modulargleichungen  und  -  Correspondenzen  in 
Betracht  komint. 

Nur  in  letzterer  Beziehung  sei  hier  noch  eine  Bemerkung  ge- 
stattet,  Man  wird  vielleicht  JGinden,  dass  die  Theorie  der  Modular- 
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gieichungen  in  Absclinitt  V  zu  weit  in  die  Einzelheiten  hineingetrieben 
sei.  Ich  kann  hierauf  —  wenn  anders  es  iiberhaupt  einer  Abwehr 
bedarf  —  nnr  mit  dem  gleichen  Gedanken  antworten,  den  ich  mir 
oben  sclion  einmal  erlaubte:  was  Iiilft  die  wiederliolte  Angabe,  durcli 
die  Theorie  der  Mo dulf unction  en  scien  die  tlberkommenen  Problem© 
der  elliptischen  Functionen  ein  gut  Teil  weiter  gelost,  wenn  wir  nicht, 
wo  es  angeht,  zeigen,  dass  dem  wirklich  so  ist! 

Unserer  Behandlung  der  Modularcorrespondenzeu  entsprlngt  Ylel- 
leicht  der  gegenteilige  Vorwurf,  niclit  liinreicliend  weit  den  Einzel- 
entwicklungen  gereclit  zu  werden,  die  hier  einmal  vorliegen.  Der 
Kuiidige  weiss  ja,  dass  es  sich  hier  um  das  vielumworbene  Gebiet 
der  ^-Relationen  und  irrationalen  Modulargleichnngen  handelt.  Gewiss 
aei  gleich  zugegeben,  class  nur  ein  sehr  begrenzter  Ausschnitt  aus  den 
vielfaclien  hierlier  geliorenden  Untersuchungen  directe  Beraeksiehtigung 
(in  VI,  6)  finden  konnte.  Aber  hier  lag  es  auch  durchaus  niclit  iui 
Sinne  unseres  Werkes,  das  Uberkommeiie  durcli  neue  Einzelresultate 
zu  iiberbieten:  vielmehr  lag  aller  Nachdruck  darauf,  an  einer  enge 
inngrenzten  Auswahl  von  Beispielen*  die  neue  Auffassung  der  irratio- 
nalen Modulargleichungen  klarzulegen,  die  dann  kiinftighm  ihren  Weg 
aueh  zu  den  tibrigen  O'-Relationen  finden  roag.  Und  der  Wert  dieser 
neuen  Auffassung  schien  darin  zu  bestehen,  dass  die  irrationalen 
Modulargleichungen  nicht  als  unverstandene  Producte  einer  zufallig 
geleiteten  analytischen  Rechnung  erschienen,  dass  sie  vielnaehr  als 
Darstellungsformen  gewisser  Modularcorrespondenzen  und  damit  als 
iiotwendige  Gliecler  einer"  geonaetrisch-algebraischen  Gedankenentwick- 
lung  auftraten,  deren  wirksame  Zugkraft  man  in  sonstigen  Gebieten 
der  Functionentheorie  nicht  in  Frage  stellt.  — 

Vielleicht  sollte  ich  hier  am  Sehlusse  des  Vorwortes  mir  noch  eine 
kurze  Mitteilung  iiber  die  geplante  Fortsetzung  der  7;Vorlesungen  liber 
die  Theorie  der  Modulfunctionen"  erlauben;  aber  ich  konnte  doch 
nur  wiederholen,  was  in  Anbetracht  einer  kiinftigen  Behandlung  der 
3;automorphen  Functioned  in  den  Schlusszeilen  unseres  gegenwartigen 
Buches  in  Aussicht  genommen  ist. 

Kiel,  den  31.  Juli  1892. 

Robert  Frlcke. 
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diese  Absicbt  zu  einem  Teile  im  gegenwartigen  vierten  Abscbnitt 
durcbfubren,  werdeii  wir  von  den  in  Rede  stebenden  Problemen  und 
ihrer  Auflosung  nicbt  nur  ein  in  mancbem  Betracbt  inb  altvolleres, 
sowie  der  Natur  moglicbst  gemasse^  Bild  entfalten,  sondern  wir  werden 
aucb  in  einer  zielbewufsten  Fortentwicklung  jener  Probleme  iiber  den 
Rabmen  der  Uberlieferung  hinaus  gefiibrt  werden.  Im  folgenden 
fiinften  Abscbnitt  sollen  uns  dann  umgekebrt  die  doppeltperiodiscben 
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Functionen  Hilfe  leisten,  um  die  functaonentheoretische  Betrachtung 
der  Congruenznioduln  und  die  Losung  unserer  algebraischen  Funda- 
mentalaufgaben  bis  zu  demjenigen  Abschluss  zu  fiihren,  welch  er  nach 
den  beziiglichen  Entwicklimgen  im  ersten  Bande  erwiinscht  sein  muss. 
Encllich  soil  cler  sechste  Absclinitt  fiir  ein  vom  vierten  her  bleibendes 
Problem  die  Erledigung  bringen,  die  wir  darum  hinausschieben  rniissen, 
weil  sie  sich  erst  nach  Einsehaltnng  gewisser  allgemeiner  Unter- 
suchungen  gestalten  lasst;  es  werden  diese  letzteren  Untersucliungen 
eine  Weiterfiihrung  jener  grundlegenden  functionentheoretisclien  Ent- 
wicklungen darstellen,  mit  denen  wir  den  dritten  Absclinitt  begannen. 
Sei  (ibrigens  vorweg  noch  folgende  Bemerkung  gestattet*  Eine 
erschopfende  Behandlung  aller  somit  in  Anssicht  genormnenen  Unter- 
suchungen  ist  gegenwartig  fiir  uns  weder  moglicb.  noch  erforderlich. 
(Jberall  werden  wir  nns  vielmekr  damit  begntigen  dtirfen?  durcli  Be- 
schreibung  der  znr  Zeit  wirklieh  ausgefuhrten  Untersuchungen  den 
Weg  gewiesen  zu  haben?  den  eine  fiir  die  Zukunft  anznstrebencle 
allseitige  Durehfiilirung  unseres  Programms  zu  gehen  hatte.  Ein 
tieferes  Eingehen  auf  die  uberlieferte  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
selbst  erachten  wir  gleichfalls  nicht  als  zu  unserer  Aufgabe  gehorig; 
wir  diirfen,  was  die  Einzelheiten  der  friiheren  Entwicklung  angeht, 
auf  die  alteren  Lehrbuclier^  vornehmlich  aber  auf  die  urnfassende  ge- 
sehiclrfclielie  Darstellung  des  Enneper;schen  Werkes  verweisen*).  Auf 
der  anderen  Seite  wollen  wir  schon  laier  auf  das  nenerdings  erschie- 
nene  Buch  von  Hrn,  BL  Weber  iiber  ^Elliptische  Functionen  und 
algebmisclie  ZaMen"  aufmerksam  machen**),  in  welcliem  namentlich 
der  dritte;  arithmetische  Teil  manchen  bislang  scliwieriger  zugang- 
lichen  Gegenstand  dem  allgemeinen  Verstandnis  gewonnen  hat. 

§  1.     Crmppentlieoretisclie  Grundlagen  fiir  die  Theorie  der 
eUiptisclien  Functionen- 

Die  doppeltperiodischen  Functionen  ^?  und  $/  lernten  wir  in  1 
p.  149  u,  f.***)  als  yon  den  drei  Argurnenten  u,  o?1?  ct?2  abhangigo 
Functionen  kennen,  die  unverandert  blieben  einerseits  bei  Ausiibung 
einer  beliebigen  homogenen  Modulsubstitution  (also  einer  linearen  Sub- 
stitution der  o>1;  c»2  all  ein)  9  andererseits  bei  Vermehrung  des  u  um 


*)  Enneper,  Theorie  und  GesehieJite  der  eUiptisclien  Functionen,  2.  Aufl.., 
bearbeitet  von  Felix  Muller  (Halle,  1890). 

**)  Braunscliweig,  1890. 

***)  Wir  geben  die  Citato  auf  den  ersten  Band  stets  in  dieser  Form;  Citate 
mit  blosser  Seitenzabl  beziehen  sicli  immer  auf  den  vorliegenden  Band. 
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ganzzahlige  Vielfache  der  Perioden  col7  o>2.  Die  beiderlei  auf  die  Ar- 
gumente  ausgeiibten  Umanderungen  ziehen  wir  dadurch  in  eins  zu- 
sammen,  dass  wir  auf  die  drei  Yariabelen  M,  o^,  o?2  eine  beliebige  ternare 
gan^ahlige  Substitution  der  Determinante  1  und  der  Gestalt: 

/-i  \  f  ,  |  r  i       n  f  |       ^ 

ausgeiibt  denken.  Diese  Substitution  en  bilden  In  ihrer  Gesaintheit 
eine  ternare  Gruppe,  die  f(3)  heisse,  und  es  gelten  ftir  die  Combination 
zweier  in  ihr  enthaltenen  Operationen  in  einer  sofort  verstandlichen 
Bezeichnungsweise  die  Regeln: 


A  lie  Operationen  der  P     von  der  Gestalt: 

(3)  W'   =  ^  -|~  ^0?!  +  W2<D2 ,         G?/  =  £»!  ,         CD/  =  CD2 

bilden    eine    in    der    I"      enthaltene   ausgezeichnete  unare  Untergr-uppe, 
die  wir  r(1)  nennenj  und  auf  der  andereti  Seite  bilden  alle  Operationen: 

(4)  U   =  U,        CD/  =  a  Oj  -j-  ]8  0?2 ;        03/  =  ^CD1  +  cJGJ2 

eine  nicht- ausgezeichnete  Unare  Untergruppe  f(2),  die  wir  direct  als  die 
homogene  Modulgruppe  auffassen  konnen.  Hier  konnen  wir  nun  durch 
Anwendung  der  Begriffsbestimmungen  der  Gruppentheorie  auf  f(3)  fur 
die  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  in  derselben  Weise 
ein  systematisch.  geordnetes  Bild  gewinnen,  wie  wir  dies  bislang  durch 
entsprechende  BetracMungen  auf  dem  engeren  Gebiete  der  elliptischen 
Modulfunctionen  allein  getban  haben.  Es  mogen  hier  einleitend  die  Grund- 
lagen  einer  solclien  Betrachtungsweise  in  aller  Ktirze  skizziert  werden. 
Furs  erste  konnen  wir  nach  den  Untergruppen  der  f(3)  fragen. 
Dabei  ist  es  freilich  nicht  der  allgenieinste  Ansatz,  aber  es  reiclit  docb. 
ftir  unsere  Zwecke  vollig  aus?  wenn  wir  folgenden  zuvorderst  an  die 
r(1)  ankntipfenden  Gedankengang  einschlagen.  Die  Untergruppen  eines 
endlichen  Index  der  Gruppe  f(1)  sind,  wie  man  sofort  bemerkt?  aus- 
nahmslos  Congruenzgruppen?  und  wir  konnen  deren  Gesamtheit  durch 
den  bereits  in  I  p.  320  u.  f.  ausgebildeten  Entwicklungsgang ,  in  Er- 
fahrung  bringen.  In  diesem  Sinne  reduciere  man  F(1)  modulo  n  auf 
eine  endliche  Gruppe  Gn«~  der  Ordnung  n2,  welch7  letztere  nunmehr  in 
ihre  Untergruppen  zu  zerlegen  ist.  Unter  den  n2  modulo  n  incon- 
gruenten  Zahlenpaaren  ml7  m2  giebt  es  aber  im  ganzen  <p(n)  -  i[>(n) 
solche  Paare;  bei  denen  der  grosste  gemeinsame  Teiler  von  ml?nL2 
prim  gegen  n  ist*).  Jede  zugehorige  Substitution  w'  =  u  -f-  m^^  w2o3 

*)  Die  Bedeutrrag  von  cp  und  ip  findet  man  in  I  p.  460  angegeben. 

1* 
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erzeugt  modulo  n  eine  cyclische  Gn?  welche  offenbar  nocli  aus  tp(n)  —  1 
weiteren,  in  ilir  enthaltenen  Substitutionen  dieser  Art  htitte  hergestellt 
warden  konnen.  Wir  linden  solclierweise  innerhalb  der  Gn*  im  ganzen 
ty(n)  cyclische  Qn,  den  en  wir  ebenso  viele  Untergruppen  fil)  der  F15 
zuordnen;  diese  ^(n)  Congruenzgruppen  f^  sind  zwar  nicht  inner- 
halb der  f(1)  gleichberechtigt,  sie  werdeu  es  jedoch  innerhalb  f(*5)? 
wie  wir  nebenher  bemerken.  Hieraber  hinans  notieren  wir  auch  nocli 
die  Hauptcongruenzgruppe  %tor  Stufe  fj^,  welche  der  identisehen  Sub- 
stitution der  Grn*  zuzuordnen  ist. 

Indem  wir  auf-der  anderen  Seite  die  I"  fiir  sich  einer  analogen 
Betrachtung  unterziehen,  kommeii  wir  direct  zum  ursprunglichen 
gruppentheoretischen  Modulproblem  zurticb.  Es  wird  sich  dann  aber 
weiter  darum  handeln?  durch  Combination  der  Untergruppen  von  f(1) 
mit  denen  von  f(2)  ternare  Untergruppen  von  r^  zu  gewinnen,  uncl 
in  diesem  Betracht  findet  sich  eine  gewisse,  wenn  auch  nicht  weit 
reichende  organische  Beziehung  zwischen  den  beiden  Gruppen  I"  und 


f(2).  Combinieren  wir  ndmlich  eine  jener  ^(n)  Gruppen  Y$  witt  einer 
Untergrupjpe  ft2)  wn  T(2)  und  verlangen,  doss  die  ersten  Zeilen  in  den 
St&stitutionen  der  so  er&eugten  Qmppe  nur  Operational  der  f%  aufweisen 
sollen,  so  muss  ft2  in  einer  gewissen  der  i/j(n)  gleicJibereclitigten  Congruent- 
gruppen  ^ter  Stufe  f^(w)  enthalten  sein  (cf.  1  p.  461).  Ist  z.  B.  flL)  durch 
Wi  —  0,  (mod.  n)  defimert,  so  folgern  wir  aus  (2),  class  die  soeben 
formulierte  Bedingung  nur  unter  der  Voraussetzung  y'^0;  (mod.  n) 
erfiillt  sein  kann;  durch  diese  letztere  Oongruenz  ist  aber  gerade  eine 
jener  Gruppen  f^n)  festgelegt.  Indem  wir  die  f^  einzeln  geradezu 
mit  ihren  zugehorigen  f^  combinieren,  entspringen  ^(n)  gleichbe- 
rechtigte  ternare  Congruenzgruppen  nter  Stufe  T^L  ^  .  —  Neben  ihnen 
merken  wir  vor  allem  noch  die  ternare  Hauptcongruenzgruppe  nter  Stufe 
an,  die  alle  modulo  n  zur  Identitat  congruenten  tern'ciren  Substitutionen 
(1)  umfasst?  und  deren  Index  in  der  gesamten  f(3)  sich  zu  n*<p(n)ty(n) 
berechnet.  Durch  Zerlegung  der  zugehorigen  endlichen  G-n*(py  in  ihre 
Untergruppen  konnten  wir  in  bekannter  Weise  alle  ternaren  Congruenz- 
gruppen ni&*  Stufe  ableiten.  Die  hier  zu  Tage  tretonde  endliche 
Gruppe  G^cpt/j  ist  im  Falle  n  =  2  eine  6r24  vom  Oktaedertypus,  ira 
Falle  n  =  3  eine  Gr216,  die  eine  auch  von  anderer  Seite  her  bekannte 
Structur  zeigt  u.  s.  w.*). 

*)  Untergruppen  der  H2\  welche  nicht  mehr  allem  durch  Congnienzcn  be- 
ziiglich  eines  festen  Zahlmoduls  definierbar  aind,  haben  wir  hier  ganz  ausser  Acht 
gelassen;  es  wiirden  andernfalls  unsere  gleich  zu  entwickelnden  functlonentheore- 
tischen  Formulierungen  TM  weit  iiber  das  hergebraehte  Schema  dor  olliptiachcn 
Functioned,  hinausgreifen. 
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Fur  das  Studium  der  Untergruppen  von  f(1)  kann  man  von  der 
Parallelogrammteihmg  der  u-Mbene  genau  denselben  Gebrauch  maehen, 
zu  welcheni  wir  beim  gruppentheoretischen  Grundprobleru  des  zweiten 
Abschnitts  die  Modulteilung  heranzogen.  Die  Fundainentalpolygone 
der  w-Ebene  sind  dabei  in  einfachster  Weise  stets  Parallelogramme, 
deren  gegeniiberliegende  Seiten  jeweils  auf  einander  bezogen  sind. 
Insbesondere  aber  werden  wir  der  ternaren  Haupteongruenzgruppe 
P3  ^  als  Fundamentalbereich  ein  Paar  von  Polygonen  zuweisen:  das 
eine  ist  ein  Parallelogranani  der  «e-Ebene,  das  aus  n2  Elementarparal- 
lelograrnmen  besteht,  das  andere  ist  das  in  der  co-Halbebene  gelegene 
Polygon  der  Hauptcongruenzgruppe  nter  Stufe  fl"^//.  In  analoger 
Weise  gestaltet  man  auch  fur  die  ^  Gruppen  f»^  Paare  von  Poly- 
gonen der  w-Ebene  und  der  a»-Halbebene  zu  Fundamentalbereiehen. 


§  2.     Hinzntretende  functionentlieoretisclie  Momente.     Entwicklnng 
der  Gmndprolbleme  der  Theorie  der  elliptisclien  JFunetionen. 

Den  voraufgehenden  gruppentheoretischen  TJberlegungen  reiJbeu 
sieh  nun  unmittelbar  die  nachfolgenden  functionentheoretischen  an: 

Eine  eindeutige,  homogene  Function  der  drei  Argumente  M,  a>1?  co2 
lenennen  wir  stets  und  nur  unter  den  drei  folgenden  Bedingnngen  als 
eine  doppeltperiodische  oder  elliptiscJie  Function  niQT  Stufe: 

sie  'tmiss  ungeandert  ~bleiben,  wenn  man  auf  Hire  Argumente  eine 
Operation  der  Hauptcongruenzgruppe  f^^  ausubt; 

sie  soil,  bei  stehenden  a>l ,  ^  ate  Function  von  u  gedeutet,  im  Funda- 
mentalparallelogramm  der  f^  wesentlich  singular e  Punkte  nicht  aufweisen; 

sie  soil  endlich  fur  constante  Werte  des  u  als  Function  der  co1 ,  a?2 
den  Character  einer  algebraisclien  Modulform  niQX  Stufe  "besitsen  (cf.  I 
p.  616  u.  £)*)• 

Als  die  beiden  Grundprobleme  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen  aber  konnen  wir  die  folgenden  anreihen:  Erstlich  soil  man 
elliptische  Functionen  erster  und  hoherer  Stufe  wirMicli  bilden,  furs  &weite 


*)  Man  vergl.  iibrigens  hiermit  die  Definitionsweise  der  hyperelliptischen 
Functionen  bei  Burkhardt,  Systematic  der  hyperelliptischen  Functioned  (nach 
Vortiilgen  von  F.  Klein),  Math.  Ann.  Bd.  35  p.  217 ff.  (1889);  die  betreffende 
Definition  kann  dort  allerdiugs  nicht  ganz  so  principiell  gefasst  werden,  wie  hier 
im  Texte  fur  die  elliptischen  Functionen  geschieht,  well  man  tim  Falle  der  hyper- 
elliptischen  Functionen  iminer  niit  Functionen  mehrerer  Variabelen  zu  thun  hat, 
deren  algebraische  Singularit'aten  sich  minder  einfach  charakterisieren  lassen, 
auch  statt  der  Fundamentalpolygone  B^undamentalraume  in  Betracht  zu  ziehen 
sind,  deren  Eigenart  man  noch  nicht  beherrscht. 
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aber  die  gwischen  alien  diesen  Grossen  bestehenden  Sesziehungen  der  Unter- 
sucJiung  unterwerfen. 

In  dieser  principiellen  Weise  ist  das  Problem  der  elliptischen 
Functionen  explicit  wohl  noch  nicht  gestellt  worden.  Inzwischen  liat 
sich  die  historische  EntwicMung  der  Theorie  thatsachlich  in  der  soniit 
bezeichneten  Richtung  bewegt,  wobei  eine  directe  Auflosung  allerdmgs 
nur  fur  die  beiden  niedersten  Falle  der  ersten  und  zweiten  Stufe  ge- 
geben  wurde:  fiir  die  erste  Stufe  liegt  die  Weierstrass'sche  Theorie 
vor?  fur  die  zweite  aber  die  Jaeobi'sche  (womit  zugleich  das  gegen- 
seitige  Verhaltnis  dieser  beiden  Theorieu  auf  das  einfachste  gekenn- 
zeichuet  ist).  In  der  That  erkennt  man  sofort  in  $>(u  \  o>1?  c»2)7 
$/(u  |  a>19  co2),  ^2?  ^s  elliptische  Functionen  erster  Stufe  und  hat  nm- 
gekehrt  den  Satz3  class  jede  seiche  Function  erster  Stufe  rational  in 
F;  &')9z)  9%  darstellbar  ist.  Der  zweiten  Stufe  liegt,  wie  wir  bemerkten, 
eine  ternare  (r24  vom  Oktaedertypus  zu  G-runde,  und  in  letzterer  giebt 
es  bekanntlich  drei  gleichberechtigte  6r2,  welche  zusanamengefligt  die 
ausgezeichnete  Vierergruppe  innerhalb  der  (r24  bilden.  Diesen  G2  ent- 
spreehen  ebenso  viele  gleichberechfcigte  ternare  f^  zweiter  Stufe. 
Indem  wir  ihnen  drei  zweckm'assig  gewahlte,  gleicliberechtigte  doppelt- 
periodische  Functionen  zweiter  Stufe  zuweisen  und  selbige  durcli  Zu- 
fiigung  geeigneter  Factoren  honiogen  von  der  Dimension  Null  gestalten? 
werden  wir  zu  den  drei  Jacobi'sclien  Functionen  sin  ani  n,  cos  ani  u9 
A  am  M  gefuhrt.  Da  in  der  Jacobi;schen  Theorie  tiberhaupt  allent- 
halben  an  der  Dimension  N'ull  festgehalten  wird;  so  muss  zugleich.  an 
Stelle  der  Fornien  <72?  g§  erster  Stufe  hier  die  "Modul function  zweiter 
Stnfe  A  treten,  welelie  nun  aber  wieder  im  Verein  mit  sin  am?  cos  am; 
A  am  zur  rationalen  Darstellung  aller  elliptischen  Functionen  zweiter 
Stufe  der  Dimension  Null  ausreickt. 

Eine  entsprechende  Theorie  dritter  oder  hoherer  Stufe  liegt,  wie 
bereits  angedeutet,  bislang  nicht  ausgebildet  vor?  obgleich  es  nicht 
schwer  ware,  eine  solche  zu  entwerfen  (vgl.  die  Entwicklungen  des 
ftinften  Abschnitts)*).  Dagegen  kennt  man  seit  lange  zweierlei  Mittel, 
auf  indirectem  Wege  aus  elliptischen  Functionen  niederer  Stufe  solche 
einer  hoheren  Stufe  herzustellen.  Wir  geben  diese  Hilfsmittel  Mer 
kurz  an?  indeni  wir  sie  ausschliesslich  auf  die  Functionen  erster  Stufe 
anwenden.  Furs  erste  bezeichnen  wir  als  n-Teilung  den  Ubergang  von 

$p(u  |  GJI?  a>2),     $(u  |  G?I?  wa) 
zu  den  neuen  Functionen 


*)  Vgl.  auch  den  Aufsatz  von  Klein:  tTber  imendlich  viele  Normalformen 
des  elliptischen  Integrals  erster  G-attung  in  den  Sitznngsberichten  der  Miinchener 
Akademle  von  1880  (abgedruckt  in  Bd.  1?  der  Mathematischen  Annalen). 
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wobei  A;  ft  irgend  zwei  ganze  Zahlen  sein  solleii.  Ohne  far  den  Augen- 
blick  auf  die  Natur  dieser  Grossen  (1)  des  naheren  einzugehen, 
bemerken  wir  hier  nur,  dass  sie  wirklich  in  unserem  Sinne  doppelt- 
periodische  Function  wter  Stufe  vorstellen.  Auf  der  anderen  Seite  be- 
nennt  man  als  Transformation  nter  Ordnung  den  Ubergang  von 
p  (u  \  m1  ,  o>2)  ,  $>'(u  |  o1  ;  <D2)  ,  g2  ((D!  7  o>2)  ,  ^3  (»!  ,  a?2) 

zu  den  Grossen 

(2)      ^  (u  |  w  (D!  ,  G92)  ,     #?'  (M  |  n  €o±  ,  o>2)  ,     ^  (w  oij  ,  «»2)  ,    gB  (n  ^  ,  032)  . 

Die  so  gewonnenen  Grossen  gehoren  als  Functionen  yon  u  zu  der 
durch  m±  =  07  (mod.  n)  definierten  Congruenzgruppe  f«  5  als  ellip- 
tische  Functionen  nter  Stufe  gehoren  sie  zur  beziiglichen  tern'aren 
r^(»).  Da  im  Gegensatz  zur  Teilung  die  Transformation  wter  Ord- 
nung eine  auf  die  Perioden  (und  zwar  ausschliessticli  auf  diese)  an- 
gewandte  Operation  vorstellt,  so  unterliegen  derselben  selbstverstand- 
lich  auoh  g%  und  gS)  und  man  kann  sicli?  wenn  man  will,  auf  Be- 
trachtung  der  Transformation  allein  von  g%  und  gs  bescbrauken;  man 
wolle  diesen  Umstand  fur  spater  festhalten.  Die  hiermit  definierten 
Operationen  der  Teilung  und  Transformation  nter  Ordnung  lassen  sicb. 
zwanglos  auch  auf  beliebige  doppeltperiodische  Functionen  holierer 
Stufe  anwenden;  wir  werden  in  diesem  Sinne  spater  von  einer  Teilung 
lets.  Transformation  niev  Ordnung  mter  Stufe  sprechen. 

Wir  bezeicnneten  die  Herstellung  geeigneter  doppeltperiodischer 
Functionen  oben  als"  das  erste  Problem  5  als  zweites  Problem  aber 
gaben  wir  an?  dass  die  Se0iehungen  zwischen  den  elliptischen  Func- 
tionen der  verschiedenen  Stufen  der  Untersuchung  unterworfen  werden 
sollen.  Der  hierbei  eintretende  Hauptsatz  ist  aber  der;  dass  eine 
elliptische  Function  ntex  Stufe  stets  eine  algelraische  Function  von 

F?  $'>  9%)  $3  ^'  ^-an  ^ann  ^esen  ®a^z  m^  Hilfe  Riemann'scher 
Principien  beweisen;  inzwischen  werden  wir  die  Durckfiibrung  dieses 
Nacb.weises;  sowie  auch  eine  pracisere  Ausgestaltung  und  Verallge- 
rneinerung  des  Satzes  als  Untersuchungsgegenstande  einer  ausfuhr- 
lichen  Tlieorie  der  elliptiscben  Functionen  ansehen  diirfen.  Fur  uns 
sollen  bier  ausscbliesslich  die  bei  der  Teilung  und  Transformation 
nter  Ordnung  auftretenden  algebraischen  Relationen  in  Betrackt  kommen. 
Aber  auch  diese  Relationen  werden  wir  weiterhin  nur  insoweit  zu 
beriicksichtigen  haben?  als  sie  in  das  engere  Modulprogramrn  hinein- 
gehoreiL  Wir  wollen  demnacli  an  Stelle  der  Teilung  schlechtweg  die 
sogenannte  ,,specielle"  Teilung  setzen;  die  letztere  beschaftigt  sicb.  mit 
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denjenigen  Functionen  yon  coa;  o>3  allein;  die  aus  den  Grossen  von  dor 
Art  (1)  durch  die  Substitution  u  =  0  entspringen.  Dass  diese;  als 
nio  Teilwerte  zu  bezeichnenclen  Modulformen  wirklich  algebraische  sind, 
werden  wir  sp'aterhln  noch  explicite  nachweisen,  Wir  wollen  des 
ferneren  an  Stelle  der  Transformation  niei'  Ordnung  schlechtweg  die 
specielle  Transformation  einer  Modulfunction  oder  Modulform  treten  las sen. 
Wahrend  wir  aber  die  Teilung  nur  der  ersten  Stufe  und  aucli  diese  nur 
nebenher  durchfiihren  wollen ;  soweit  es  fiir  die  Zwecke  einer  allge- 
meinen  Orientierung  sowie  fiir  spatere  Anwendungen  erforderlicli 
scheint,  werden  wir  die  Transformation  n*°*  Ordnung  niclit  nur  fiir 
die  erste,  sondern  auch  fiir  die  holier  en  Stnfen  ausfiilirlicher  bespreclien. 
Diese  verscliiedenartige  Beriicksichtigung  zweier  coordinierter  Probleme 
rulit  nicht  auf  principiellen  Erwagungeu,  sondern  ist  wesentlich  dureh 
den  Stand  der  Vorarbeiten  bedingt. 

§  3.    G-rappentheoretische  Untersuclmng  der  niGn  Teilwerte  f\^  einer 
doppeltperiodischen  Ftmction  ©rster  Stufe. 

Ist  f(n  |  &l ,  G32)  irgend  eine  doppeltperiodische  Function  der 
ersten  Stufe ?  so  wolle  man  sicli  deren  niG  Teilwerte  herstelleu  und 
bezeiclme  dieselben  durch: 

(1)  /^(o, ,  a,,)  = 

wobei  /l?  ^  offenbar  auf  ein  System  von  w?  modulo  n  incongruenten 
Zahlenpaaren  eingeschiiinkt  werden  darf.  Als  besonders  wichtige  Bei- 
spiele  YOU  Teilwerten  dieser  Art  haben  wir  di6jenigen  der  ^-Func- 
tion ^^0  sowie  die  p^9  und  jedenfalls  lasst  sich  /i,^t  mit  Hilfe  von 
(/2J  g%  in  ^5/i,  $>i,ft  rational  darstellen.  Aber  infolge  des  besonderen 
Charakters  der  y?-  und  ^'-Function  haften  diesen  letztereu  Teilwerteu 
partieulare  Bigeiischaften  an?  die  wir  um  der  Allgemeinheit  willen 
von  den  f\^  vorab  nicht  voraussetzen  wollen.  Man  nehme  also  von 
/'  an,  dass  es  als  Function  von  u  weder  gerade  noch  ungerade  sei? 
dass  ferner  keine  der  Zahlcornbinationen  (A;  ft)  infolge  Verschwindens 
oder  Unendlichwerdens  von  /i)/t  auszulassen  ist;  letzterer  Umstand 
tritt  offenbar  bei  den  $?^7  ^^  fur  die  Combination  I  =  p  =  0  ein. 
Nach  diesen  Festsetzungen  mogen  die  n2  Teilwerte  /i^,  als  Functionen 
von  ra1?  cD2  nach  einander  der  gruppentheoretischen  und  functionen- 
theoretischen  Betrachtung  unterzogen  werden. 

Die  durchzufuhrende  gruppentheoretische  Betrachtung  steht  nun 
in  engster  Beziehung  zu  den  Entwicklungen  in  I  p.  460  u.  f.;  wenn  wir 
uns  die  letzteren,  was  keine  Schwierigkeit  hat,  fur  hornogene  Modul- 
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substitutionen  durchgefiihrt  denken*).  Man  ziehe  namlich  zunachst 
den  besonderen  Teilwert  f0ti  heran  und  iibe  auf  denselben  eine  beliebige 
Modulsubstitution  aus.  Es  folgt: 

(2)  j^iO05!  +  /Jo>2 


und  also  wird  /J>j3-  nur  durch  die  n  modulo  n  unterschiedenen  Opera- 
tionen  1,  S,  $2,  .  .  .,  /S^""1  in  sich  transformiert.  Nacli  den  I.  c.  gegebenen 
Sateen  gehort  somit  /Ojl  ^  einer  homogenen  Congmemgmppe  f^)^) 
der  nten  Stufe  und  ist  desJialb  eine  unter  <p(n)ty(ji)  mit  einander  gleich- 
l)erectitigten  Modulformen  nie*  Stufe.  Aus  (2)  konnen  wir  unter  Euck- 
sicht  auf  die  in  I  p.  390  ff.  durchgefuhrte  Uberlegung  diese  g)(n)^(n) 
Moduln  wtcr  Stufe  sofort  angeben:  Es  sind  einfach  alle  diejenigen  Teil- 
werte  f^,  bei  denen  der  grosste  gemeinsame  Factor  x  von  I  und  p  prim 
gegen  n  ist.  Aber  es  giebt,  wie  wir  wissen,  ini  ganzen  nur  ^(w)  gleicli- 
berechtigte  Gruppen  r^^;  daher  mussen  0u  jeder  dieser  Untergnippen  ins- 
gesamt  qp(w)  unserer  Modulformen  f^  gehoren.  So  gelioren  z.  B.  die 
g>(ri)  Moduln  /Oj/a?  in  denen  ^  ein  System  incongruenter  und  gegen 
n  primer  Zahlen  durchlauft,  genieinsam  zu  derjenigen  F^^,  die  sich 
mod.  n  auf  die  n  Substitutionen  Sv  reduciert.  Solehe  cp(n)  zusammen- 
gehorige  Teilwerte  werden  unter  einander  permutiert  durch  die  Opera- 
tionen  einer  derjenigen  Gruppen  6rc/)(n)?  welche  mit  der  beziiglichen 
Grn  conibiniert  die  zugehorige  metacyclische  G-ntp(n)  bilden  (cf.  I^p.  461). 
Verbindungen  jener  cp(V)  Teilwerte,  welche  gegentiber  den  Operationen 
der  Gcp(n)  unveranderlich  sind;  werden  uns  also  Grossen  liefern;  die  zu 
der  metacyclischen  Gny(n)  oder,  besser  gesagt;  zur  beziiglichen  Con- 
gruenzgruppe  F^(«)  gehoren,  was  wir  hier  nebenher  bemerken  wollten**). 
Haben  jetzt  weiter  /l;  ft,  n  den  grossten  Teiler  t  >  1  gemeinsam, 

so  ist  fz^t  ;,eigentlich"  ein  (—  j  Teilwert  und  gehort  clemuach  zur 
Stufe  —  •  Zur  Sicherstellung  der  voraufgehenden  Entwicklungen  haben 

wir  also  den  Zusatz  zu  machen:  Eigenflich  #ur  nien  Stufe  gelioren  uber- 
Jiaupt  nur  jene  <p(n)ilj(ri)  gleicJiberechtigten  Teilwerte,  von  denen  /o,i  &>n 
einzeln&r  war.  Indem  aber  die  Gesanitzahl  der  eigentlich  und  uneigent- 


*)  Fur  hoinogene  Substitutionen  konimt  ubrigens,  wie  man  sich  leicht  uber- 
zeugt,  die  damalige  Bedingung  n  >  4  in  Portfall.  Im  Falle  n  =  I  wolle  man 
ubereinstimmend  fp  ==  ip  =  1  nehmen. 

**)  Diese  letzteren  Verh'altnisse  sind  in  ausgiebiger  Weise  von  Hrn.  Kiepert 
verfolgt  in  der  Arbeit:  Uber  Teilung  und  Transformation  der  elliptisclwn  Func- 
tionen,  Math.  Ann.  Bd.  26  (1885).  Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass  der  Teilungs- 
grad  n  eine  Primzahl  g  ist;  alsdann  werden  die  Gruppen  $L(n)»  wie  wir  wissen, 
cycliscb,  was  im  allgemeinen  keineswegs  der  Fall  istf 
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lich  zur  ni&n  Stufe  gehorenden  Teilwerte  fa^  wie  wir  fanden,  n^  ist? 
entspringt  die  Gleichung: 


wo  fiber  die  gesamten  Teller  t  von  n  zu  suramieren  ist;  fur  r  =  w 
haben  wir  die  Grosse  erster  Stufe  /o,o?  welclie  naturlich  in  Forniel  (3) 
mitgezahlt  ist. 

Die  fur  die  Function  en  fpfa),  $?'(*0  eintretenden  Besonderheiten 
kann  man  nunnaehr  leicht  angeben.  Hier  fallen  erstlich  die  Werte 
FO,O  ;  po,o  &us?  die  beide  oo  sind.  Uberdies  kommen,  weil  $>  eine  gerade, 
$'  aber  eine  ungerade  Function  yon  u  ist,  direct  die  I  p.  460  fur 
nicht-homogene  Modulsubstitutionen  gegebenen  Abzahlungen  zur  Gel- 
tung;  wir  haben  also  ^q)(n^(n)  eigentlich  zur  ^ten  Stufe  geliorende 
p^fi  und  ebenso  viel  wesentlich  verscMedene  pi,^,  wahrend  wir  ein- 
fach  durch  Zeichenwechsel  dieser  Moduln  die  andere  Halfte  der  wtcn 
Teilwerte  fp'^p  erlialten.  Eine  bekannte  Ausnalimerolle  spielt  liier 
nur  wieder  der  Fall  n  =  2,  wo  wir  nicht  ^<p(n)il>(ri),  sondern  direct 
<p(n^(n}  =  3  verschiedene  Teilwerte  haben.  Doch  gilt  dies  letztere 
Resultat  nur  fur  ?  denn  die  Function  >'(u  wird  an  den  drei  Stellen 


_  identisch;  so  dass  wir  fiberhaupt  keine  zweite 

^'-Teilwerte  besitzen.     Die  Gesamtzahl   der  wesentlieh  verscliiedenen 
beim   nien  Teilungsgrad   entspringenden  Teilwerte  von   $?  und  $f  ist 

^2  _  j 

sonach  —  —-  fur  ungerades  n^  dagegen  haben  wir  bei  geradem  n  im 
ganzen   -4-—  Teilwerte  jp^p  und  —  -  —  wesentlich  verschiedene  pi,^. 


§  4.    Die  zu  den  Teilwerten  f^^  gehorenden  Teilungsgleiclmngen. 

Im  allgemeinsten  Falle  der  am  Anfang  des  vorigen  Paragraphen 
gedachten  Modulformen  fatft  war  ein  eigentlich  zur  ntQn  Stufe  ge- 
horendes  f^  eines  unter  <p(«)^(n)  gleichberechtigten.  Indem  wir 
sogleich  im  folgenden  Paragraphen  den  ausfuhrlichen  Beweis  der  alge- 
braischen  Natur  der  Moduln  f^  nachholen,  haben  wir  hier  als  wich- 
tiges  unmittelbares  Ergebnis  der  in  Bd.  I  entwickelten  Principien:  JEs 
ist  f^  Wurgel  ewer  irreducibelen**)  algebraischen  Gleichung  des  Grades 


*)  Die  Irreducibilitat,  wie  die  sogleich  anzugebende  Monodromiegruppe,  be- 
zieht  sich  Mer  stets  auf  den  Rational!  tat  sbereich  ^r2,  g3.  Ubrigens  wird,  indeni 
wir  uns  auf  die  allgemeinen  Principien  von  Bd.  I  "bezielien,  ein  neues  Moment  in 
die  Theorie  der  Teilangsgleiohungen  eingefuhrt;  man  hat  bisher  die  Existenz  der 
Teilungsgleichungen  immer  ausschliesslich  aus  deni  Additionstheoreni  der  doppelt- 
periodischen  Fanctionen  abgeleitet. 
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(1)  /^+  Blfa,gt)fW-i+  E,(gz,  gJfVV-*  +  - . .  +  R^(g,,  ga}  =  0, 

deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  g2  und  g3  sind.  Wir  be- 
zeichnen  diese  Relation  als  eine  Teilungsgleichung  oder  auch  genauer 
als  eine  specielle  Teilungsgleichung  fur  den  niGn  Teilungsgrad,  wobei  wir 
durch  letztere  Bezeichnung  die  vorliegende  Relation  (1)  von  der  allge- 
meinen  Teilungsgleichung  unterscheiden  wollen,  die  iin  Sinne  des  iin 
vorletzten  Paragraplien  (p.  7)  namhaft  gemachten  Hauptsatzes  bei  der 
Teilung  der  doppeltperiodisclien  Funetionen  auftritt.  Durch  die  hier 
gewahlte  Herleitung  1st  zugleich  oline  weiteres  evident,  dass  die  Tei- 
lungsgleichung  (1)  eine  Eesolvente  des  bei  der  nten  Stufe  auftretenden 
Galois' schen  Problems  2fi(«)te:a  Grades  ist,  und  wir  konnen  also  uni- 
gekehrt  sagen,  die  Gleichung  (1)  habe  eine  Galois'sclie  Gruppe*)  der 
Ordnung  2[i(n).  So  geliort  als  Galois'sche  Resolvente  der  Gleichiing  (1) 
des  ftinften  Teilungsgrades  die  hoinogene  Ikosaedergleiclmng  zu,  der- 
jenigen  des  siebenten  Grades  aber  etwa  das  homogene  Problem  der 
Ay  vom  Grade  2-168  (cf.  I  p.  740  (7)).  1st  n  eine  zusammengesetzte 
Zalil?  so  konnte  man  alle  auf  die  Teiler  von  n  als  Teilungsgrade  be- 
ziiglichen  Gleiehungen  (1)  mit  einander  mnltiplicieren,  um  solcherweise 
eine  Gleichung  vom  Grade  n2  zu  erhalten,  welcher  alle  beim  Teilungs- 
grad n  auftretenden  Teilwerte  geniigen.  Wir  wollen  diese  Gleichung 
fernerhin  im  Gegensatze  zu  der  irreducibelen  Gleichung  (1)  kurz  als 
die  zuna  Teilungsgrade  n  gehorende  reducibele  Teilungsgleichung  be- 
zeictmen. 

1st  f(u)  eine  ungerade  Function,  so  fallen  in  (1)  alle  Coefficienten 
Ev  mit  ungeraden  Exponenten  als  identisch  verschwindend  aus;  solches 
tritt  z.  B.  ftir  $i^L  ein.  1st  f(u)  gerade,  wie  z.  B.  ^?(«),  so  tritt  eine 
Modification  unserer  bisherigen  Untersuchung  fur  alle  Teilungsgrade 
n  >  2  ein.  Hier  wird  offenbar  (1)  reducibel,  indem  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung  in  das  Quadrat  eines  Ausdrucks  vom  Grade  •£•  <p(n)il>(ii) 
iibergeht.  Dieser  Ausdruck,  fur  sich  gleieh  Null  gesetzt: 

(2)  /*»*+  Ri(9,,9^f^-i+-  •  •  +  ^^(ft,?,)  =  0, 

liefert  uns  jetzt  die  irreducibele  Teilungsgleichung;  deren  Gruppe  er- 
sichtlich  die  Ordnung  p(n)  besitzt. 

Um  auch  die  reducibele  Teilungsgleichung  fur  fp  bez.  $?'  in  Bezug 
auf  ihren  Grad  sogleich  naher  zu  charakterisieren,  mtissen  wir  wieder, 
wie  am  Schluss  des  vorigen  Paragraphen,  ein  ungerades  n  von  ein  em 


*)  Gemeint  1st  Thier  wieder  die  Monodromiegruppe.  Auch  die  eigentliclie 
Galois'sche  Gruppe  ist  wenigstens  fiar  einige  Teilungsgleicliungeii  naher  untersucht 
worden;  man  sehe  die  hierauf  bezugliche  Note  des  folgenden  Paragraphen. 
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geraden  sondern.  Fiir  ungerade  n  wird  die  vom  allgemeineu  Falle 
/ij/u  her  bekaimte  Gleichung  vom  Grade  n2  deslialb  zuvorderst  au£  den 
Grad  (n2  —  1)  shaken,  well  die  eine  der  in  Betraclit  kommenden 
Wurzeln  <po,o  bez.  £?o,o  den  Wert  oo  hat;  ausserdem  aber  wird  die  linke 
Seite  der  Gleichuug  fiir  fjp  clas  Quadrat  eines  Ausdrucks  voni  Grade 

A,  2  _  -j 

j__^.  —    gej  geradem  n  tritt  wiecler  Reduction  des  Grades  auf  (w2—  -  1) 

em;    sodann   aber   spaltet    sich   bei    $    der  Factor  $/3,    bei    ft)    aber 
—  #2£?  —  #3)   ab,  wahrend  im  letzteren  Falle  das  Quadrat  eines 


Ausdrucks  vom  Grade  —  -—  zuriick  bleibt. 


§  5.    Der  algebraisclie  Charakter  der  fa  ^  .    Besondere  Bigenschaften 
der  Teilwerte  pA,/i?  J^i,/*- 

Dm  den  voraufgehend  bereits  wiederholt  benutzten  algebraischen 
Gharakter  der  Teilwerte  /ijjM  darzuthun;  sowie  uni  weiter  eine  lieilie 
besonderer  Eigenschaften  der  j^,/f,  ^,^  abzuleiten?  erseheint  es  zweck- 
niassig,  an  analytische  Darstellungen  dieser  letzteren  Teilwerte  au- 
zukuiipfen.  Dieselben  entspringen  aus  den  Reihenentwicklungen  (4) 
in  I  p,  150  unter  Benutzung  von  Fornael  (2)  in  I  p.  153.  Unter  e 

%in 

die  primitive  nio  Einlieitswurzel  e  n    verstanden,  ergeben  sich  zunachst 
fiir  diejenigen  Teilwerte,  welclie  ein  A  >  0  haben,  die  Darstellungeu 


s(nt  —  - 

""" 


(2) 


Bei   A  =  0   lassen  sich  die  Reihen   muhelos   noch   etwas    weiter   zu- 
sammenziehen  5  dortselbst  erhalten  wir 


4  sin2  -- 
n 
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+ 


und  es  haben  7^  und  h'  die  nachfolgende  Bedeutung: 
(5) 


"N.1  , 


summiert  liber  alle  Teller  t  von  m. 

Alle    diese   Reihenentwicklungen    (1)    bis    (4)    subsumieren    sicli 
unter  die  allgemeine  Gestalt: 


und  wir  betonen  einer  in  §  6  zu  ziehenden  Polgeruug  wegen  schon 
hier,  dass  sich  die  Coefficienten  a0,  a19  ...  numerisch  rational?  und 
zwar  mit  Ausnahme  von  a0  sogar  gam  aus  der  nien  Einheitswurzel  &il 
anfbauen.  Vor  allem  aber  gelingt  es  jetzt  niiihelos,  den  algebraiscfien 
Oharakter  unserer  Teilwerte  zur  Evident  m  Iringen.  Aus  der  Natur  der 
Functionen  fjp(u)  und  fp'fyi)  entnimnit  man  ohne  weiteres,  class  irgend 
ein  Teilwert  $1,^  jp'^p  niemals  in  einem  im  Innern  des  Polygons 
niQT  Stufe  gelegenen  Punkte  unendlich  werden  kann.  In  der  Spitze  des 
Polygons  bei  05  =  ^00  aber  werden  0*$?^,  Og^J,^,  allgemein  zu  reden, 


niit  einer  ganzzanligen  Potenz  von  rn  proportional  ;  und  in  den  tibrigen 
Spitzen  des  Polygons  erkennt  man  vermoge  der  in  I  p.  587  fur  diesen 
Fall  vorbereiteten  Regel  den  gleichen  Charakter  der  Teilwerte.  Es 
haben  demnach  $it^  jp'^tiy  innerhalb  des  Polygons  betrachtet,  nirgends 
einen  wesentlich  singularen  PunJct  und  sind  eben  deshalb  algebmische 
Modulformen  nter  Stufe.  —  DasseTbe  gilt  denn  sofort  auch  allgemein  fur 
die  fz^y  da  sich.  diese  Teilwerte,  wie  wir  ja  bereits  bemerkten,  rational 
in.  jp^p,  p'^ft,  g%,  gs  darstellen  lassen. 

Indem  wir  jetzt  zu  den  irreducibeln  Teilungsgleichungen  fur  p 
und  $  zuriickkehren,  bemerke  man,  dass  die  Coefficienten  derselben 
ganze  synimetrische  Verbindungen  der  in  Betracht  kommenden  Teil- 
werte sind.  Nun  aber  werden,  wie  wir  schon  sagten,  die  ^5/a,  fpz,f* 
im  Innern  des  Polygons  ni&x  Stufe  nicht  unendlich,  und  also  konnen  jene 
Coefficienten  Hv(g^  g^)  der  Teilungsgleichungen  im  Ausgangsdreieck 
hochstens  noch  in  der  Spitze  co  =  ^*oo  unendlich  werden.  Sei  jetzt  die 

*)  cf.  Formel  (5)  T  p.  587. 
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Dimension  von  Hv  in  cau  o>2  durch  —  K  bezeichnet,   ao  wird   JVA~~* 
eine  Modulf  unction  erster  Stufe  sein,  die  im  Ausgangsclreieck  hochstens 
bei  co  =  ioo  unendlich   wird.     Wir  haben  demnach   in   Rv  A~~y   eine 
game  rationale  Function  von  J,  etwa  des  0ten  Grades: 
jRi2A~y  =  aJ°  +  1>Jff-1  +  •  -  •  +  7*  . 

Wenn  man  jetzt  fur  J  den  Quotienten  g*  :  A  einiiihrt  and  x  —  (3  =  r 
schreibt,  so  wird 


wo  t  eine  negative  oder  positive  ganze  Zahl,  G  aber  eine  ganze 
rationale  Function  von  #2?  g%  ist,  die  (zufolge  der  vorletzten  Fornael) 
bei  G?  =  ioo  bis  auf  eine  Potenz  von  (D2  mit  einer  endlichen,  von  Null 
verschiedenen  Grosse  identisch  wird.  Sonach  wird  cQ%y'Iiv  bei  co  =  ioo 
niit  r*  proportional;  und  nun  bemerke  man,  dass  in  den  Reihenent- 
wicklungen  fiir  jp^?  fp'^p  Potenzen  von  r  mit  negativen  Bxponenten 
tiberall  nicht  auftreten.  Dieserhalb  ist  r  >  0,  und  wir  konnen 
&?  G(g%,  ff§)  in  G'(g%,  $3)  zusarnmenfassen;  ist  aber  die  zwolfte  Potenz 
von  Rv(g%,  (/%)  eine  gcmge  Function  von  <72?  g%,  so  gilt  ein  Gleiches 
von  Rv  selbst.  Damit  haben  wir  den  Hauptsatz  gewonnen:  Die  Teil- 
werte $>z,ft,  f'i,p  genugen  den  Gleichungeni 

(&]  {  f  ,  „. 

I  s/*\fw{l)    I     /"^    s/~i  (Oilf — 2     L_  /•      /n '((iifJ — 4     1               _L_  /J            ^__^.  A 
\\<'      ~  ~[~  m~G\<S  \~~  vT  12  x^  "~i      *  *  *  "T"  *~*  3(p  iff  ^j 

wo  ffr:,  (?i  ganee  rationale  Functionen  von  g%,  g%,  ( —  v)tor  Dimension 
in  den  o1?  o)2  $m J.  Wir  benennen  in  diesem  Sinne  die  ntea  Teilwerte 
der  Functionen  $?  und  ^?'  als  ganzse  Modulformen  wter  Stufe. 

Nun  aber  giebt  es  bei  der  Dimension  der  g%,  gB  keine  ganze 
Function  der  g2,  g%,  die  in  den  co1?  co2  die  ( —  2)te  Dimension  hatte; 
es  ist  also  6r2  identisch  Null.  Die  einzig  existierende  Function  6r4  ist 
ag%,  wo  a  numerisch  ist;  die  einzige  GQ  ist  6#3  u.  s.  w.  Dank  unseres 
formentheoretischen  Ansatzes  sind  wir  also  ohne  weiteres  im  Stande, 
ftir  gegebeues  n  die  in  Eede  stehenden  Coefficienten  der  Teilungs- 
gleichung  bis  auf  numerische  Bestandteile  anzugeben.  So  haben  wir 
bei  noch  nicht  specificiertem  n  die  Anfangsglieder: 


p'W  +  a'g3  ffV*-*  +  (b'gl  + 


0  *)  . 


*)  Die  alteren  Arbeit  en  uber  unseren  Gegenstand  beziehen  sich  natdrlich 
alle  auf  die  Teilungsgleichmigen  fur  die  Functionen  %  waiter  Stufe  sin  am  u  etc. 
Diesen  Gleichungen  gelten  denn  aucii  die  Entwicklungen*  tiber  die  zugehorigon 
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§  6.   Methode  zmr  endgiiltigen  Bestimmnng  der  Coefficienten  G(g^  t%). 
Das  ATbsolntglied  der  Teilungsgleiclrang  der  ^;.,^. 

Zur  endgiiltigen  Bestimmung  der  nuuierisclien  Bestandteile  inner- 
halb  der  Goefficienten  G>(#2?  #3)  der  speciellen  Teilungsgleiehimgen 
CO;  (S)  §  5  kann  man  z.  B.  nach  einer  weiterhin  noch  sehr  haufig 
zur  Anwendung  kommenden  Methode*)  wie  folgt  verfahren:  Man 
entwickele  auf  Grund  der  Reihen  des  §  5  diejenigen  ganzen  symmetri- 
schen  Functionen  der  gerade  in  Betracht  koniinenden  Teilwerte  in  eine 
Reihe  nach  r,  welche  die  gewiinschten  Goefficienten  von  (7)  bez.  (8) 
§  5  geben.  Die  einzelne  solclie  Potenzentwicldung  wird  nur  noch 
ganze  Potenzen  von  r  aufweisen,  und  die  auftretenden  Coefficienten 
dieser  Potenzen  werden  rationale  Zahlen  sein.  In  der  That  kann  im 
einzelnen  Coefficienten  die  Einheitswurzel  a  nur  noch  insoweit  enthalten 
sein,  dass  dieser  Coefficient  unverandert  bleibt,  wenn  wir  s  durch  eine 
andere  primitive  nie  Einheitswurzel  ersetzen.  Auf  der  anderen  Seite 
aber  ist  der  in  Rede  stehende  Coefficient  der  Teilungsgleichung: 


summiert  tiber  alle  nicht  negativen  ganzzahligen  Losungen  der  Glei- 
chung  4(?  +  6T==v;  und  wenn  wir  hier  fur  #2,  gz  ihre  Entwiek- 
lungen  nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  einsetzen?  so  entspringt  eine 
zweite  Entwicklnng  von  Grv  nach  r.  In  dieser  sind  die  Coefficienten 

(immer  von  einer    genieinsamen  Potenz  von   (—  )  abgesehen)  lineare 

\  Og  / 

Galols'sclaen  Gruppen,  deren  wir  in  der  Note  zu  p.  11  im  Yorbeigehen  gedachten. 
Die  betreffenden  Arbeiten,  welche  letzteren  Gegenstand  zum  ersten  Male  erschopfend 
behandeln,  sind  die  von  Sylow,  Sur  le  grouse  de  V  equations  $our  la  division 
des  periodes  des  fonctions  elliptiques,  Forhandlingar  i  Videnskabs-Selskabet  i 
Christiania  (1871)  und  Kronecker,  Uber  die  algebraischen  GrleicJmngen,  von  denen 
die  Teilung  der  elliptiscJien  Functionen  aWidngtj  Berliner  Monatsbericnte  1875.  Durch 
diese  Entwicklungen,  in  denen  iibrigens  die  weiterhin  noch  zu  erwahnenden 
Abel'schen  Eelationen  eine  wichtige  ftolle  spielen,  wird  als  diejenige  numerische 
Trrationalitat,  durch  deren  Adjunction  die  Galois^che  Gruppe  auf  die  Monodromie- 
gruppe  zuruckkonamt,  die  im  Texte  mit  s  bezeichnete  primitive  ntB  Einheitswurzel 
angegeben.  Neuerdings  ist  auf  diesen  Gegenstand  auch  Hr.  Weber  in  seiner 
Abhandlung  „  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen",  Acta  mathem.  Bd.  6  (1885) 
zurackgekommen.  Der  Satz  iiber  die  Adjunction  des  s  gilt  iibrigens  ohne  jede 
Modification  auch  fur  die  zur  Teilung  erster  Stufe  gehorenden  Gleichungen  (7) 
und  (8)  des  Textes. 

*)  Die«e  Methode  wurde  in  unwesentlich  xnodificierter  Gestalt  auch  bereits 
in  Bd.  I  gelegentlich  zur  Anwendung  gebracht;  man  vgl.  z.  B.  die  Bechnungen 
p.  755  und  757. 
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homogene  Functionen  der  unbekannten  Zahlen  a0  mit  rationalen 
numerischen  Bestandteilen.  Indent  wir  aber  entsprechende  Coefficienten 
der  beiderseitigen  Entwicklungen  von  Gv  nach  r  mit  einander  identifi- 
cieren,  erhalten  wir  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  aa  ,  ans 
denen  sich  die  aa  offenbar  als  rationale  Zahlen  bestiminen  lassen. 
Merken  wir  uns  also  zugleich  den  Satz:  Die  Coefficienten  der  Teilungs- 
gleichimgen  fur  $  und  $  sind  ganze  Functionen  von  g%,  g%  mit  ratio- 
nalen ZaMencoefficienten. 

Urn  nach  dieser  Methode  etwa  die  fiir  n  =  B  existierende  Gleichung 

(1)  £/  +  agtf*  +  Igstf  +  cg\  =  0 

zu  berechnen,   geniigt  bereits  die  Beriicksichtigung  der  ersten  Glieder 


__ 
9*  ~~  12 

Schreiben  wir  alsdann  noch  abkiirzend  x  fiir  \^J  ft),  so  wird  aus  (1) 

(2)  «4  +  Sai  +  iIiffl:  +  il-0- 

Andererseits    haben    wir    fiir  die   vier  dritten  Teilwerte  die   Anfangs- 

glietler: 


so  dass  (2)  identiscb  sein  wird  mit 


Daraus  bestirunien  sich  <x,  &,  c  oline  weiteres?  und  wir  erhalten: 

(3)  F*-I  ^s-.</3ip-i^  =  o 

als  fertige  Teilungsgleichung. 

Auch  im  allgemeinen  Palle  eines  beliebigen  Teilungsgrades  wtirde 
man  obne  besonclere  Mtihe  die  Anfangsterme  der  Teilungsgleichungen 
ausfub.rlich  angeben  konnen;  daruber  hinaus  aber  konnen  wir  wenig- 
stens  im  Falle  von  $/  liber  das  Absolutglied  G'tyy  eine  Keihe  inter- 
essanter  Satze  angeben.  Wir  miissen  in  diesern  Betracht  die  folgenden 
Bemerkungen  voransschicken,  welcbe  einen  principiellen  Unterschied 
zwischen  den  Teilwerten  $?^  und  ^?it|tt  bei  alien  eingehenderen  func- 
tionentheoretischen  Betraclitungen  begriinden.  Die  Nullstellen  von 
^'(w)  in  der  w-Ebene  liegen  bekannterrnassen  (cf.  I  p.  157  (3))  an  den 

Stellen  —  l-^-—  *-,  (wobei  A  und  ^  nicht  beide  zugleich  gerade  sein 

sollen).     Bei  n>  2  hat  also  ft)'^^  die  besonders  wichtige  Eigenschaft, 
fiir  alle  PunTcte  o  im  Innern  der  Halbebene  nicht  nur  endlicli,  sondern 


und  specielle  Teilungsgleiclmngen.  17 

auch  von  Null  verschieden  0u  sein.  Demgegeniiber  hangt  die  Lage  der 
Nullpunkte  von  $?(«)  in  der  ^-Ebene  durchaus  vom  Quotienten  eo  der 
Perioden  ab,  und  es  giebt  immer  specielle  Werte  von  w,  fur  welche 
eine  Nullstelle  von  $?(M)  nach  einem  vorgeschriebenen  Perioden-^-teil 

—  ^  -  -  zu  liegen  kommt.  Das  heisst  dann  gerade?  dass  an  solchen 
Stellen  co  der  Teilwert  ^j/A  verschwindet. 

Nach  dieser  Uberlegung  erkennt  man  fur  ungerades  n*}  ira  Absolut- 
glied  G'$yy  der  p'-Teilungsgleichung  eine  Modulform  erster  Stufe 
(  —  3<p^)ter  Dimension,  die  im  Innern  der  Halbebene  allenthalben  end- 
lich  und  nicht-versehwindend  ist.  Nach  bekannten  Satzen  haben  wir 
also  direct  die  Identitat: 


mit  einer  numerischen  Constanten  ». 

Die  endgiiltige  Bestimmung  dieser  Constanten  K  wollen  wir 
(bis  aufs  Vorzeichen)  durchfxihren;  was  in  gewohnter  Weise  durch 
eine  Naherungsrechnung  bei  CD  =  ioo  angebalmt  wird.  Unter  Riick- 
sichtnahme  auf  die  Anfangsterme  der  Reihenentwicklungen  fur  die 
fp'jitti  kommt  oflfenbar: 

0,71 

cos  -£-  — 

—  5-, 

4  sin*  £± 


wo  p  ein  System  incongruenter  und  zu  n  relativ  primer  Zahlen  zu 
durchlaufen  hat.  Wir  wollen  dies  Product  kurz  P(n)  benennen, 
schreiben  dagegen  Q(n)  ftir  dasjenige  Product  (5),  bei  dem  p  ein 
voiles  Restsysteni  von  n  rnit  Ausnahme  von  ^  =  0  durchlauft.  Nach 
Satzen  der  Kreisteilungstheorie  ist  P(n)  =  +  #~3,  wenn  n  Potenz  der 
Primzahl  q  ist  5  dagegen  ist  P(n)  =  +  1;  so  oft  die  ungerade  Zahl  n 
wenigstens  zwei  verschiedene  Primfactoren  q19  q%  besitzt. 

Um  indessen   diesen  Satz  bier  nicht  als  bekannt  vorauszusetzen? 
skizzieren  wir  kurz  einen  Beweis  desselben.     Jedenfalls  ist: 

(6)  «W 

wo  t  alle  Teiler  von  n  durchlauft  ,  und  ferner  verificiert  man  leicht: 

(7)  Q(n)  =  +  n-». 

Jetzt  haben  wir  (unter  q  eine  ungerade  Primzahl  verstanden)  offenbar 

Qdf)  :  ^Cff1'""1)  s==  -P(2r);  im(^  also  folgt  nach  (7)  gemass  unserer  Be- 

hauptung: 

*)  Bei  geradem  n  tritt  leiclat  ersiclatlich  eine  unwesentliclie  Modification  der 
Betrachtung  ein. 

Klein'Fricke,  Modulfanctionen.   II. 
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(8) 


Sind  ferner  ql  uud  q%  von  einander  verschiedene  ungerade  Primzahlen, 

so  ist  e&fr)  =  PGz1)P(&)P(aL&)»  und  also  nach  (7)  nnd  (8): 

(9)  P(«i«*)-±l. 

Allgemeiner  haben  wir  nach.  (6):" 


Wissen  wir  aber,  dass  alle  Factoren  dieses  Products  mit  Ausnalinie 
des  einen  P(<f£<f£)  m^  it  1  identisch  sind?  so  ist  offenbar  auch 
P(q^q^)  =  +  1.  Mit  Hiilfe  von  (9)  folgt  also  durch  den  Schluss 
der  vollstandigen  Induction  P(<f£<$)  =  +  1-  Man  nimmt  leicht  noch 
eine  dritte,  eine  vierte  Primzahl  hinzu  und  beweist  soleherweise 
unseren  Satz  allgemein. 

Mit  Hiilfe  dieser  Uberlegungen  aber  liaben  wir  das  nierkwiirdige 
Eesultat  gewonnen:  Bei  ungeradem  n  ist  das  Absolutglied  der  irreditdbelen 
$'-Teilungsgleichung  entweder 

(10)  +  £— 3A*^    oder    +  A*^? 

je  nachdem  n  Potent  der  Primedhl  q  ist,  oder  docli  wenigstens  $wei  von 
einander  verschiedene  Primfactoren  aufweist. 

§  7.   Normierung  der  ^^  $>i,{i-   Specialbetraclitnngen  fur  n  =  37  4?  5, 

Wennschon  die  Brauchbarkeit  formentheoretischer  Betrachtungen 
bei  der  Aufstellung  der  Teilungsgleichungen  aus  den  voraufgehenden 
Entwicldungen  evident  sein  diirfte?  so  kann  man  doch  insbesondere 
bei  niederen  Stufenzahlen  auch  durch  functionentheoretische  Schluss- 
weisen  zur  Kenntnis  dieser  Gleichungen  gelangen.  Zu  diesem  Ende 
wiirde  das  Nachstliegende  sein?  dass  wir  die  Teilwerte  durch  Zusatz 
gewisser  Faetoren  der  ersten  Stufe  zu  M.odulfunetioncn  normierten;  wir 
wiirden  in  dieseni  Sinne  an  Stelle  von  ^5^7  fp'^p  beziehungsweise  die 
Grossen 

^8  ^8 

betrachten.  Aber  hierbei  begeben  wir  uns  des  Vorteils,  mit  Functionen 
zu  thun  zu  haben,  welche  im  Innern  der  co-Halbebene  nirgends  un~ 
endlich  werden;  und  dieserhalb  ziehen  wir  vor?  weiterhin  die  folgenclen 
normierten  Teilwerte  zu  gebrauchen: 
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(2) 


7,  M, 

I/A  /A 

die  in  der  That  die  gekennzeichnete  Eigenschaft  mit  deu   ^/4,  $?^ 
gemein  haben. 

Nun  aber  sind  die  Zusatzfactoren  in  (2)  von  der  sechsten  bez. 
vierten  Stufe.  Wir  gehen  also  in  beiden  Fallen  aus  deni  Rationalitats- 
bereich  g2,  g%  hinaus,  und  zwar  tritt  fur  die  x^^  zufolge  I  p.  690  an 


dessen  Stelle  der  Rationalitatsbereich.  "f/J"  —  1,  ]/J\  Die  Coefficienten 
der  x^  ^-Teilungsgleiehung  sind  dementsprechend  ganze  rationale  Func- 
tionen  von  ]//"  —  1  und  "j/X,  nnd  es  wird  diese  Gleichung  die  Anfangs- 
terme  besitzen: 


Besonders  einfach  gestalten  sick  die  Verhaltnisse  bei  y^^.  Hier 
kommt  oflfenbar  nur  ]/A  zur  Geltung,  und  also  besteht  der  Ratio- 
nalitatsbereich aus  der  einzigen  Grosser 

(3)  3 


I/A 

Die  Teilungsgleichung  gewinnt  daraufhin  die  Gestalt: 

wobei  G-V(Y)  eine  ganze  rationale  Function  hochstens  vom  vten  Grade 
in  Y  mit  rationalen  Zahlencoefficienten  ist.  Der  letzte  Term  ist  dabei 
stets  von  Y  unabhangig,  und  zwar  haben  wir  fiir  ungerade  n: 

(5)  G±9v  —  ±g-*   oder    =  +  1, 

je   nachdein   der   eine   oder  andere   der   beiden    am  Schlusse  von   §  6 

(p.  18)  charakterisierten  Falle  eintritt. 

Unter  den  zu  Mo  dn  If  unction  en  normierten  Teilwerten  sincl  nun 
insbesondere  diejenigen  der  ^/-Function  einer  directen  functionentheo- 
retischen  Betrachtung  auf  dem  Polygon  sehr  leicht  zuganglich,  und 
wir  wollen  in  dieser  Richtung  fur  ein  paar  Anfangswerte  n  hier  einige 
Entwicklungen  uber  die  $?i>jW  geben.  Wir  gewinnen  so  einerseits 
Kenntnis  der  Beziehungen  dieser  Teilwerte  zu  jenen  Modulfunctionen, 
die  wir  in  I  auf  rein  functionentheoretischem  Wege  fur  die  betreffenden 
Stufenzahlen  n  kennen  lernten,  andrerseits  erhalten  wir  eben  auf  diesem 
Wege  neue  Mittel,  die  betreffenden  Teilungsgleichungen  ohne  Be- 
nutzung  der  in  §  5  und  6  entwickelten  Ansatze  in  fertiger  Form 
anzugeben. 

Im  Falle  des  Teilungsgrades  n  =  3  wollen  wir  eine  von  (2)  noch 
etwas  verschiedene  Normierung  anwenden.  Wir  besitzen  hier  in  $?oi, 
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I/A  und  der  in  I  p.  630  definierten  Grosse  £4  drei  Modulformen  drittcr 
Stufe,  welche  nur  in  den  Spitzen  des  Polygons  dritter  Stufe  (I  p.  354 
Fig.  81)  verschwinden  oder  unendlien  werden  konnen.  Das  Gleiche 
ilt  also  auch  von  der  Modulfunction 


(6) 


A? 


welche  liberdies  bei  der  Substitution  8  unverandert  bleibt,  wie  man 
mit  Hulfe  von  I  p. ,624  (3)  und  p.  630  (6)  leicht  verificiert.  Letzterem 
Umslande  zufolge  1st  die  Modulfunction  (6)  bereits  rational  in  £3,  und 
es  geniigt  fur  die  Untersuchung  von  (6)  bereits  der  dritte  Teil  des 
cit.  Polygons,  den  wir  etwa  zwischen  den  in  co  =  +  -J-  senkrecht 
stehenden  Geraden  der  Modulteilung  eingrenzen.  Dieser  Teil  bildet  fur 
sicli  genoinmen  das  Polygon  F±  der  durch  <y  =  0  (mod.  3)  charakteri- 
sierten  Congruenzgruppe  f4  und  besitzt  im  ganzen  nur  zwei  Spitzen 
(CD  =====  ioo?  0)?  in  denen  |a  =  oo  bez.  =1  wird*).  Sofern  also  die 
Modulfunction  (6)  nicht  einer  Constanten  gleich  ist;  wird  sie  in  der 
einen  dieser  Spitzen  oo ;  in  der  andern  im  gleichen  Grade  (auf  F^ 
gemessen)  Null  werclen,  Wir  haben  dementsprechencl  den  Ansatz: 

CO  _=-  =  c  (§3  —  1)% 

wo  c  eine  Constante,  v  aber  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
oder  aber  die  Null  bedeutet.  Formel  (7)  specificieren  wir  jetzt  ffir 
co  =ioo}  indem  wir  die  Naherungswerte  von  |4  und  ]/A  aus  I  1.  c., 
denjenigen  von  ^01  aus  (4)  p.  13  absclireiben  : 

1/3                 ; 
Hier  ere^iebt  sich  unmittelbar  v  =====  0,  c  = ^r  und  damit  als  Dar- 

0  1/3 

stellung  von  ^?oi  • 

(Q\  (n'      V & 

I O I  V^Ol  T      7-  y 

^  J  d  idl/s 

so  dass  die  fp'-T&ilwerte  in  engster  JBegietiung  m  den  reciproJsen  Werten 
der  mit  |4  gleichberecMigten  Modulformen  stehen. 


*)  Man   gewinnt   ubrigens   bei   beliebigem   n   ein   „  Polygon  der  Teilungs- 
gleichung"    oder,   kurz   gesagt,    ein   wtes   Teilungspolygon   J?\        in   ganz    ent- 

sprecliender  Weise,  indom  man  aus  dem  Gesamtpolygon  ni&T  Stufe  genau  so 
einen  nien  Teil  kerausscbneidet.  Die  Zusainmengehorigkeit  der  Eandcurven  lasst 
sich  dabei  immer  leicht  bestimraen,  sofern  dieselbe  fur  das  Gesamtpolygon  wter 
Stufe  bekannt  ist. 
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Uni  yon  hier  aus  die  Teiluogsgleicliang  zu  berechnen,  combinieren 
wir  (8)  mit  der  dritten  Gleichung  (7)  In  I  p.  630  und  finden: 

_     _      V*  t  3  —  A 


Setzen  wir  diese  Werte  in  die  zweite  Gleichung  (7)  I  p.  630  ein?  so 
entspringt  niit  TJnterdriickung  der  unteren  Indices  von  £?oi  direct: 

(9)  ^  —  SgB$>'*  -  |  Ap'4  -  3-*A2  =  0 

in  voller  Ubereinstimmung  niit  unseren  voraufgehenden  Bntwicklungen 
als  Teilungsgleichung  fur  den  dritten  Teilungsgrad. 

Fiir  n  =  4  findet  sich  durch  eine  ebenso  leichte  TJntersuchung  die 
engste  Beziehung  der  ty'i^  zu  den  verschiedenen  gleichberechtigten 
Gestalten  des  Hauptmoduls  p.  Wir  haben  n'arnlich  einfach: 

(10)  p'n  =  -  ^1/A 

und  gewinnen  von  hier  aus  durch  zweckmassigen  Gebrauch  der  Octa- 
edergleichung  (I  p.  20  (4))  als  Teilungsgleichung: 

#?'" 

^     ^  , 

JPur  n  =  5  konnte  man  die  Teilungsgleichung  am  zweckmassigsten 
an  die  Eesolvente  sechsten  Grades  kniipfen?  indem  man  z.  B.  die 
Teilwerte  $?oi>  ^02  in  ihrer  Beziehung  zu  deni  in  I  p.  637  aufgestellten 
Hauptmodul  t  untersueht.  Man  beweist  in  dieser  Hinsicht  ohne  be- 
sondere  Miihe  die  Eelationen: 


und  konnte  von  hier  aus  mit  Hiilfe  einiger  Eechnungen  die  Teilungs- 
gleichung entwickeln.  Aber  schon  hierbei  wurden  wir  bemerken;  was 
wir  weiterhin  fur  unsere  functionentheoretischen  Zwecke  von  den  Teil- 
werten  zu  gewartigen  haben,  so  einfach  sich  auch  soeben  die  Ver- 
haltnisse  bei  n  =====  5  und  4  gestalteten.  Freilich  liefern  uns  die  Teil- 
werte fur  allgerneine  Stufenzahlen  n  Resolventen  der  betreffenden 
Galoisfschen  Probleme  der  Grade  (i(n)  bez.  2ft(w);  aber  diese  Eesol- 
venten  sind  vom  Grade  (p(n)^(n)  (homogen  gedacht)?  wahrend  wir 
doch  wissen,  dass  es  stets  Eesolventen  t^(w)ten  Grades  giebt.  So  werden 
wir  denn  auch  weiterhin  auf  anderen  Wegen  neue  Moduln  n^x  Stufe 
kennen  lernen,  die  ein  weit  einfacheres  functioneutheoretisches  Ver- 
halten  darbieten  und  eben  deshalb  unserer  Absicht;  die  niedersten 
Eesolventen  der  Galois'schen  Probleme  ^(n)^n  Grades  kennen  zu  lernen 
und  diese  Probleme  selbst  in  geeigneter  Weise  zu  formulieren?  sehr 
viel  rnehr  entsprechen. 
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§  8.     Einjffihrcrng  der  Functionen  ^^(w  |  ®i?  o2). 

Wie  die  ^-Function  in  der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Func- 
tionen  als  das  einfachste  Element  zu  betrachten  ist,  so  konnte  man 
vernmten,  class  die  Ubertragung  der  w-Teilung  auf  die  tf- Function 
besonders  zweckmassige  Teilgrossen  liefern  niochte.  Wir  werden  in 
der  That  ohne  Miihe  sehen,  dass  die  den  voraufgehenden  Entwick- 
lungen  zu  Grunde  liegenden  gruppentheoretischen  Erorterungen  (§  3, 
p.  8  ff.)  fur  die  Teilgrossen 

f  ^  N  //L  CO,  ~j-  UiG). 

(!)  ^^ ..._. 

im  wesentlichen  ihre  Bedeutung  behalten  werden.  Inzwischen  gestalten 
sich  hier  des  genaueren  die  Verhaltnisse  deshalb  etwas  schwieriger? 
weil  sich  <$(n)  bei  Vermehrung  vou  u  urn  Perioden  urn  eine  multipli- 
cative Exponentialgrosse  andert.  Dies  hat  namlich  zur  Folge,  dass 
sich  der  Teilwert  (1)  bei  Ausubung  einer  mit  der  Identitat  mod.  n 
congruenten  Substitution  im  allgemeinen  um  einen  von  miy  co^  ab- 
hangigen  Exponentialfactor  andert.  Wir  haben  in  den  Grossen  (1) 
also  jedenfalls  noch  keine  algebraischen  Modulformen ;  aber  es  gelingt, 
aus  ihnen  dureh  eine  sehr  einfache  Modification  solche  herznstellen. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  besondere  Teilgrosse  <>(--  o1;  «0J  uncl 
nben  auf  dieselbe  die  mit  1  mod.  n  congruente  Substitution  Sn: 


2  9  *  2 

aus.     Wir  haben  nach  I  p.  156  (8)  ohne  weiteres: 

2  MI  fo  4-  wov^a     ,    ^ 

~     ' 


Hier  aber  kniipfen  wir  an  den  rechts  auftretenden  Exponenten  die 
folgende  Entwicklung:  Die  Perioden  %?  ^2  sind  (cf.  I  p.  122)  mit 
coly  a>%  cogredient;  es  ist  also: 


und  wenn  wir  hier  rechter  Hand  die  Legendre'sche  Relation  (I  p.  117) 
anwenden: 

.        . 
-f  si?*. 


Rechts    steht  in    der    letzten  Formel   gerade   der  Exponent   von   (2), 
uncl  also  geht  diese  Formel  sofort  fiber  in: 


(3) 
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Wenn  wir  denigemass   «5l  — )    noeh  rait  dem  Factor  e    2n*    versehen 

0  \n  /  ^ 

und  e  n  &  f  — M  als  niQIL  <?-Teilwert  bezeichnen  wollen?  so  ist  der  bei 
8n  auftreteude  Factor  von  a>1?  o?2  unabhangig,  und  zwar  eine  ni&  oder 
(2w)te  Einheitswurzel,  je  nachdein  n  ungerade  oder  gerade  ist.  Wenden 
wir  auf  den  so  gewonnenen  Teilwert  eine  beliebige  Modulsubstitution 
an?  indem  wir  als  deren  ersten  und  zweiten  Coefficienten  sogleich  A 
und  ^  schreiben,  und  setzen  endlich  noch  (zur  Vereinfachung  spaterer 
Formeln)  das  negative  Zeichen  hinzu,  so  erhalten  wir  als  allgemeine 
Gestalt  eines  nien  6-Teilwertes: 

_(* 


Ehe  wir  die  genauere  Untersuchung  dieser  Grossen  unternehineii, 
mlissen  wir  zur  Vorbereitung  sp'aterer  Untersuchungen  die  gegen- 
wartige  Entwicklung  mit  derjenigen  von  I  p.  158  in  Beziehung  setzen. 
Auf  Grund  alleiniger  Betrachtung  der  Abtangigkeit  von  u  katten  wir 
ilamals  die  Grosse  construiert  : 

(liji+tni^u 

(5)  c^-e       ^        .4-^4^     Bl,B,2), 


wo  Cztju  von  11  unabhangig  war;  aber  selir  \vohl  noch  von  den  Perioden 
abhangen  durfte.  Diesen  Factor  e^fl  werden  wir  jetzt  offenbar  so  be- 
stiminen  wollen,  dass  (5)  fur  u  —  0  in  (4)  libergeht;  dann  heisst  die 
Function  (5)  ausfiihrlich  geschrieben: 


.         ,       .          . 

/n\  /      i  \  n  \  2n       /      /  n>  CO-,  -Hh  u,  C0a 

(6)     tfi^M  ai^oia)  —  *  v  JG(U  --  ~—  |  <»i  ,  < 

ebendieselbe  Grosse  ,  die  wir  auch  bereits  I  p.  159  voiiaufig  namhaft 


Fur  n  =  1  kommt  in  (6)  nur  die  eine  Combination  A  =  ft  =  0  in 
Betracht;  und  wir  erhalten  solcherweise  die  ursprtingliche  ^-Function 
wieder.  Indem  wir  aber  fur  hohere  n  die  zunachst  sich  aufdrangenden 


*)  Teilwerte  der  a- Function,  bez.  der  #-Functionen  sind  von  jeker  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Funetionen  unter  menr  oder  minder  principiellen  Gresicnts- 
punkten  betrachtet  worden.  Die  im  Texte  zu  Grunde  gelegte  Normierung,  ver- 
inoge  deren.  das  einzelne  0%  ^  als  eine  algebraische  Modulform  erschelnt,  wurde 
von  Klein  eingefuhrt  in  der  nnn  wiederholt  zu  nennenden  Abhandlung:  Uber  die 
elliptischen  Normalcurven  der  nien  Ordnung  und  mgehorige  Modulfunctionen  der 
%tea  Stufe  (Abh.  der  Kgl.  Sachs.  G-es.  d.  Wiss.  Bd.  13  Nr.  4,  1885).  Wir  eitieren 
diese  Abhandlung  fortan  kurzweg  als  ,,Normalcurven", 
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Grossen  c?  \ti  --  LZLrLAJ    jn    der    angegebenen   Weise    ausgestalten, 

haben  wir  das  denkbar  einfacliste  Verhalten  derselben  gegeniiber  Ver- 
mehrung  des  u  urn  Perioden,  sowie  gegenuber  der  Austibung  von 
Modulsnbstitutionen  d.  i.  gegentiber  den  ternaren  Operationen  der  in 
§  1  eingefiihrten  H3>  erreiclit,  wie  wir  nun  nocli  ins  einzelne  zu  ent- 
wickeln  haben.  Fiir  die  Vermehrung  des  u  um  Perioden  entnehmen 
wir  die  betreffende  Fundamentalformel  ohne  Reehnung  aus  I  p.  158  (3) 
unter  Rficksicht  auf  I  p.  156  (9);  sie  lautet: 


=    _  i^.».^tm,  .  e  ^  ^ 

Dber  die  Ausiibung  von  Modulsubstitutionen  miissen  wir  eine  etwas 
ausfuhrlichere  Untersucliung  anstellen^  wobei  wir  tibrigens  vortiber- 
gehend  die  Variabele  11  auch  noch  beibehalten  mogen. 

§  9.  Ausflilirlich©  gruppentkeorotische  UntersncJiting  der  tf-Teilwerte. 

Um  eine  mit  1  modulo  n  congruente  homogene  Modulsubstitution 
aucli  ausserlich  als  solche  zu  kennzeichnen,  scnreiben  wir  sie: 
(1)         o^'  =  (an  +  I)(DI  +  inm^  ;     rog'  =  Cnc0l  +  (dn  4-  I)ra2  . 


Die  Function  <7^(¥)  gehe  durch  Ausiibung  von  (1)  in  <?a,,u(¥)  fiber; 
dieses  cri^(ie)  stellt  sich  dann  niit  Htilfe  von  (7)  §  8,  sowie  der 
Legendre;sehen  Relation  nacli  kurzer  Rechnung  in  der  Gestalt  dar: 


(2) 

a  ?—  a)^/—  e 


Functionen,  dieA  bei  Ausiibung  der  Substitutionen  einer  rfl  sich  bis 
auf  multiplicative  Einheitswurzeln  reproducieren,  sollen  dieser  Unter- 
grugpe  r/4  adjungiert  genannt  werden.  In  diesem  Sinne  sprechen  wir 
den  Satz  aus:  Die  sum  Teilungsgrad  n  gehorenden  ^^(M)  sind  insgcsamt 
der  Hauptcongruenzgruppe  nter  Shfe  oder,  ltur$  gesagt,  der  nim  Stufe 
adjungiert. 

Um    zu    sehen,    welcher   Stufe    die    ^,^(w)    absolut    angehoren; 
schreiben  wir  uns  erstlich  die  von  den  vier  Zahlen  a,  &,  c,  d  jedenfalls 
erfullte  Bedingung 
(3)  (ad  —  lc)n  +  a  +  d  =  0 

auf  und  naiissen  nun  die  ungeraden  n  von  den  geraden  seheiden. 

Ini  ersteren  Falle  (d.  i,  bei  ungeradem  n)  folgern  wir  aus  (3)  die 
Congruenzen: 
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ad-}-'bc  =  a  —  d,     $5  -)-$  =  £$  +  £?  =  0,     (mod.  2), 

die   wir  zur  Umgestaltung  von   (2)  verwerten.    TJnter  der  Abkiirzung 

li£ 
e«   =  £    geht  Forme!  (2)  fiber  In: 


- 

(4)  *;uM  =  * 

Man  prtife  jetzt  nach.  einancler  die  drei  Combinational!  (A,  p)  =  (0,  1), 
(1;  0),  (1;  1)  und  iiberbliekt  sofort,  dass  notwendig  &  =  c  =  a  —  -  d  =  Q, 
(mod.  w)  sein  muss,  wenn  die  gesamten  bei  w-Teilung  entspringenden 
^/u(w)  dnrch  Ausiibung  der  in  Eede  stehenden  Substitution  in  sieli 
iibergeffihrt  werden  sollen.  Die  letzte  Congruenz  a  —  d  =  Q,  (mod.  n) 
spaltet  sich  mit  Eiicksicht  au£  (3)  in  a  =  d  ^  0,  (mod.  w),  und  also 
entspringt  das  Resultat:  J3ei  ungeradem  n  l)ilden  diejenigen  SulsUtu- 
tionen,  welche  die  gesamten  ^J|U(w),  unverdndert  lassen,  die  Jiomogene 
Sauptcongruen0gruppe  r2(W(^)  der  Stufe  n2. 

Fiir  ein  gerades  n  sckreiben  wir  die  auf  der  rechten  Seite  von  "(2) 
auftretende  Einheitswurzel  : 


(5)  S" 

Dauiit  dieselbe  fiir  alle  '  Oombinationen  (A;^)  die  Einheit  selbst  sei, 
ist  hinreichend  und  notwendig: 

nab  +  wa  +  n6  +  6  ^  0, 

(6)  w(ad  —  &c)  +  ^  —  a  ^  0,  '  (mod.  2w)  . 
ncd  +  no  -\-  nd  —  c  =  Or 

Die  mittlere  dieser  Congruenzen  ergiebt  mit  Hiilfe  von  (3)  a  =  d^  ^  0  , 
(mod.  n)?  und  daraufhiu  gelit  die  erste  und  dritte  in  (n+  1)&^0 
bez.  (w  —  l)o  ^  0  iiber,  woraus  wir  sofort  scliliessen  5  =  c  ^  0? 
(mod*  2w).  Dementsprechend  fordert  dann  wieder  die  zweite  Con- 
gruenz (6)  a  =  d,  (mod..  2n),  womit  nun  aber  die  samtliclien  Forde- 
rungen  zur  Erledigung  gekommen  sind.  Wir  gestalten  das  gewonnene 
Eesultat  zu  dem  Satze  aus:  Die  Modulsubstitutionen,  welche  lei  geradem 
n  die  gesamten  &i,n(u)  in  sieh  transformieren,  Ulden  diejenige  ausge0eic)i- 
nete  Jiomogene  Congruen&gmppe  r^^n^),  welche  sich  modulo  2n2  auf  die 
Siibstitutionen: 

reduciert. 

Was  die  zu  einem  eingelnen  ^^(w)  gehorende  Dntergruppe  an- 
langt?  so  treten  Mer  die  allgemem  ftir  Teilwerte  in  §  3  p.  8  ff.  ent- 
wickelten  Gesichtspunkte  unter  nnwesentliclien  Modificationen  in  Kraft. 
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Erstlich  zerfallen  alle  n*  beirn  Teilungsgrad  n  eintretenden  ^//(V) 
tier  Formel  (3)  p.  10  entsprechend  in  ebensoviel  getrennte  Systeme 

als  n  Teller  hat;  clabei  gehoren  zum  Teiler  —  im  ganzen  ^(—j^f^-j 
verschiedene  <^,/4(w),  und  im  speciellen  gehoren  zu  n  selbst  diejenigen 
<p(«)^(w)  Grossen  ^,^W,  in  welchen  der  grosste  gemeiusame  Teiler 
von  A  und  p  prim  gegen  n  ist. 

Ferner  sind  die  cp(n)^(w)  eigentlich  zum  Grade  n  gehorenclen  6^^ 
mit  einander  gleichbereehtigt  und  gruppieren  sich  zu  je  <p(w)  in  ^(W) 
verschiedene  Systeme  ,  welch;  letztere  bestimniten  ij>(n)  gleiehberech- 
tigten  TIntergruppen  zugeordnet  sind,  Diese  Untergruppen  entspriogen 
aus  der  den  gesamten  n2  Q-rossen  ^^(w)  soeben  zugeordneten  aus- 
gezeiehneten  Fa^^a)  bez.  V^(^n^  durch  Zusatz  einer  jeweils  modulo  n 
wohleharakterisierten  parabolisehen  Substitution  der  Amplitude  1.  So 
werden  wir  fiir  die  <p(ri)  G-rossen  0Qtfi(%b)  zur  eben  gedaehten  ausge- 
zeichneten  Untergruppe  die  Substitution  8  hinzusetzen,  um  durch 
Combination  die  zu  den  ^o,^  gehorende  Gruppe  zu  erzeugen. 

Fiir  ausfiihrliche  Untersuchuugen  ist  es  tibrigens  von  Wichtig- 
keit;  dass  die  niQ  bez.  (2w)to  Potenzen  der  ^,^(w)  absolut  der  ^ten  Stufe 
angelioren.  Des  Naheren  aber  sind  die  cliesen  Potenzen  der  ^^  zu- 
gehorenden  Oongruenzgruppen  ntor  Stufe  eben  dieselbeo^  welche  an 
analoger  Stelle  im  ersten  Teile  des  Kapitels  bei  den  Teilwerten  fi^t 
auftraten. 

Allenthalben  dachten  wir  hier  die  A?  ^  gleich  auf  ein  System  von 
n2  mod.  n  ineongruenten  Zahlenpaaren  eingeschr'ankt.  Immerhin  mogen 
wir  uns  jedoch  noch  die  unwesentliche  Modification  annaerken?  welche 
die  ^,/*(^)  erleiden,  falls  wir  2  und  ^  um  beliebige  ganzzahlige  Viel- 
fache  an  bez.  fin  der  Zahl  n  vermehren;  es  ergiebt  sich  mit  Hitlfe 
der  Legendre'schen  Relation  leicht: 

(8) 


§  10.     Fxmctionentlieoretisclie  Betrachtnng  der  Teilwert© 

In  den  Functionen  des  vorigen  Paragraphed,  setzen  wir  nunrnehr 
u  =  0  und  kehren  damit  zu  den  <?-Teilwerten 

(1) 


zuruck.  Dieser  Schritt  erfordert  eine  erg'anzende  Bemerkung  znr 
gruppentheoretischen  Darlegung  des  vorigen  Paragraphen.  Die  tf-Fune- 
tion  ist  eine  nngerade  Function  ihres  ersten  Arguinentes  u,  und  eben 
deshalb  wird  die  Gleichung 
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(2)  0^2,  ~,a  K  ,  i»3)  =  —  (ft,,,  <X  ,  G?2) 

bestehen.  Von  den  q)(ri)il>(n)  eigentlich  znni  Teilungsgrade  n  gehoren- 
den  Teilwerten  unterscheidet  sicli  deninach  wieder  die  eine  Halfte  yon 
der  andern  nur  durch.  das  Yorzeichen  (jedoch  wie  oben  yom  particulareii 
Falle  n  =  2  abgesehen).  Wir  werden  also  bereits  alle  %g>(ri)ty(ri) 
wesentlicli  verscliiedenen  ^ljtt  gewinnen,  wenn  wir  A  auf  das  Interval  1 

(3)  O^Argf 

einschranken. 

Tim  jetzt  die  functionentheoretische  Bigenart  unserer  neuen  Teil- 
werte  zu  erkennen?  gehen  wir  atif  I  p.  161  (4)  zuriick  und  zielien  aus 
der  ersten  dieser  Pornieln  die  nachfolgende  Relation: 


I/A  •  ^  (Wl,  «2)  =  e—*?—^^  x,  r)  , 

wodurch  die  Zuriickfiihrung  der  0^,^  auf  Teilwerte  der  Function  ^ 
geleistet  ist.  Benutzeu  wir  nun  fur  ^  die  I  p.  160  (3)  gegebene 
Reihe,  so  kommt  nacli  kurzer  Zwischenreclinung  die  sehr  wertvolle 
analytische  Darstellung: 


/K\  i    /    *•"<:>       "  /   A  /  \  " 

(5)     V  it  >^A '  ^Oi?  ®»)  =  *£ 


die  eine  im  Innern  der  co-Halbebene  stets  convergente  Reihenentwick- 
lung  fiir  unsere  Teilwerte  liefert.  Bei  o  =  ioo  finden  wir  auf  Grund 
von  (5)  die  Naherungswerte: 


wahrend  nach  unserm  Princip  von  I  p.  587  vermoge  der  Relation: 

(7)  ^O*®!  +  P<*>2>  r«>l  +  ^^2)  =  ^«^4-y^/?^  +  ^(G>l;  C52) 

das  Yerhalten  von  ^5/t(cal7  o?2)  bei  Annaherung  an  den  Punkt  o  =  -— 

mit  demjenigen  von  tfaa+y^^-f.^  bei  Annaherung  an  09  =  ioo  iiber- 
einstimmt.  Hiermit  haben  wir  in  den  Teilwerten  tf^  algebraische  Modul- 
formen  (der  ersten  Dimension)  erkannt  und  Jconnen  auf  dieselben  deswegen 
die  von  I  gelieferten  Hulfsmittel  in  Anwendung  bringen. 

Bevor  wir  dies  unternelimen,  miissen  wir  noch  der  Produetent- 
wicklung  der  ^^  gedenken,  wie  sie  aus  I  p.  159  Form  el  (1)  zu  ent- 
nehmen.  ist;  es  findet  sich  nach  kurzer  Zwischenrechnung: 
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,QX 

*(*-")   *(*-»)  | 

jL  - 

und  wir  folgern  aus  dieser  Darstellung  ohne  weiteres  den  -wichtigen 
Satz:  Wie  die  ^/t  sind  ouch  die  Teilwerte  c^  im  Innern  der  w-Halb- 
ebene  allentlialben  endlicli  und  von  Null  verschieden. 

Zwischen  den  beiden  Darstellungen  (5)  und  (8)  fur  die  ^7/t  be- 
stelit  ein  principieller  Unterschied,  den  wir  nicht  unerwahnt  lassen 
diirfen.  Beide  Male  ist  6%^  mit  einer  derartigen  Gross©  niultipliciert, 
dass  das  Product  nur  nocli  von  co  allein  abhangt;  aber  der  Zusatz- 
factor  ist  in  (5)  ein  wesentlich  anderer  als  in  (8).  Unter  den  Wurzeln 
aus  A  ist  nach  I  p.  623  einzig  ]/A  eine  eindeutige  Modulform  (sowie 
natiirlich  deren  ganze  Potenzen);  |/A  •  ^^  ist  also  dberhaupt  nicht 
melir  eine  eindeutige  Modulform  und  kann  nur  erst  wieder  durcli 

Multiplication  mit   y-^~  zu  einer  von  GO  eindeutig  abhangigen  Grosse 

werden.  Hat  das  entspringende  Product  also  nicht  melir  das  glatte 
Verhalten  einer  Modulform *)?  so  besitzen  wir  doch.  ftir  dasselbe  von  der 
OyReihe  aus  eine  hoclist  brauchbare  Eeihenentwicklung,,  was  man  z.  B. 
aus  einem  Vergleich  der  Forinel  (5)  mit  den  oben  (p.  12)  fur  die 
PI, (.if  p'^fi  gegebenen  Entwicklungen  erniessen  wolle.  Im  Gegcnsate 
mr  Heihe  (5)  lidben  wir  in  der  ProductentwicMung  (8)  direct  eine  ein~ 

12   — 

deutige  algebraisdie  Modulftmction  "j/A  *  ^5(tt  vor  uns;  dieselbe  ist  der 
^ten  Stufe  adjungiert  und  liat  die  zweebm'assige  Eigenscliaft,  class  ihre 
Null-  und  TJnstetigkeitspunkte  ausscliliesslicli  in  den  Spitzen  des  Poly- 
gons gelegen  sind. 

Was  wir  nun  noch  allgeruein  tiber  den  funetionentheoretischen 
Charakter  der  ^j/£  zu  sagen  liaben,  ist  leicht  erledigt.  Bei  ungeradeni 
n  sind  die  nien  Potenzen  der  9?^  eigentlicli  zuin  Teilungsgrade  n  ge- 
liorenden  ^^^  die  Wurzeln  einer  irreducibelen  Gleicliung  <p^ton  Grades, 
in  welcher  alle  ungeraden  Potenzen  der  Unbekannten  aus  fallen.  Die 
Co  efficient  en  dieser  sjpeciellen  Teilungsgleidiung  fur  n-Teilnng  der  0-Fwnc- 
iion  sind  rational  in  g%,  g%  und  haben  leicht  ersichtlich  die  Gestalt 
Av  •  Q(g%,  ^8).  Da  sich  aber  in  den  Beihenentwicklungen  von  ^^  An- 
fangsglieder  mit  negativen  Exponenten  von  r  zeigen,  so  wird  v  im 


*)  Wir  verweisen  hier  auf  die  diesen  Gegenstand  betreffenden  gruppen- 
theoretisclaen  ErOrterungen  im  zweiteu  Teile  des  naehstfolgenden  Kapitels;  vgl. 
aucli  die  bezuglichen  Bemerknngen  am  Eingang  vom  dritten  Kapitel  des  n:Achsten 
Abschnitts  (§  1  daselbst). 
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allgemeinen  eine  negative  gauze  Zahl  sein?  und  also  sind  im  Gegen$at& 
#u  fpz,tu?  P^(u  die  6-Teilwerte  'keineswegs  gangs  algebraisdieModtdformen*), 
Fur  gerades  n  gelten  entsprechende  Satze  unter  gerlngen  Modifica- 
tionen:  An  Stelle  cler  nien  Potenzen  der  ^jjlt  treten  jetzt  die  (2n)ien, 
wakrend  der  Grad  der  irreducibeln  Teilungsgleichung  auf  -J-<p^>  zuriiek- 
sinkt  (den  particularen  Pall  n  =  2  wieder  ausgenommenj.  Mail  be- 
merkt  sonach,  dass  die  aussere  Gestalt  der  Teilungsgleichung  bei 
geraden  und  ungeraden  n  gar  keine  Verschiecle&heit  aufweist. 


§  11.     SpeeialTintersiieliTing  der  6^^  fiir  n  =  2  und  3. 

Haben  sich  die  6-Teilwerte  in  bequemer  Weise  dem  Schema  der 
allgemeinen  Ttieorie  der  Modulfunctionen  eingeordnet?  so  werden  wir 
nmimehr  in  Ktirze  die  Frage  streifen?  inwieweit  die  tii>fl  zweckmassige 
Hiilfsmittel  zur  Behandlung  unseres  functionentheoretischen  Grand- 
problems  gewahren.  Wie  bei  den  ^J(U  bahnen  wir  diese  UntersucLung 
wieder  dadurch.  an?  dass  wir  fur  niederste  Stufenzahlen  n  die  nns  von 
I  her  bekannten  einfachsten  Moduln  mit  den  tiitfl  in  Vergleich  stellen. 

Fur  n  =  2  haben  wir  die  drei  Teilwerte  <701,  <510?  <3113  deren  vierte 
Potenzen  zur  zweiten  Stufe  gehoren.  Wir  ziehen  die  in  I  p.  628  (1) 
definierten  Modulformen  zweiter  Stufe  vierter  Dimension  A3?  A4  heran 
und  betrachten  insbesondere  das  Product  o^^"1,  welches  eine  gegen- 
tiber  der  Operation  8  invariante  Modnlfunction  zweiter  Stufe  darstellt. 
Selbige  wird  sich  bereits  auf  dem  zweiten  Teilungspolygon**)  be- 
trachten lassen,  welch;  letzteres  zwei  Spitzen  co  =  07  ioo  hat.  tf^^f  * 
ist  nun  entweder  mit  einer  Constanten  identisch  oder  wird  in  besagteu 
zwei  Spitzen  0  bez,  oo.  Von  beiden  Fallen  findet  aber  ersterer  statt, 
da  man  —  8  als  Naherungswert  von  ^1^~1  bei  03  =  ioo  findet.  Wir 
haben  also  die  Relation  0^  =  —  8>147  und  wenn  wir  auf  selbige  erst 
T,  sodann  aber  auf  die  entspringende  Formel  8  ausuben^  kommt  als 
Gesamtdarstellung  unserer  drei  Teilwerte: 

(1)  <^  =  -8A4,    ^0  =  8^3,     6*1==-8(13-A4). 
Unmittelbare  Folgen  aus  (1)  sind  die  Relationen: 

(2)  <  +  «}o  +  <-0, 


*)  Es  yerdient  betont  zu  werden,  dass  derngegenuber  die  in  (8)  gegebenen 
Modulfunctionen  1T/A-<>;1      ganse  algebraische  Functionen  von  J  sind. 

**)  Wir  benannten  schon  in  einer  Kote  des  §  7  (p.  20)  als  %tes  Teilnngspolygon 
denjenigen  nten  Ansschnitt  aus  dem  Gesamtpolygon  nt&T  Stufe,  welch  er  in  den 
Fundamentalbereich  der  Operation  8  entfallt. 
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Mit  Hinblick  anf  (7)  §  9  finden  wir  unroittelbar  den  in  I  p,  678  aus- 
gesproehenen  Satz  bestatigt,  dass  j/A;  j/1  —  A  das  Modulsysteni  eiuer 
ausgezeiclmeten  f96  achter  Stufe  bilden,  und  erkennen  jetzt  in  (2)  direct 
die  toniogen  gesehriebene  Gleichung  der  bereits  1.  c.  namhaft  gemaehten 
Normalcurve  (74  der  F0G. 

Die  zweiten  Teilwerte  ^3/a  haben  wir  iibrigens  bereits  I  p,  161 
betrachtet  und  entnehmen  aus  den  damaligen  Formeln  (4)  die  nach- 
folgenden  Beziehungen  zu  den  Nullwerten  der  drei  geradeti  #-Functioneii: 


Filhren  wir  auf  der  andern  Seite  durch  I  p.  665  (3)  an  Stelle  von  A 
die  Moduln  S?  //  der  iiberlieferten  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
ein?  so  setzen  sich  (2)  und  (3)  in  die  sehr  bekannten  Fornieln  urn: 

,-,  »o*  +  «•/  =  V, 

(5)  «•   *  ^   * 

7-2  _  ^2_  7/2  _    ^0 

As   —  -r  «    —    rr 


Wir  erledigen  sogleich  auch  nocli  n  =  3,  wo  die  Zahl  der  wesent- 
lich  versehiedenen  Teilwerte  vier  ist.  Unter  Benutzung  des  I  p.  630 
(5)  gegebenen  Modulsy  stems  betrachten  wir  (<?01|4)3  auf  dem  dritten 
Teilungspolygon,  wo  wir  In  bekannter  Weise  den  Ansatz  (tfoi^)3 
=  a(|s  —  1}V  haben.  Die  Auswertung  bei  o  —  ioo  giebt  a  =  —  3]/3, 
v  =  —  1  ?  und  yon  (ja  aus  gewinnen  wir  unter  wiederholter  Anwen- 
dung  der  homogenen  Operationen  T  und  S  die  vier  gewiinschten 
Darstellungen  : 


3     _        ^l  ^     —   93j^4  .-8     _ 

io  .J/T  >        °n  ~  "^" 


Indena  wir  die  drei  ersten  dieser  Formeln  durch  die  vierte  dividieren, 
entspringen  folgende  merkwurdige  Darstellungen  des  Hauptinoduls  $ 
durch  die  dritten  Teilwerte*): 


*)  Diese  Formeln  sind  zuerst  von  Hrn.  Bianchi  auf  anderern  Wege  gc- 
wonnen  worden;  man  selie  dessen  Arbeit:  IJ'ber  die  Normalformen  drifter  und 
funfter  Stufe  des  elliptisclien  Integrals  erstcr  G-attung,  Math.  Ann.  Bd.  17  (1880). 
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Aus  (7)  wiederurn  entnehmen  wir  die  Best'atigung  des  I  p.  678  auf- 
gestellten  Satzes;  dass  ~f/|; —  1?  |/| — Q,  ]/£  —  Q*  CoBgruenzmoduln 
neunter  Stufe  sind  nnd  ein  voiles  Modnlsystem  fiir  die  beziigliche 
Hauptcongruenzgruppe  "bilden.  —  Es  hat  sieh  durch  diese  Betrach- 
tungen  herausgestellt,  dass  bei  n  —  2  und  3  die  tf^  in  der  That  die 
einfachsten  Moduln  ihrer  Stufen  unmittelbar  ergeben. 

§12.     Specialbetraclit-ang  der  <^M  fiir  n  =  5  und  7. 
Verallgemeinerimg . 

Bei  n  =  5  wurden  wir  wieder  ein  einzelnes  0^^  durch  einen 
geeigneten  Zusatzfactor  zu  einer  Modulfunction  fiinfter  Stufe  normieren 
konnen,  um  diese  dann  als  rationale  Function  yon  £  darzustellen. 
Aber  man  findet  bei  einer  derartigen  Untersuchung,  dass  sieli  jetzt  das 
einzelne  ^,^  bei  weitem  nicht  mehr  so  einfach  vernalt;  wie  bei  n  —  2 
nnd  ^  =  3;  es  ist  vielmehr  cb.arakteristiscli?  dass  wir  die  von  I  her 
bekannten  einfachsten  Moduln  fimfter  Stufe  erst  dadurch  wieder erlangen; 
dass  wir  die  ^^  in  merkwiirdig  gebaute  Producte  Tereinen*). 

Unsere  Moduln  ga,  Ay  der  fiinften  Stufe  verhielten  sich  gegeniiber 
der  speciellen  parabolischen  Substitution  S  besonders  einfach.  Indem 
wir  also  von  #-Producten  ausgehen  wollen,  von  denen  dasselbe  gilt? 
bilden  wir  uns  etwa  zuvorderst  den  Ausdruck: 

(1)  ^10^11^12^13^14- 


Bei  CD  =  ioo  geht  derselbe  iiber  in  —  is  (—-)  r  5 ,  wie  aus  (6)  p.  27 
leicht  folgt.  Multiplicieren  wir  (1)  sonaeh  mit  der  in  I  p.  631  (9) 
definierten  Modulform  £4,  die  bei  o>  =  ioo  zu  (~^  r5  wird  und  der 

Dimension  ( —  5)   angehort,   so  kommt  eine  der  fiinften  Stufe   adjun- 

gierte  Modulfunction ,  welche  der  Bedingung 

(2)  lim  (^10^11^12^13^14  •  £4)  =  —  ^ 

genligt.     Durch  eine  ganz  analoge  Betrachtung  folgt: 

eine  Formel,  die  man  iibrigens  auch  durch  Ausubung  einer  modulo  5 

mit  {    *  «)  eongruenten  Modulsubstitution  aus  (2)  herleiten  kann. 
\0,  3/ 

*)  Es  Btimmt  dies  wiederum  jaberein  mit  der  Tendenz  der  p.  9  gen.  Ab- 
handhmg  des  Hrn.  Kiepert,  sowie  anderweitiger  Untersnchungen  desselben 
Yerfassers;  wir  werden  anf  dieselben  spater  noch  ausfuhrlicher  znruckkommen. 
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Die  fiinften  Potenzen  der  in  (2)  und  (3)  betraclateten  Modulftme- 
tionen  gehoren  jedenfalls  der  fiinften  Stufe  an,  und  da  sie  eben  ver- 
moge  (2)  und  (3)  zugleich  gegeniiber  der  Substitution  8  unverandert 
bleiben,  so  lassen  sie  sich  bereits  vollstandig  auf  dem  fiinften  Teilungs- 
polygon  betrachten  (cf.  Fig.  83  I  p.  355).  Dieses  Polygon  Fn  hat 
(geschlossen  gedacht)  vier  Punkte  c,  die  von  den  Spitzen  co  —  io®, 
0,  |-  ,  -J-  herriihren;  nur  in  cliesen  Tier  Stellen  c  konnen  Null-  oder 
Dnstetigkeitspunkte  unserer  Punctionen  liegen.  Aber  im  ersten  Punkte 
o(ioo)  bleiben  zufolge  (2)  und  (3)  beide  endlich  und  nicht-verschwin- 
dend;  und  das  Gleiehe  gilt  auch  an  der  dritten  Stelle  e(f),  da  sich 
nach  I  p.  587  hierselbst  die  eine  unserer  Functionen  gerade  so  ver- 
halt?  als  die  andere  in  c(iod).  Jetzt  bemerke  man;  dass  sich  ^jiW  bei 
co  =  0  so  verhalt  wie  tf^,  —  ji  bei  co  ==  ^'oo?  und  dass  iiberdies  das 
Versehwinden  oder  Dnendlichwerden  eines  &i^  ausschliesslich  durch 
den  ersten  der  unteren  Indices  bestimmt  wird.  Der  Quotient  unserer 
beiden  Functionen  (2)?  (3)  wird  also  in  0(0)  endlich  bleiben,  und  das- 
selbe  gilt  dann  wieder  in  <s(-|-)?  da  der  Ubergang  von  der  einen  Stelle 
zur  anderen  von  constanten  Faetoren  abgesehen  nur  wieder  auf  eine 
Permutation  der  beiden  Functionen  hinauskommt.  Man  setze  jetzt, 
uusere  beiden  Funetionen  waren  in  c(0)  im  gleichen  Grade  zu  Null 
geworden,  so  niiisste  dasselbe  in  c($)  stattfinden,  und  sie  batten  auf 
dem  Teilungspolygoii  wohl  Nullpunkte,  aber  keinen  Unstetigkeitspunkt. 
Da  sie  aus  cleniselben  Grunde  in  c(0)  nicht  oo  sein  konnen,  so  bleibt 
nichts  tibrig,  als  dass  sie  mit  Constanten  identisch  sind,  und  also 
folgt  aus  (2)  und  (3): 


fJL  =  0  ft  =  0 

womit  sich  unsere  am  Eingang  des  Paragraphen  gemachte  Bemerkung 
bestatigt  hal 

Als  Darstellung  des  Hauptmoduls  f  durch  die  ^  ^  findet  sich  so  *)  : 

«- 

Urn  einige  sich  anschliessende  Gleichungen.  zu  entwickeln,  kniipfen 
wir  an  den  Unistand,  dass  das  Product  aller  zwolf  verschiedenen 
funften  ^^  leicht  ersichtlich  bis  auf  einen  Factor  mit  A"*1  uberein- 
stimnien  muss;  thatsachlich  findet  sich  durch  gewohnte  Naherongs- 
rechnung  bei  CD  =  ioo  die  Relation; 

*)  Auch  diese  Formel  1st  von  Hrn.  Bianchi  1.  c.  von  andrer  Seite  her  ent- 
wickelt  worden. 
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(6) 


Spalten  wir  hier  die  beiden  Producte  (4)   ab   und  ersetzen   sie   durch 
ihre  in  (4)  gegebenen  Werte?  so  koiarat: 

_   &  &  V  5 


woraus  unter  Gebraucli  der  Bezeichnungen  von  I  p.  643  sich  ergiebt: 
(7)  tfoi^--AoT/5. 

Die  ausfiihrliche  Begriindung  dieser  fur  n  =  5  gegebenen  Formeln 
gestattet  in.  dem  nun  nocli  zu  besprechenden  Palle  n  ===  7  senr  viel 
grossere  Kiirze.  Indem  wir  liier  einen  ganz  analogen  Gedankengang 
einsclilagen;  bilden  wir  uns  die  vier  Producte: 


von  denen  wir  zuvorclerst  die  drei  letzten  betrachten.  Das  einzelne 
unter  ihnen  ist  von  der  Dimension  7;  und  da  die  zu  n  =  7  gehorenden 
#a  und  A7  (cf.  I  p.  692  u.  f.)  den  Dimensionen  —  2  bez.  +  3  ange- 
horen;  sind  die  drei  Grossen 

(8) 

der  siebenten  Stufe  adjungierte  Modulfunctionen.  Zufolge  leichter 
Reclinung  erffillen  dieselben  die  Bedingung: 

(9)  lim 

sie  bleiben  dieserhalb  gegemiber  S  invariant  und  lassen  sich  also 
bereits  vollstandig  auf  dem  siebenten  Teilungspolygon  untersuchen, 
dessen  eine  Halfte  durch  Figur  88  I  p.  373  gegeben  ist.  Hier  tritt 
nun  eine  Betrachtung  ein,  die  bis  ins  einzelne  der  soeben  bei  n  =  5 
durchgefuhrten  gleicht,  und  wir  finden  am  Schlusse  derselben  wieder, 
dass  die  drei  Functionen  (8)  mit  Constanten  identisch  sein  mussen. 
Die  Werte  dieser  Constanten  gehen  aus  (9)  hervor,  und  wir  erhalten 
also  folgende  Beziehung  der  siebenten  0itftt  zu  dem  Modulsystem  zu 
siebenter  Stufe: 

(10)  tV«  -  AA0 

Das  Product  aller  24  verschiedenen  ^^  wird  mit  A~~2  propor- 
tional sein7  und  zwar  findet  sich  genau: 

Klein-Pricke,  Modtilfunctionen.  II. 
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(11)  <*oi 

Mit  Htilfe  von  (10)  mid  I  p.  720  (2)  folgt  hieraus : 

(12)  <?oi<?o2<?(M  =  -  Ao/7, 

genau   analog  der  soeben  bei  n  =  5   aufgetretenen  Forinel  (7).     Um- 
gekelirt  konnen  wir  jetzt  an  Stelle  yon  (10)  setzen: 

(13)  £2a  -  <*0i<*o2* 

^  =  0 

und  diese  Fonneln  sind  um  so  bemerkenswerter,  als  ihnen"  fiir  n  =  5? 
wie  man  leiclit  ansrechnet,  die  Formeln: 


CM) 


ersichtlieh  bis  ins  einzelne  gleichgebildet  sind. 

Diese  augensabeinliclie  Analogic  zwischen  n  =  5  und  w-  =  7  legt 
den  Versuch   nalie7    entsprechende  Entwicklungen   z.  B.  fur  beliebige 

p.  2 •* 

Primzahlen  n  an  die  dort  eintretenden  — - —  Grossen  <?25ja  zu  kntipfen. 
Wir  wiirden  in  dieser  Weise  den  Forineln  (13)  und  (14)  entsprechend 
ein  System  von  n  ^~  •  -  Moduln  #a  der  nteu  Stufe,  sowie  (7)  und  (12) 

entsprechend  eine  einzelne  Grosse  n^T  Stufe  A0  sofort  hinschreiben 
konnen,  und  es  wurde  auch  nicht  schwer  h.alten?  eine  gruppentheo- 
retische  Erorterung  fiber  diese  Modulformen  auf  Grund  der  beziig- 
lichen  Entwicklungen  in  I  p.  419  u.  £  zu  geben.  Und  nun  gehoren 
wirklicla  die  solclierweise  aus  den  tf^  zusammengesetzten  Modulformen 
zu  den  einfactsten  und  brauchbarsten,  deren  wir  tiberhaupt  ini  Gesamt- 
verlauf  unserer  functionentheoretischen  TJntersuchungen  habhaft  werden 
konnen.  Nur  lasst  uns  der  hier  vorliegende  Ansatz,  der  in  der  Haupt- 
sache  allein  von  der  Aufsuchung  der  Null-  und  Unendlichkeitsstellen 
der  Functionen  ausgeht,  fiir  den  allgemeinen  Fall  n  zum  guten  Teil 
im  Unklaren  tiber  die  wichtigsten  Eigenschaften  jener  Grossen  und 
tiber  ihre  Beziehung  zu  anderen,  gleichfalls  bemerkenswerten  Func- 
tionen der  Mten  Stufe.  Indem  wir  demnach  die  Besprechung  der  <y^/e 
(und  damit  iiberhaupt  der  Teilwerte)  an  dieser  Stelle  abbrechen,  be- 
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merken  wir  zurn  voraus,  dass  uns  jene  Moduln  #«.  und  A0  im  folgenden 
Abschnitt  wieder  begegnen  werden,  wo  wir  zu  ihrer  Untersuchung 
wesentlich  neue  Hulfsmittel  zur  Hand  liaben  werden*). 


An  die  somit  beendete  Betrachtung  der  speciellen  Teilung  erster 
Stufe  konnten  wir  nun  eine  Darstellung  der  Teilung  hoherer  und  also 
in  erster  Linie  der  zweiten  Stufe  reihen.  Wir  wiirden  da  von  den 
Teilwerten  der  drei  Functionen  sin  am,  cos  am,  A  am  zu  handeln 
haben  und  mussteii  den  0-  bez.  ^-Teilwerten  offenbar  die  Teilwerte  der 
drei  geraden  G-  bez.  'O'-Functionen  gegeniiberstellen.  Eine  systematische 
Darstellung  der  Eigenscliaften  dieser  Grrossen  auf  Grundlage  unserer 
in  Bd.  I  entworfenen  Theorie  wtirde  nicht  schwierig  sein?  ist  indessen. 
zur  Zeit  noeh  Biclit  ausgefunrt  worden.  Indem  wir  also  von  einer 
solchen  Darstellung  hier  absehen,  bemerken.  wir  noch,  dass  eben  diese 
aus  der  zweiten  Stufe  entspringenden  Grossen  nicht  nur  in  der  alteren 
Literatur^  sondern  auch.  in  den  neueren  Arbeiten  von  Kronecker 
(Berliner  Bericlite  von  1886)  und  Weber  1.  c.  ausfiilirliche  Beruck- 
siclitigung  finden. 


*)  Es  mag  ubrlgens  schliesslicli  noch  "bemerkt  werden,  das  auch  die  p^  ^ ,  p^  ^ 
in  einfaclier  Weise  durch.  die  <J2  u,  dargestellt  werden  konnen;  man  yergl.  Klein 
,,Normalcurven*',  p.  15,  oder  auch  die  beziiglichen  Formeln  im  zweiten  Kapitel 
des  niichsten  Abschnitts. 


Zweites  Kapitel. 

Die  Transformation  wtor  Ordnnng  erster  Stufe  mid  die 
TransforrnationsgleieMiigen  erster  Stirfe*). 

Neben  der  Teilung  nteu  Grades  bat  in  der  Theorie  der  elliptisclien 
Functionen  seit  langer  Zeit  die  sogenannte  Transformation  ntcr  Ord- 
nnng eine  wiehtige  imd  umfassende  Rolle  gespielt.  Anch  sie  versielit 
Tins,  wie  wir  schon  andeuteten,  mit  einem  Mittel,  Modulfunctionen 
hoherer  Stufe  aus  solclien  niederer  Stufen  herzustellen.  Inzwisclieii 
yerfolgen  wir  die  Meraus  fur  unsere  ferneren  Zwecke  entspringenden 
Ergebnisse  Yorab  nocli  nicht  weiter;  es  soil  siclb  vielmehr  in  erster  Lime 
darum  Jtandeln,  die  uberlieferte  TransformationstJieorie  ihrem  Wesen  nacJi 
mit  unseren  von  IBd.  I  gelieferten  Hulfsmitteln  2ur  Darstellung  m  bringen. 
Wir  werden  dabei  den  Gedankengang  genau  so  wie  im  vorauf- 
gelienden  Kapitel  wahlen;  man  kann  die  Transformation  ntQ£  Ordnung 
auf  Grossen  der  ersten  nnd  andrerseits  auf  Grossen  hoherer  Stufe  an- 
wenden;  dem  ersteren  Zwecke  ist  das  gegenwartige  Kapitel  ausschliess- 
lich  gewidmet**).  Audi  im  einzelnen  Ist  der  Gedankengang  wie  vorhin : 
wir  werden  die  Transformation  wter  Ordnung  in  gruppentheoretischer; 
sodann  in  functionentheoretischer  Hinsicht  untersuchen  und  endlich 


*)  Fiir  das  zweite  Kapitol  ist  grundlegend  die  bereits  ofter  genarmte  Arbeit 
von  Hrn.  Klein,  Uber  die  Transformation  der  clliptischen  Functionen  und  die 
Auflosung  der  Glaichungen  funften  Grades,  Math,  Ann.  Bd  14=  (1878),  Unter  den 
neneren  Arbeiten  kommt^fuv  uns  namentlich  die  mhaltreiche  Abhandlung  von 
Hrn.  Kiepert  in  Betracht:  Uoer  die  Transformation  der  elliptiscJien  Functionen 
bei  zusammengesetztem  Trans formationsgrade,  Math.  Ann.  Bd.  $2  (1887);  hieran 
sehliesst  sich  die  weitere  Abhandlung  dea  gleichen  Yerfassers:  Uber  gewisse  Ver- 
einfachungen  der  Transformationsgleichungen  in  der  TTieorie  der  elliptischen  Jfunc- 
tionen,  Matb.  Ann.  Bd.  37  (1890). 

**)  Indem  wir  also  die  Betrachtnng  der  b.5heren  Stnfen  binausachieben,  werden 
wir  anch  erst  spaterbin  auf  die  alteren  Arbeiten  fiber  die  Transformationstbeorie 
Bezug  nehmen  kc5nnen,  da  diese  ja  durchgtingig  an  den  Legendre'schen  Integral- 
modal  beziehungsweise  die  aus  ibm  dnrch  Wnrzelziebiing  entspringenden  Con- 
gruenzmoduln  anlrnupfen. 
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Einzelbetraehtungen  folgen  lassen,  deren  Zweck  vielfach  der  ist,  den 
Leser  atif  dem  ausgedehnten,  hier  in  Betracht  kouiinenden  Gebiete 
zunaclist  einigermassen  zu  orientieren. 

§  1.    Erste  Einfiiliriing  der  Transformation  w*°r  Ordnung  erster  Stufe 

nnd  gmppentkeoretisclie  ITntersizeliiing  derselben.     Die  functionen- 

tlieoretisclien  Beprasentanten. 

Wir  verstehen  unter  F(co1}  co2)  eine  beliebige  Modulform  der  ersten 
Stufe  (oder  auch  eine  doppeltperiodische  Function  der  ersten  Stufe, 
auf  welche  die  zunachst  durchzufuhrenden  gruppentheoretisclien  Be- 
trachtungen  gerade  so  gut  passen,  wie  ftir  die  Modulform  en).  Man 
setze  alsdann  neben  die  Grosse  F(a)1)G)2}  als  neue  Function  der  beiden 
Variabelen  a>1?  co2  die  folgende: 


und  benenne  den  Ubergang  von  F  zu  Fr  als  Transformation  ntQr  Ord- 
nung erster  Stufe*).  Dieser  letztere  Zusatz  betrifft  aber  nicht  die 
Definition  der  Transformation  wter  OrdnuDg  (die  wir  spaterhin  fur  die 
Moduln  hoherer  Stufe  genau  so  wahlen  werden);  er  zielt  vielmehr  ab 
auf  die  durchzufuhrende  Theorie  dieser  Transformation  wter  Ordnung,  die 
fiir  die  Functionen  bez.  Formen  der  ersten  Stufe  ihren  besonderen  und 
zwar  wieder  einfacnsten  Charakter  gegentiber  den  Loheren  Stufen  zeigt. 

Den    transformierten   Modul    erster  Stufe   F(G)17  ^j  unterwerfen 

wir  zuerst  der  n'aheren  grvgopetitheoretischen  Betrachtung.  Wir  uben 
zu  diesem  Zwecke  eine  beliebige  Modulsubstitution  auf  Oj  und  o>2  aus 

und  tragen,  ob  sick  eine  Untergruppe  finden  lasst,  welcher  F(coi}  ™J 
als  Modulform  angeliort.  Deren  Substitutionen  wurden  also  der  Be- 
dingung  geniigen  mtissen: 


die  wir  tibrigens  sofort  in  die  zweckmassigere  Gestalt  umschreiben: 


Hier  ist  offenbar  auf  die  Argumente  «t?  ^  die  lineare  Substitution 
rait  den  vier  Coefficienten  a,  n(t,  —y,  d  angewandt,  und  indeni  wir 
noch  die  urn  der  Allgemeinheit  willen  notwendige  Annahme  machen, 

*)  Vgl.  die  vorlaufigen  Angaben  in  Formel  (2)  p.  7. 
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dass  F((Dt,  co2)  bei  keinen  ancleren  linearen  Substitutionen,  als  denen 
der  Modulgruppe,  unveranclert  bleibt,  entspringt  als  liinreiehende  mid 
notwendige  Bedingung  fur  das  Bestehen  von  (2)  die  folgencle: 

(3)  y  =  0,     (mod.  ri). 

Ein  transformierter  Mod'iil  (1)  ist  demgemass  eine  (algebraische)  Modul- 
form  der  niQn  Stufe;  sie  UeiU  des  naheren  lei  alien  durch  (3)  chwalcteri- 
sierten  Substitutionen  unverandert,  die  nacli  I  p.  461  eine  homogene 
Congruenggmppe  f~^(W)  des  Index  tl>(ri)  "bilden.  Diese  f^(w)  enthalt  often- 
bar  auch  die  homogene  Operation  T2.  Beim  Fortgang  zu  den  nicb.t- 
homogenen  Substitutionen  bewalirt  f^(w)  demgemass  ihren  Index  ift(n) 
und  geht  dann  direct  in  die  I  p.  461  genannte  Gruppe  der  Substitu- 
tionen : 

/  j\  /       \  C^*0  "4"  ^ 

(4)  0(<»)  5^  — ^r~) 


ein 


liber.  Dieserhalb  gilt  unsere  Erorterung  ohne  jede  Modification  flir 
die  M.oilulfmct'ionen  erster  Stufe;  es  ist  das  einfach  der  Specialfall, 
dass  die  Dimension  von  F(co1)  GJ2)  die  nullte  ist.  Dass  aber  die  trans- 
formierten  Grossen  (1)  in  der  That  algebraisclie  Moclulfornaen  sind  (wie 
wir  schon  andeuteten),  wird  durch  spaterhin  zur  Besprechung  koin- 
mende  Figuren  zur  unmittelbaren  Evidenz  gebracht. 

Nach  dem  gewonnenen  Resultat  ist  Fica*,  — )    eine  unter  tyCri) 

\         *vi>  I 

gleichberechtigten  Modulformen : 

\  )  v   i?     2/  y  *    i  T"  rv   a*  n         J> 

die   wir  offenbar    dadurch   herstellen   werden.   dass  wir    (   *?     *)    ei 

\yv,  ov/ 

Eeprasentantensystem  der  F^(M)  der  Operationen  (4)  durchlaufen  lassen. 
Diese  il>(n)  Grossen  F',  F",  . . .,  JP<VO  gehoren  dann  #u  den  ^(n)  gleich- 
"berecMigten  Gongmen&gruppen  r^(W). 

Um  der  so  bezeichneten  Sachlage  noch  besser  gerecht  zu  werden, 
wollen  wir  die  Transformation  n^  Ordnung  insofern  von  vornherein 
etwas  allgemeiner  fassen,  dass  wir  als  transformierte  Moduln  F  iiber- 
haupt  alle  Formen: 
(6) 

erklaren.  Da  werden  sich  dann  alle  diese  den  unendlich.  vielen  Modul- 
substitutionen  entsprechenden  Moduln  (6)  offenbar  in  ty(n)  .Classen 
anordnen,  wobei  alle  Formen  der  einzelnen  Classe  als  Functionen  der 
co1;  ca2  betrachtet  identisch  sind,  Eine  einzelne  Form  aus  jeder  Classe 
wird  letztere  demnach  reprasentieren  konnen;  und  so  mogen  wir  als 
Keprasentanten  der  vim  Classe  die  in  (5)  gegebene  Form  F^  wahlen. 
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Wir  haben  unserer  Betrachtung,  urn  sie  zu  erleichtern,  durch 
Voranstellung  der  Form  F  sogleich  eine  concrete  Basis  gegeben. 
Nichts  hindert,  von  dieser  Voraussetzung  zu  abstrahieren.  Offenbar 
wir  dann  als  Transformation  n^  Ordnung  den  Ubergang  von 


CD—  ao          jo),      CD,  — 


werden  immer  begiiglich  der  Modulgruppe  aqidvalente  o>/,  <»/  i 

vereinen.    Dabei  entspringen  nur  ty(n)  verschiedene  Classen,  und 
wir  Jconnen  als  der  en  Eeprdsentanten  die  ^(n)  Paare: 


heranziehen. 

Fiir  den  Fall  eines  primzahligen  w  ==  q  konnen  wir  die  il>(n)  =  q  +  1 
Reprasentauten  oline  Miihe  fertig  angeben.  Hier  haben  wir  namlicli 
(unter  zweckmassiger  Anpassung  der  Bezeichnungsweise  an  die  Ver- 
haltnisse)  als  Repr'asentanten  der  (^4.1  der  Operationen  (4): 

F.  («)-«,    ^(»)--^T.    (v-o,i,...,2-i), 

was  man  leicht  durcb.  Rechnung  bestatigi    Als  die  (q  +  1)  Reprasen- 
tanten  (8)  ergeben  sicli  demnach: 

(9)  »,<«•>=  o^,     fi>2^=^-,     «1«  =  -«2;     «,sW-^i^-, 

und    es   folgen    fur    diesen    Fall    als    die    (g;  +  1)    gleichberechtigten 
Moduln  (5): 

(10)  '     *•<->- 

Wir  haben  encllich.  noch  die  Stellung  der  fy(n)  Untergruppen  r^(w) 
gegeniiber  einigen  anderen  Congruenzgruppen  der  wten  Stufe  in  Ktirze 
zu  charakterisieren.  Vor  allem  wollen  wir  die  ausgezeicknete  Con- 
gruenzgruppe  nter  Stufe  betrachten;  welche  den  gemeinsamen  Bestand- 
teil  aller  r^(w)  ausmacht  Man  transformiere  die  T^(w)  der  Operationen 
(4)  durch  T]  die  entspringende  gleichberechtigte  P^(»)  1st  durch  /J  =  0 
gegeben.  Die  Operationen  der  gesuchten  Untergruppe  erfullen  sonach 
die  Bedingung  £  =  y  =  0,  (mod.  »).  So  oft  aber  in  einer  solchen 
Substitution  a  von  8  modulo  n  verschieden  ist,  wird  dieselbe  durch  S 
in  eine  Substitution  mit  /J  ^  07  (mod.  n)  transformieri  Nur  erst  die 
Substitutionen 


*)  Of.  Klein  1.  o.  p  130. 
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(11)  v(a>)  =  2£-,  .(moiw) 

bilden  eine  ausgezeichnete  Untergruppe,  uncl  dass  diese  die  gesuchte 
Gruppe  ist,  bemerkt  man  soibrt.  Die  Anzahl  incongruenter  Substitu- 
tionen  (11)  ist  nun  offeiibar  (n>2  vorausgesetzt*))  gleich  der  lialben 
Anzahl  incongruenter  Losungen  der  Oongruenz  0s  =  1,  (mod.  w),  welch' 
letztere  Anzahl  in  den  Elementen  der  Zahlentheorie**)  bestimmt  wird. 
DaraufMn  ftnden  wir  als  Index  der  den  F^(»)  gemeinsamen  ausgemcJi- 
neten  Untergruppe: 


wter  K  die  AnsaKl  der  verscMedenen  in  n  enthaltenen  ungeraden  Prim- 
edhlen  verstanden,  unter  6  dber  2,  1  oder  0,  je  nacJidem  n  durek  8  teilbar 
oder  das  Vierfache  einer  ungeraden  Zalil  oder  endlich  Jseines  von  leiden  ist. 
Man  wolle  endlich  noch  das  Verhaltnis  betrachten,  in  welchein 
die  il>(n)  Gruppen  f^(M)  zu  den  ^(n)  bei  den  Teilwerten  eintretenden 
Gruppen  fy^^ca)  stehen.  Diese  beiclen  Eeihen  von  je  i/>(ri)  Gruppen 
sind  einander  zugeordnet,  so  dass  die  einzelne  T(p^  in  einer  bestimniten 
f^  als  Untergruppe  des  Index  q>(n)  entbalten  ist.  Die  Bildung  syra- 
metrisclier  Functionen  jener  y(n)  zur  einzelnen  T^  gchorenden  Teil- 
werte  stellt  sich  uns  jetzt  also  in  einena  neuen  Lichte  dar:  Durch 
Processe  dieser  Art  wird  man  offenbar  den  Ubergang  von  den  Teil- 
werten zu  den  transformierten  Moduln  desselben  n  zu  such  en  haben***). 

§  2.     Das  TransforxnationspolygoB  wter  Ordnung. 

Wie  wir  im  vorigen   Kapitel    das  Polygon  der  f^if^    der  niclit- 
honiogenen  Substitutionen  «D'^  &  +  ft,  (mod.  n)  als  das  niQ  Teilnugs- 
polygon  bezeichneten,  so  heisse  jetzt  das  Polygon  der  speciellen  f^(») 
der  Substitutionen: 
(1)  ^)  =       ±1 


Transformationspolygon  n***  Ordmmg  Fy(n]  oder  Jewrs  ntes  Transformations- 
polygon.  Bei  der  Art?  wie  wir  f^  unter  den  ^  gleichberechtigten 
Gruppen  auswahlten,  besteht  dieses  Polygon  aus  il>(n)  Doppeldreiecken, 
die  offenbar  durchgehends  zwischen  den  beiden  in  03  =  +  ^  sonk- 
recht  stehenden  Geraden  der  Modulteilung  angeordnet  werden  konnen. 

*)  Ffir  n  =  2   erkennt   man  sofort  die  Hauptcongruenzgruppe   als  die  ge- 
suchte ausgezeichnete  Untergruppe. 

**)  Of.  Dirichlet-Dedekind,  Zahlentheorie  p.  87  der  dritten  Aufl. 
***)  Man  vgl.  hierzu  wieder  die  Arbeiten  von  Hrn.  Kiepert,  z.  B.  die  erste 
der  am  Anfang  des  vorliegenden  Kapitels  genannten  Abhandlungen  deeselben. 
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Das  Teilungspolygon  F^(pl/J  wird  sich  aus  %q>  Transformationspolygonen 
Fy  aufbauen  lassen,  und  zwar  wird  dem  fur  die  gesehlossene  Flache 
F,!T(HJ  eine  regulare  Einteilung  in  ^9  Bereiche  F^(n)  entsprechen,  dem 
Urnstande  zufolge,  dass  die  1"^^  innerhalb  der  Yy  ausgezeichnet  isl 
Die  entspreeheude  endliche  G±(p  von  Transformationen  der  Fj  ^  in  sich 
ist  alsdann,  wie  man  auf  Grund  friiherer  Untersuchungen  leicht  verifi- 
ciert,  stets  und  nur  in  den  Fallen  cyclisch,  wenn  es  for  das  gerade 
betrachtete^  n  zurn  Exponenten  %q>(ri)  gehorende  Zahlen  giebt. 

Fur  n  —  2  fallen  Transformations-  und  Teilungspolygon  zusamrneu. 
Dasselbe  gilt  fiir  diejenigen  weiteren  n,  bei  denen  (p(n)  =  2  ist,  d.  i. 
far  n  =  3;  4,  6.  Die  betreffenden  Figuren  erli'alt  man  fur  n  =  3,  4 
einfaeh  dadurcli;  dass  man  ein  geeignetes  Drittel  bez.  Viertel  aus  den 
bezdglichen  Gesamtpolygonen  (Fig.  81,  82  I  p.  354)  ausschneidet.  Par 
n  =  6  gewiunt  man  Fjf(pl/j  =  Fy  direct  durcli  Verdoppelung  der  Pig.  85 
I  p.  367.  Das  Polygon  F^^  wolle  man  in  Fig.  96  I  p.  635  nach- 
seheii,  F^(7]  desgleicnen  in  Fig.  104  I  p.  742.  Man  wird  fur  die  beiden 
letzteren  Falle  q  =  57  7  leicht  die  betreffenden  Teilungspolygone  mit 
Hiilfe  der  zugehorigen  in  I  gegebenen  Figuren  aus  zwei  bez.  drei 
Polygonen  Fy  zusamniensetzen.  Ubrigens  erkennt  man  von  Fy$)  und 
^(7)  aus  sehr  leicht  die  Gestalt  von  Fy  fur  beliebige  Primzahl  n  =  ^r 
Fg,-^!  wird  da  oflfenbar  am  zweckmassigsten  aus  den  (q  -f-  1)  Doppel- 
dreiecken  : 

(2)  1,    T,    TS±>-,    TS±2,    ...,    T8±^Y~ 

zusammenzusetzen  sein;  deren  freie  Randcurven  man  natiirlich  danB 
noch  in  riehtiger  Weise  einander  zuzuordnen  hat.  Durch  die  Opera- 
tion T  geht  dieses  Polygon  F#  in  das  Fy  der  Dreiecke: 

(3)  T,    1,  q 


r;  das  also  zu  der  mit  f^  gleichberechtigten  Untergruppe  rj,=  TYyT 
gehoren  wiirde  und  gleichfalls  eine  ganz  besonders  ubersichtliche  Ge- 
staltung  darbietet*). 

Das  Transformationspolygon  F^(n)  ist  fiir  jedes  n  in  13e0ug  auf  die 
imaginare  co-Axe  sich  setbst  symmetriscli;  die  beziigliche  gesehlossene 
Flache  Fy,  gestattet  also  stets  eine  der  Modulsubstitution  zweiter  Art  A 
correspondierende  symmetrische  TJniformung  in  sich;  ein  Umstand,  den 
wir  spaterhin  bei  der  functionentheoretischen  Untersuchung  zu  ver- 


*)  Von  diesen  Polygonen  F^  ging  Hr.  Klein  ursprunglieh  in  der  am  Ein- 
gang  des  Kapitels  genannten  Arbeit  aus,  und  von  bieraus  eben  entstand  die 
allgemeine  Theorie  der  Fundamentalpolygone;  vgl.  die  Fig.  9,  11,  13  daselbst, 
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werteii  haben  werden.  TJngleich  interessanter  ist  Iibrigens  eine  Trans- 
formation erster  Art,  welche  gleichfalls  bei  allgemeinem  n  das  Polygon 
F$  nnd  entsprechend  die  gesclilossene  Flache  Fy  in  sich  uberfiihrt, 
eine  Thatsache,  vermoge  deren  wir  iiberhaupt  die  Transformation  wtor 
Ordnung  batten  einftihren  konnen. 


Mg.  1. 

(Jm  hierauf  n'aher  einzugehen,  wolle  man  die  Modulsubstitution 
F(o>)  =  -— x4  durch  die  auch  spaterhin  noch  sehr  haufig  zu  ge- 
brauchende  lineare  Substitution: 


transformieren.    Wir  finden  als  transformierte  Operation: 


•  n    ly 


(5}  V'(G>]  =  W 

\     )  \w)  •     ••    \ "/  nlf(Q  —  cc 

so  dass  V  stets  und  nur  dann  selbst  wieder  eine  Modulsubstitution  ist, 
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wenu  V  unserer  f^(w)  angehorte.  Man  kaun  dies  bei  der  Gestalt  von 
(5)  des  naheren  ancli  dahin  ausdrucken,  dass  die  Modulgrugpe  f  dwell 
(4)  in  eine  Gmppe  P  —W~~lrW  transformiert  wird,  und  dass  ddbei  als 
grosster  gemeinsamer  Bestandteil  von  f  und  f  unsere  f^(»)  emtritt. 

Insofern  jetzt  f^  mit  W  vertausclibar  ist,  wird  nach  l)elmnnten 
Sat#en  das  Polygon  Fy,  von  erlaubter  AMnderung  abgesehen,  clwrch  W  in 
sich  transformiert.  Dabei  wird  man  iibrigens  nicht  erwarten  durfen, 
dass  diese  erlaubten  Abanderungen;  wie  bei  nnseren  frfiheren  Unter- 
suehnngen;  sich  imruer  durch  Abtrennung  ganger  Elementardreieeke 
bewerkstelligen  lassen;  vielmehr  ist  dies  bei  dero.  Charakter  der  Opera- 
tion W  im  allgenieinen  ansgesclilossen.  Freilicb.  gestalten  sich  die 
Verhaltnisse  bei  einigen  niederen  n  besonders  einfach;  man  betrachte 
z.  B.  die  hieroben  fiir  n  =  6  entworfene  Fig.  1;  wo  sich  das  trans- 
formierte  Polygon  ohne  jede  Abanderung  mit  deni  urspriingliclien 


Fig.  2. 


deckt;  aber  sehon  fur  n  =  5  bemerkt  man  in.  Fig.  2  die  Notwendig- 
keit  von  Zersttickungen  einzelner  Dreiecke*).    Zum  Verst'andnis  dieser 


*)  Fur  n  ==  11  bat  Hr.  Papperitz  die  fragliche  Figur  gezeiclinet  und  naher 
betrachtet;  vgl.  dessen  Abhandlung  ,,Untersuchungen  uber  die  algebraische  Trans- 
formation der  hypergeometrischen  Functioned'  Math.  Ann.  Bd.  26  (1886). 
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Figuren;  welclie  berufen  sind,  gelegentlicli  nocli  cine  sebr  wichtige 
Bolle  bei  imseren  Uberleguugen  zu  spielen,  bemerke  man  folgendes: 
Die  durch  vertieale  Schraffierung  ausgezeiclineten  Dreiecke  bildeii  das 
in  cler  urspriinglichen  co-Halbebene  gelegene  Polygon  Fy.  Indem  wir 
nun  a/  =  W((D)  ausiiben  und  dabei  diese  Operation  in  der  von  I 
p.  165  ff.  her  gewohnten  Weise  als  Umformung  der  co-Ebene  in  sicli 
vorstellen7  gehen  die  Dreiecke  von  Fy  in  die  durch  horizontale  Sehraf- 
fierung  ausgezeichneten  Dreiecke  der  Figur  uber.  Man  sieht,  dass  die 
letzteren,  fiir  sicli  genommen,  in  cler  cu'-Halbebene  ein  Polygon  fur 
die  mit  F^  gleichberechtigte  f^  (gebildet  aus  o'-Substitutionen)  zu- 
sauiniensetzen;  die  rechnerische  Bestatigung  dieser  Brscheinung  wircl 
man  leiclit  durchftihren. 

Dass  iibrigens  die  Fy(n)  jetzt  insgesamt  eiue  (?4  von  Transforma- 
tionen  in  sicli  zulasst  (bestehend  aas  1,  W}  A,  WA),  brauchen  wir 
kauni  nocli  auszusprechen.  Die  beiden  Transforniationen  W  uncl  WA 
der  goschlossenen  Flache  in  sicli  werden  weiter  unten  (Kap.  5  dieses 
Absehn.)  zu  sehr  interessanten  zahlentlieoretischen  Folgerungen  vtkr- 
wandt  werden. 

§  3.  Zweite  Bmfiilirung  der  Transformation  'Mter  Ordnung  erster  Stufe. 
Die  arithmetischen  Reprasentanten  *). 

Bevor  wir  das  nun  gewonnene  Fundament  fiir  die  functioiien- 
theoretisclie  Besprechung  der  Transformation  verwerten?  mtissen  wir 
einer  anderen  Einfiihrimg  der  Transformation  nter  Ordnung  gedenken, 
die  wir  sogleich  unter  G-ebrauch  nicht-hoinogener  Substitutionen  ab- 
leisten.  Wenn  wir  die  Ausiibung  einer  Modalsiibstitution  V  als  Trans- 
formation erster  Ordnung  bezeichnen  wollen;  so  wircl  man  es  nur  als 
eine  folgericlitige  Begriffserweiterung  ansehen,  wenn  wir  als  Trans- 
formation nio*  Ordnung  die  Ausiibung  der  Substitution: 


/4\  f  ito  77 

(1)  co  =  —  —  ~—y  ,     ad  —  be  =  n 

^  '  cm  +  d  7 

mit  gangen  Zahlen  a,  6,  c,  d  der  joositiven  Determinante  n  erUdren.  Aufs 
leicliteste  sielit  man,  dass  es  unendlich  viele  Substitutionen  (1)  uncl 
also  aucli  fur  ein  ursprungliches  ca  unendlich  viele  transformierte  GO' 
giebt;  aber  wir  wollen  wieder  alle  mit  einander  (beziiglich  der  Modul- 
gruppe)  aquivalenteii  co'  in  eine  Classe  vereinen.  Eine  Classe  von 
Transformationen  niQX  Ordnung  wird  alsdann  gebildet  von  alien 
tionen 


*)  Neben  den  vorhm  schon  genannten  Abhaudluugen  kommt  hier  nainent- 
licii  der  in  Bd.  I  oft  genannte  Brief  Dedekind's  an  Borchardt  »Uber  die  Theorie 
der  elliptischen  Mo&ulfunetionen"  Crelle's  Journ.  Bd.  83  (1877)  in  Betracht. 
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bei  denen  a,  1),  c,  d  eine  bestimmte  Losung  von  ad  —  be  =  n  vorstellen, 
V  dagegen  die  gesamte  Modulgruppe  f  durchlauft. 

Aus  der  Classe  (2)  werde  jetzt  e.iiie  einzelne  Substitution  als 
Bepr'asentant  ausgew'ahlt,  was  offenbar  durcli  bestiramte  und  zweek- 
entsprechende  WaM  von  F  zu  bewerkstelligen  1st.  Der  grosste  ge- 
ineinsanie  Teller  der  beiden  Zahlen  a  und  c  sei  J.;  wir  sclireiben 
alsdann: 

(3)  7--T'    *-T' 

welches  offenbar  zwei  relative  Primzahlen  sind.  Wir  nehnien  dieselben 
zum  dritten  bez.  vierten  Coefficienten  von  V,  und  em  zugehoriges  Paar 
von  Coeffieienten  a,  p  sei  alsdann  ce0;  j30;  das  allgemeinste  derartige 
Paar  1st  durcli 

(4)  «  =  «0-^£,       ^  =  ft  +  -^£ 

gegeben;  wo  £  eine  beliebige  ganze  Zalil  1st.  Ftihren  wir  die  ganze 
ZaH  D  durcli  die  Bedingung  n  =  AD  ein;  so  kommt  an  Stelle  von  (2) 


VJ     —  p  , 

und  hier  bestinimen  wir  endlich  s  durch  die  Bedingung 


Da  auf  diese  Weise  V  eindeutig  bestimmt  ist;  so  haben  wir  als 
Eesultat:  In  jeder  Classe  (2)  von  Transformationen  nter  Ordnung  giebt  es 
eine  und  nur  eine  Substitution  der  Form: 


in  welcher  die  ganzen  Zalilen  A,  B,  D  die  in  (5)  rechts  angeMngten 
Bedingungen  erfilllen.  Es  erscheint  zweckmassig,  die  einzelne  Classe 
durcli  die  ilir  angeborige  Substitution  (5)  zu  reprasentieren  ;  zugleich 
wollen  wir  die  so  gemeinten  Substitutionen  kurz  als  arithmetische 
Eeprasentanten  bezeichnen,  well  sich  dieselben  namlicli  vorzuglich  fur 
arithmetische  Anwendungen  der  Transformation  nter  Ordnung  als  brauch- 
bar  erweisen. 

Um  die  Anzahl  der  unterschiedenen  Substitutionen  (5)  zu  be- 
stimmen?  wird  man  D  alle  Teller  der  Zahl  n  durchlaufen  lassen, 
wahrend  fiir  stehenden  Wert  D  die  Zahl  J3  ein  Eestsystem  modulo  D 
beschreiben  muss.  Die  Anzalil  oiler  Classen  von  Transformationen  ni&* 
Ordnung  ist  sonach  gleich  der  Summe  aller  Teiler  der  Zahl  n,  eine  mitten- 
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fheoretische  Function  von  n,  die  wir  Mnfort  durch  das  Symbol  <t>(n)  "be- 
zeichnen  wollen.  Die  Anzahl  der  in  §  1  aufgestellten  Eeprasentanten 
fiir  Transformation  wter  Ordnung,  die  wir  (wie  schon  in  der  Uberschrift 
yon  §  1  angedeutet)  liinfort  als  die  functionentheoretischen  Eeprasentanten 
zu  bezeichnen  haben  werden;  war  demgegenfiber  ^(n);  es  ist  das  eine 
irn  allgenieinen  von  cj>(n)  verschiedene  Zahl.  Das  nahere  Verhaltnis 
des  einen  zum  anderen  Eeprasentantensystem  liaben  wir  dernnach  nun 
festzustellen. 

§  4.     BezIehTing  zwischen  den  fonctionentrieoretischeri  nnd 
den  arithmetischen  Reprasentanten.    Brweiterung  der  Transformation 

wter  Ordnung, 

Durch  eine  leichte  Betrachtung  folgert  man?  dass  der  grosste 
gemeinsame  Teiler  %  der  vier  Coefficienten  a}  "b,  c,  d  von  (1)  §  3  zu- 
gleich  fiir  die  vier  Coefficienten  aller  Substitutionen.  (2)  §  3  den 
grossten  gemeinsamen  Teiler  abgiebt:  Dieser  Teiler  t  ist  also  ein 
Attribut  der  ganaen  Classe. 

Jetzt  liatten  die  functionentheoretisehen  Reprasentanten  7  wenn  wir 
dieselben  gleich  niclit-homogen  schreiben  wollen?  die  Gestalt: 


wo  die  reclits  angehangte  Modulsubstitution  ein  Eeprasentantensystem 
der  oft  genannten  r^/(w)  zu  durchlaufen  hat.  Diese  Substitution  (1) 
subsumiert  sich  offenbar  unter  (1)  §  3,  und  zwar  haben  wir  des 
naheren  t  =  1  .  Jedem  functionentJieoretischen  Eeprasentanten  entspricht 
sonach  ein  arithmeiischer,  dessen  t  gleich  1  ist. 

Sind  umgekehrt  A,  J?,  D  irgend  drei  den  Bedingungen  AD  =  n, 
0  <  S  <  D  genilgende  positive  Zahl  en  ohne  gemeinsamen  Teiler  >  1, 
so  konnen  wir  immer  eine  Modulsubstitution  F  ausfindig  machen?  die 
der  Gleichung: 
(2) 

geniigt;  unter  V  wieder  eine  Modulsubstitution  verstanden.  Die  linke 
Seite  von  (2)  lautet  namlich  ausfuhrlich  geschrieben: 


D 

und  also  mussen  wir  zur  Bestimmung  von  V  die  Congruenzen: 
(4)  ccAEEQ,     ccB  +  pDEEEQ,     (mod.  n) 

discutieren.     Hierbei  benenne  man  mit  (?   den  grossten  gemeinsamen 
Teiler  von  A  und  J&  und  verstehe  unter  g0;  £0  zwei  der  Gleichung 
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(5)  :4  — T-I 

geniigende  gauze  Zahlen;  die  allgemeinste  Losung  von  (5)  ist  dann: 

*.        t     .        B  .       A 

S  —  So  +  f  — >    £==£o  +  ^v 

wo  die  ganze  Zahl  y  willkurlich  bleibt.  Inzwischen  denken  wlr  doeli 
t]  so  bestirnmt,  dass  s  prim  gegen  6  ist.  Dies  hat  keine  Schwierig- 
keit:  Erstlich  ist  namlich  s  als  Losung  von  (5)  prim  gegen  alle  die 

A 

Primteiler  von  tf;  die  —  teilen.    Spalten  wir  diese  von  tf  ab,  so  bleibe 

A 

0Q,  welch'  letztere  Zahl  nun  gegen  —  prim  ist.    Eben  deslialb  konnen 

wir  jetzt  q  so  bestimmen,  dass  s  relativ  prim  gegen  <?0  und  also 
gegen  6  wird.  Man  setze  nun  einfach: 

«  =  £D?     p  =  6  =  £A  —  sB, 

womit  zwei  relative  Primzahlen '  gewonnen  sind;  die  (4)  befriedigen. 
Ein  zugehoriges  Zahlenpaar  y9  8  wahlen  wir  willkiirlich  und  haben 
dadurch  F  bestimmt.  Unter  Einftihrung  der  neaen  Bezeichnungen 

£  =  a',       g  =  /J',       yA  ==  y',       y  B  +  8D  =  d' 
haben  wir  vier  ganze  Zahlen  a',  ft',  y',  $'  der  Deterininante 
a'i'  -  py'  =  £D3  —  (g J.  _  sS)y  =  ad  —  py  =  1 

gewonnen;  sie  liefern  uns  ersichtlich  die  Coefficienten  der  (2)  befrie- 
digenden  Substitution  F'.  Jedem  arithmetischen  Reprasentanten  vom  Teller 
tr  =  1  ist  sonach  ein  functionenfheoretischer  Reprasentant  zugeordnet. 

Haben    wir   nunmehr    eine   Transformation   (5)   §  3    vom   Teiler 
tr>l,    so   erhalten    wir   durch  Portheben    desselben   eine    solche    der 

Determinante   — ,    auf    welche    direct   die    soeben    durchgefiihrte   Be- 

trachtung  passt,  insofern  ihre  drei  Coefficienten  einen  gemeinsamen 
Teiler  >  1  nicht  aufweisen.  Wir  sprechen  demnach  sogleich  den  Haupt- 
satz  aus;  Unter  den  <b(ri)  Classen  des  vorigen  Paragra^hen  sind  stets 
und  nur  diejenigen  von  gleichem  x  in  unserem  Sinne  mit  einander  gleich- 

T)erechtigt;  die  Zahl  der  Classen  fur  das  ein^elne  t  ist  ty  (^j ;  und  wir 
erhalten  demnach  die  gaMenfheoretische  Eelation: 

(6)  <t>(») 

summiert  Ober  alle  guadratischen  Teiler  r2  von  n.  Pormel  (6)  bietet 
eine  gewisse  Analogic  zur  Gleichung  (3)  p.  10  dar?  und  in  der  That 
kniipfen  sich  an  (6)  "ahnliche  Bemerkungen  wie  damals  an  (3)  p.  10. 
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Die  Transformation  im  Sinne  ties  vorigen  Paragraphen  werden  wir 
als  erweiterte  Transformation  nter  Ordnung  bezeichnen  und  derngegen- 
iiber  diejenige  des  §  1  als  eigentliche.  Jene  besteht  offenbar  aus  dem 

Inbegriff  aller  eigentlichen  Transformationen  der  Ordnungen  ^-.      So 

oft  n  quadratisclie  Teiier  nicnt  aufweist,  ist  <t»(n)  =  ^(w);  dies  ist 
insbesondere  fiir  Primzahlen  n  der  Pall,  wo  man  die  beideiiei  Repra- 
sentanten systerne  aufs  leichteste  in  einander  iiberfukrt  Naturlicli 
komint  bei  rein  quadratisehen  n  fiir  die  erweiterfce  Transformation 
auch  diejenige  der  ersten  Ordnung  rait  in  Betracht.  — 

Als  eine  abgeklirzte   Bezeichnung  fur  uasere    beiden   Arten    von 
Eeprasentanten  verabreden  wir  diese: 


(7)  »W_,      «W_, 

wo  i  fur  eigentliche  Transformation  die  Zahlen  07  1;  2?,..?  ^  —  1 
durchlauft,  dagegen  als  Index  von  E  bei  erweiterter  Transformation 
die  Zahlreihe  0,1,...,  0(w)  —  •  1.  In  einem  und  nur  einem  Palle 
stininien  beide  Reprasentanten  (7)  mit  einander  tiberein>  offenbar  fur 
Ai  =  n,  Si  «=  0,  Dj  —  1;  wir  denken  uns  diesen  Reprasentanten  als 
ersten  JS0'  =  EQ  in  den  Reilien  (7)  angeordnet. 

Voa  §  1  her  wissen  wir?  dass  die  fy(n)  Reprasentanten  (7)  der 
eigentlicnen  Transformation  »*"  Ordnung  den  ifr(ri)  gleichberechtigten 
Untergruppen  f^]  eindeutig  zugeordnet  sind;  insofern  durcb  Ausiibung 
einer  Substitution  v®  der  H;>  auf  das  in  JR/(o»)  bez.  J2j(oi)  enthaltene 
Argument  CD  nur  eine  andere  Transformation  derselben  Classe  ge- 
wonnen  wird: 

(8)  JS/(^')((D)) 


Man  wird  es  aber  sofort  als  den  wesentliclien  Unterschied  zwischen 
E  und  R'  ansehen,  dass  bei  Auswahl  der  R'  Bezug  genommen  ist 
auf  eine  besondere  unter  jenen  Untergruppen  TlfJ  (auf  diejenige  nani- 
licli,  welche  der  Classe  B0  =  JR0A  zugewiesen  ist),  w'ahrend  bei  Hi  eine 
derartige  Rucksichtnahme  nicht  vorliegt.  Indeni  wir  also  vorhin  ip(n) 
Modulsubstitutionen  Vi  mit  der  Bedingung  F«JBj  =  B{  als  existierend 
nachwiesen,  wird  durch.  Anhangung  dieser  F*  dem  Reprasentanten- 
system  EI  eine  besondere  Beziebung  zur  f^  aufgedrtickt.  Ebenso 
konnten,  wir  aber  auch  jede  der  (ip  —  1)  anderen  f^  berticksichtigen 
und  solcherweise  z.  B.  1/>(W)  Substitutionen  F/  ansfindig  machen,  so 
dass  sieh  das  Reprasentantensystem: 

(9) 
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zur  r^>=  T-*r®)T  ebenso  verbielte,  wie  die  JB/  zur  r$.  Was  aber 
den  bevorzugten  Gebrauch  der  f^  als  besonders  vorteilhaft  erscbeinen 
lasst;  ist  letzten  Endes  nichts  anderes  als  der  Umstand,  dass  F^  die 
Substitution  8  enthalt,  und  dass  dementsprecliend  die  zur  f^  geko- 
renden  Modulfunctionen  Entwicklungen  naeh  ganzen  Potenzen  von  r 
zulassen  miissen. 

§  5.    Verzweigung  und  Gesohleclit  des  Transformationspolygons 

nie*  Ordmmg. 

Einen  ersten  Gebraucb  des  aritbmetiseben  Reprasentantensystems 
macben  wir  bei  der  Bestimnmng  der  Verzweigung  und  dets  Gesclilechts 
der  Transformationsflaclie  »tor  Ordnung  jFV  (»>*)•  Sei 

70-1,     F^...,     F^t 

ein  Reprasentantensystem  der  f^?  so  besteht  das  Polygon  Fy  aus  den 
^  Doppeldreiecken  1,  F1;...,  F^—  1;  und  wir  baben: 

(1)  F/Jk(a>)  =  nF.(<D), 

wo  natiirlicn  aucli  die  F/  and  ere  als  die  in  (9)  §  4  gemeinten  Sub- 
stitutionen  sind. 

Jetzt  fixiere  man  auf  der  geschlossenen  Fy  einen  der  Eckpunkte 
a  ;  derselbe  sei  im  Polygon  Fy  der  niit  CD  ==  i  aquivalente  Punkt  des 
Doppeldreiecks  F»,  welcb.7  letzteres  die  in  Rede  stehende  Eeke  nocli 
init  dem  andern  Dreieck  ViT  gemeinsaui  bat.  ;  Wir  bemerken  sofort: 
Punkt  a  ist  auf  der  geschlossenen  Fy  dann  und  nur  dann  von  zwei 
Elementardreiecken  unilagert;  wenn  die  beiden  Transformationen: 

(2)  F/JBjTCai)  =  n  F,  T(w)  ,       71  E^  =  n  F,(a>) 

in  dieselbe  Classe  gehoren,  wenn  sicb.  also  eine  der  Bedingung 

(3)  VEiT(G>)  =  Ei(m) 

gentigende  Modulsubstitution  F  finden   lasst.     Existiert  ein  solcbes  F 
nicbt?  so  ist  a  von  vier  Elementardreiecken  unilagert. 

Pur  die  Discussion  von  (3)  sclireiben  wir  diese  Gleicbung  ex~ 
plicite  : 


und  baben  durch  Identificierung  derselben  mit  (2)  p.  45  von  dortber 
sofort  alle  Mittel,  urn  die  Betrachtung  zu  Ende  za  ftihren.  Wie  man 
an  jener  Stelle  nacbseben  wolle,  muss  A  grosster  gemeinsamer  Teiler 


*)  So  werden  wir  offenbar  kurz  das  zur  geschlossenen  Fl'aclie  zusammen- 
gelegte  Transformationspolygon  wtor  Ordnung  nennen  durfen. 

Klein-Fricke,  Modulfunctionen,  II.  ^ 
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von  £  und  D  sein;  da  wir  aber  mit  eigentliclier  Transformation  zu 
thun  haben,  so  folgt  daraus  ,4  =  1,  D  =  n  und  S  prim  gegen  n. 
Als  dritten  nnd  vierten  Coefficienten  der  Substitution  F  haben  wir 
weiter  nach  (3)  §  3: 

y   =   M,  8   =   B 

und  nitissen  also  a  und  0  aus 

(5)  aS  +  /Sw  =  1 

bestiminen,  worauf  Grleieliung  (4)  in  der  Gestalt  ersclieint: 

co  —  a    oo  -f-  IB 

__ ^ 

Es  folgt  weiter  a  =  —  JB;  womit  Gleichung  (5)  zur  Congruenz: 

(6)  JS2^  — 1,     (mod.  w) 

Anlass  giebt.     So   oft  andrerseits  diese  Congruenz   erfiillt  ist,  liaben 
in: 

Bco 


die  gesuclite  Modulsubstitution  F  und  gewinnen  so  nnmittelbar  das 
Resultat:  Js^  ^  die  AneaU  incongruenter  Losungen  der  Congruens  (&),  so 
giebt  es  auf  der  geschlossenen  Fy  im  ganzen  ^  PunUe  a,  die  je  nur  von 
$wei  ElementardreiecJcen  umlagert  sind;  die  ubrigen  %($>  —  ^)  PunMe  a 
sind  von  je  vier  Dreieclcen  umringt. 

Ein  einzelner  Punkt  I  der  Fy  sei  jetzt  ferner  im  Polygon  die 
mft  co  =  $  aquivalente  Ecke  von  7< ;  &  wird  stets  und  nur  dann  von 
nur  zwei  Elementardreiecken  unilagert  sein,  wenn  es  eine  Modulsub- 
stitution F. giebt,  die  der  Bedingung  VEiU(m)  =  ^(05)  oder  explicite 


geniigt.     Jetzt  ist  A  grosster  Teller  von  (A  —  J8)  und  D,   nnd  also 
ist  wiederuni  A  =  1,  D  =  w,  y  =  n,  <J  ==  1  —  J5,  wahrend  far  a,  /3 

(8)  «(1  —  JS)  —  pn  =  1 

gilt.     Indem  wir  (7)   herstellen,    soweit   diese  Gleichung  bislang  be- 
stimmt  ist,  findet  sich  wieder  a  =  B,  worauf  (8)  die  Congruenz 

(9)  J32  —  £  +  1  =  0,     (mod.  ») 

liefert    Andrerseits,  so  oft  diese  Congruenz  erfullt  ist,  haben  wir  in: 

V(&)  =  — — ^qT(r~iy""" 
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aueh  wirklich  die  gesuehte  Substitution  gefunden.  1st  also  SQ  die  An- 
zohl  incongruenter  Losungen  von  (9);  so  sind  SQ  Purikte  I  der  Fy  von  je 
wvei  Elementardreieclten  umlagert  i  die  gurucKbleibenden  \($'  —  «0)  Pun'kte 
&  sind  von  je  sechs  Dreiecken  umlagert. 

Eage  endlich  das  Doppeldreieck  Vt  mit  seiner  dritten  Ecke  an 
den  Punkt  c  heran,  der  auf  der  Fy  insgesamt  von  2v  Elementardrei- 
ecken  umlagert  sei.  Da  F^  eine  Untergruppe  niQI  Classe  ist;  so  ist  v 
sicker  ein  Teiler  von  n.  Um  aber  genaueres  tiber  v  zu  erfahren? 
nitissen  wir  VEiSv(cf)  =  12,-  (co)  oder  explicite 


ansetzen,  und  es  ist  jetzt  v  die  kleinste  positive  ZaM7  fur  welche  sicli 
in  (10)  eine  zugehorige  Modulsubstitution  V  finden  lasst.  Hier  er- 
halten  wir  nacli  den  Eegeln  des  §  3  ohne  weiteres  a  =  $  =  l?  y  =  0; 
v  A  +  &D  =  0;  ist  also  t  der  grosste  gemeinsame  Teiler  von  A  und 


D,  so  ist  offenbar  v  =  —r-  ,    Una  aber  fur  stehenden  Wert  D  alle  zu-  • 

genorigen  JRj(co)  zu  erhalten;  miissen  wir  B  bekanntlich  prini  gegen  t 
und  ubrigens  im  Intervall  0  <£  B  <  D  wahlen.     Man  zahlt  sofort  ab, 

class  es  —  y>(t)  verscliiedene  B  dieser  Art   giebt?    was  nebenner  die 
Relation  : 

(ii)  <K«) 

zur  Polge  hat.     Die  —<p(£)  DoppeldreiecJce,  welclie  filr  den  Einzelwert  D 
eintreten,  werden  sicJi  auf  der  geschlossenen  Fy  m  <p(f)  Krangen  von  je 

—  Doppeldreieclcen  anordnen  und  solcJierweise  cp(£)  Ptirikte  c  der  gesclilos- 
t 

senen  Flache  umringen. 

Die  Bestimmung  des  Gesclilecnts  p  unserer  Flacne  Fy  kann  jetzt 
auf  Grund  von  I  p.  340  Formel  (2)  ohne  weiteres  geschehen.  Wir 
erhalten: 

(I-  -  1), 


was  sich  mit  Hulfe  von  (11)  zu  folgender  Schlussformel  0usammenaieM: 


±i>  -  ~ 


*)  Diese   Form  el  ist   zuerst  von  Hrn.  Gierster   aufgestellt  worden;    vgl. 
dessen  ,9Notiz  fiber  Modular glticlmng en  lei  zuswinengesetetem  Tr<msformationsgrad:f, 

Math.  Ann.  Bd.  14  (1879). 

4* 
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Bei  Primzalilen  n  =  q>  3  liaben  wir  fiir  D  nur  die  beiden  Werte 
D***l,q,  und  beide  Male  1st  9>(Y)  =  1;  tiberdies  finden  wir  durch 
elementare  zah.lentb.eoretisclie  Regeln: 


wo  in  die  beiden  letzten  Pormeln  recMer  Hand  das  in  der  Theorie 
der  quadratiscben  Reste  gebraucliliche  Legendre'sche  Zeichen  auf- 
genommen  ist.  Formel  (12)  giebt  demnach  als  G-esMecM  des  Trans- 
formationspotygons  von  FmnzaUordnung  g: 

(13)  p  =  —  2-  +  -jg-ff  —  Y  (y)  —  T  (~)  '   - 

Die  nahere  Berechmmg  zeigt?  dass  die  einzigen  Primzalilordnungen7 
welche  far  f^  ein  Gesclileciit  p  =  0  ergeben, 

(14)  ^  =  2;3;5;7?13 

sind;  dem  Falle  q  =  11  komrat  das  Gesclilecht  p  =  1  zu.  Des  wei- 
teren  taben  unter  den  znsaminengesetzten  Ordnungen  n  nur 

(15)  n  =  4,  6,  8?  9,  10,  12,  16,  18,  25 
das  Geschlecht  p 


§  6.    Fnactionentlieoretlsch.©  Betrachtung  der  Transformation. 
Die  Transformationsgleiclrangen. 

Fiir  die  functionentheoretisclieBesprecIiung  der  (eigentlichen)  Trans- 
formation ^ter  Ordnung  laben  wir  unmittelbar  an  die  Erorterungen 
des  §  1  anzukniipfen  imd  yerstehen  also  unter  F(&19  o?2)  e^ne  a^Se" 
braische  Modulform  erster  Stufe,  die  aber  auch  von  nullter  Dimension 

sein  darf.  Dass  dann  auch  Jp(o1;^)  als  ein  zur  r>  geborender  Mo- 
dul  nior  Stufe  algebraist  ist,  diirfte  aus  den  doppelt  geteilten  Polygonen 
des  §  2  sofort  evident  werden.  Unsere  ScUussweisen  aus  Bd.  I  sind 
Hermit  ohne  weiteres  anwendbar  und  liefern  uns  das  Resultat:  Der 

trans  formierte  Modul  JF(O>I;  ^)  ist  Wurzel  einer  irreducibelen  algebraischen 
GleicJwng  ^te11  Grades: 

(i)    xv+Bl(g^g^^+^(g*,g^^+  *  •  •  +^fe?ft)  =  0; 

deren  Coefficientm  rationale  Functionen  von  g<^g%  sind.  Wir  wollen 
eine  solclie  Gleicliung  kurz  als  eine  0ur  Ordnung  n  geJiorende  Trans- 
formationsgleicfiung  benennen  und  werden  zwischen  formen-  und  func- 


*)  Of.  die  "bis  M-«=61  gehende  Tabelle,  welche  Hr.  Kiepert  in  seiner  am 
Anfang  des  Kapitels  genannten  Arbeit  in  Bd.  32  der  Math.  Ann.  atifgestellt  hat. 
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tionentJieoretiscJien  Transforniationsgleichungen  unterscheiden.     Ira  letz- 

teren  Falle  werden  wir  an  Stelle  von  (1)  ancli 

(2)  &>  +  JR^J)^!  -|  -----  h  E^(J]  =  0 

schreiben  konnen.  In  diesem  unmittelbaren  Schluss  auf  die  Existenz 
der  Gleichungen  (1)  und  (2)  hat  man  wieder  einen  Erfolg  unserer  in 
I  entwickelten  algebraischen  Principien  zu  erkennen.  Ira  Gegensatz 
dazu  fiihrte  man  sonst  die  Transformationsgleichungen  mittelbarer 
Weise  als  Resolventen  der  Teilungsgleieliungen  ein?  verrnoge  eines 
Gedankengangs,  den  wir  schon  wiederholt,  und  zwar  zuletzt  am 
Sclilusse  von  §  1  des  vorliegenden  Kapitels  erw'ahnten,  Die  Existenz 
der  Teilungsgleichungen  ihrerseits  erscliloss  man,  wie  wir  schon  an- 
fiihrten,  auf  Grund  des  Additionstheorerns  der  doppeltperiodischen 
Functionen. 

Nadi  (12)  §  1   haben  die   zur  nien  Ordnung  gehorenden  Transfor- 
mationsgleichungen  eine  Monodromiegruppe  der  Ordnung: 


n  und  <3  in  der  damaligen  Sedeutung  gebraucht.  Umgekehrt  ausgesprochen 
sind  also  jene  Transformationsgleichungen  Eesolventen  eines  Galois- 
schen  Problems  ni6*  Stufe  von  deni  in  (3)  angegebenen  Grade.  Hier 
haben  wir  aber  immer  und  nur  dann  den  Grad  des  zur  Stufe  n  geho- 
renden Galois'schen  Hauptproblems  (desjenigen;  welches  der  Haupt- 
congruenzgruppe  nter  Stufe  entspricht),  wenn  n=2  oder  4  oder  gleich 
einer  Primzahlpotenz  oder  endlich  deni  Doppelten  einer  solchen  ist. 

Hat  n  quadratische  Teiler?  so  konnen  wir  in  der  bereits  erlauterten 
Weise  Erweiterung  der  Transformation  wter  Ordnung  eintreten  lassen, 
indem  wir  die  eigentlichen  Transformationen  aller  Ordnungen  —  zu- 
sammenfassen.  Wenn  wir  dann  fur  eine  und  dieselbe  Form  F(co±^  oa) 
alle  bezuglichen  irreducibelen  Transformationsgleicliungen  bilden  und 
das  Product  ihrer  linken  Seiten  mit  Null  identisch  setzen?  so  ent- 
springt  eine  zur  Ordmmg  n  gehorende  reducibele  TrmsformationsgleicMng. 
Der  Grad  derselben  ist  gleich  &(n),  der  Teilersumme  von  n. 

Nach  diesen  allgenieinen  Erorterungen  haben  wir  diejenigen  be- 
sonderen  Folgerungen  zu  betrachten,  welche  mit  einer  besonderen  Aus- 
wahl  des  zu  transformierenden  Moduls  gegeben  sind.  Nehinen  wir  erst- 
lich  F  als  gange  algebraisehe  Modulform  erster  Stufe*),  wobei  wir  als 
einfachste  Beispiele  g%,  g%  und  A  haben.  Da  alsdann  das  ursprting- 
liche  und  also  auch  das  transformierte  F  im  Innern  der  Halbebene 


*)  d,  i.  eine  ganze  rationale  Function  von  </2,  (/3. 
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nirgends  unendlicli  wird,  iiberdies  aber  die  Reilienentwicklung  fur  F 
bei  co  =  ioo  nur  positive  Exponenten  von  r  aufweist  (was  dann  unter 
Gebrauch  der  arithnietisclien  Keprasentanten  auch  fiir  die  transfer- 
mierten  F  erkannt  wird),  so  findet  hier  die  schon  einmal  (p.  13  u.  £) 
gegebene  Uberlegung  Schritt  fiir  Schritt  wieder  Verwendung,  und  wir 
finden  den  Satz:  1st  F  eine  ganze  Modulform  erster  S&ufe,  so  genilgt 
das  transformierte  F  einer  irreducibelen  Gleiclmng  ^  Grades: 

deren  Coefficients  ganze  rationale  Functionen  von  #2?#3  s^n^-  —  Grange 
Moclulfornien  der  ersten  Stufe  geben  also  transforroiert  ganw  Modul- 
formen  wtor  Stufe. 

Bei  der  expliciten  Aufstellung  einer  Gleichung  (4)  kommt  natiir- 
lich  wieder  der  formentheoretische  Ansatz  in  Betracht,  der  uns  bereits 
in  I  (p.  756)  und  im  voraufgehenden  Kapitel  bei  den  Teilwerten^von 
$>,$>'  wesentliche  Dienste  leistete.  So  haben  wir  z.  B.  fur<I<7  =  #2  an 
Stelle  von  (4)  bis  auf  numerische  Bestandteile: 

(5)  X*P  +  ag^x^~~l  -f-  fr<7/^~~2  +  (pffz*  "i"  d(j^)x^~~^  -j-  . .  .  =  0, 
oder  ftir  F  —  A: 

(6)  f/^+(^2H^V^^ 

Die  nunierischen  Ooefficienten  a}  ?>;  c . .  .  sind  hier  stets  rationale 
Zahlen,  die  man  nach  den  bereits  oben  (p.  15)  bei  den  Teilungsglei- 
chuugen  aus  einander  gesetzten  Methoden  finden  kami*). 

§  1.    Fortsetznng:  Die  Transforraationsgleichnngen  fiir  J(ci), 
Begriff  der  Modulargleiclinng, 

Unter  den  functionentheoretischen  Transformationsgleichungen  wer- 
clen  vor  allem  diejenigen  fiir  J(co)  interessieren.  Schreiben  wir  aber 
3'  =  J"(wco)?  so  wird  Jf,  sowie  samtliche  niit  Jr  gleichberechtigte 
Moduln,  im  Innern  der  Halbebene  allenthalben  endlich  sein.  Fiir  diesen 
Pall  werden  demgemass  die  Coefficienten  der  Transformationsgleichung 
durchgehends  ganse  rationale  Functionen  von  Ji 

eine  Gleichung,  deren  linke  Seite  wir  durch  f(J',J)  bezeichnen  wollen. 
Der  Grad  der  ganzen  Functionen  (?(J)  bleibt  zunachst  unbekannt;  nur 

*)  Transformationsgleiclaungen  fiir  ^2,  gQ  hat  auf  Veranlassung  von  Weier- 
s  trass  zuerst  Hr.  Felix  Millie  r  in  seiner  Dissertation  $,De  transformatione  func- 
tionum  eltipticarum",  Berlin  (1867),  aufgestellt.  Yergl.  auch  Brioschi  in  den 
Comptes  Rendus  Bd.  79  (1874):  )9Swr  une  formule  de  transformation  des  fonctions 
elMptigues". 
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werden  wir  sogleich  sehen,  dass  kein  Cr  den  ^ten  Grad  ilberschreiten 
kann.    Uin  (1)  explicite  zu  gewinnen;  konnte  man  demnach  etwa  alle 
Cr  als  ganze  Functionen  ^ten  Grades   mit  unbestimmten  Coefficienten 
anschreiben  und  letztere  nach  einer  der  wiederholt  genannten  Methoden 
bestimmen. .  Man  wiirde  sicli  dabei  z.  B.  aus  I  p.  154  (2)  elne  Potenz- 
entwicklung  nach  r  fur  «7"(a>)  verschaffen,  von  der  man  eine  Anzahl 
Anfangsglieder  wirklich  bereehnet  haben  miisste.    Daraus  wiirde  man 
eine    entsprechende    Entwicklung    fur    J'  =  /(nw)    unmittelbar    ab- 
sehreiben  und  vermoge  beider  Entwicklungen  die  linke  Seite  von  (1) 
selbst  in  eine  Reihe  nach   ansteigenden  Potenzen   von   r  umwandeln. 
Die  Coefficienten  der  letzteren?   die  aus  wohlbekanntem  Grunde   alle 
mit  Null  identisch   sein  miissen,    sind  aber  lineare  Functionen  der  in 
(1)   als  unbestimmt  angesetzten  Grossen;   fur  deren  Bestiinmung  sol-; 
cherweise  eine  liinreicliende  Anzahl  linearer  Gleichungen  sich  ergiebt. 
Dass   aber  in  der  That  ein  und  nur  ein  Losungssystem  hierbei  ein- 
tritt,    entnimnit  man  leicht  aus   der  Existenz  und  Irreclucibilitat  der 
Gleichung  (1).     Ubrigens  erhalten  wir  aus  der  Natur  der  Keilienent- 
wicklung  fiir  J  hier  wieder  die  Erkenntnis;  dass  die  numerischen  Co- 
efficienten der  Gleichung  (1)  durchgangig  reelle  rationale  Zahlen  sind*). 
Da  sich  aber  die  beschriebene  Methode  bei  wirklicher  Durchfiihrung 
ausserst  umstandlich  gestaltet,  auch  wenn  man  die  uns  bekannte  Ver- 
zweigung  von  Jf  als  Function  von  J  beriicksichtigt,  so  sehen  wir  von 
der  Durchrechnung  eines  Beispiels  ganz  ab**). 

Das  Transformationspolygon  wird  durch  die  Spiegelung  A  in  sich 
transforrniert,  und  da  hierbei  sowohl  <J(c?)  wie  J(nco)  in  ihre  conju- 
giert  complexen  Werte  iibergefuhrt  werden ;  so  miissen  die  numeri- 
schen Coefficienten  in  (1)  durchgehends  reell  sein.  Wahrencl  wir  aber 
letzteren  Umstand  soeben  bereits  auf  anderem  Wege  erkannten,  ist 
es  nun  besonclers  wichtig;  die  Existenz  der  Transformation  W  [cf.  (4) 


*)  Eingelaender  handelt  von  den  zahlentheoretiscnen  Eigenschaften  der  Go- 
efficienten  der  Gleichung  (1)  die  Note  von  Hrn.  Pick  9>Zwr  Lehre  von  den  Mo- 
dulargleichungen  der  elliptischen  Functionen",  Berichte  der  "Wiener  Akademie 
Bd.  91  p.  138  (1885). 

**)  Die  fiir  n  =  3  eintretende  Gleichung  vierten  Grades  ist  von  Stephen 
Smith  berechnet  und  hat  die  Gestalt: 
x(sc  +  27  .  3  .  53)3  +  y(y  +  27  .  3  .  5s)a 


.  84  .  13  .  193  .  6367£C22/2  +  28  .  3s  .  5s  ,  k&llxy(x  +  y)  -  216  .  56  .  22973^  =  0, 


27  27 

wo  x  =  -  e7,    y  ==  —  J'  genommen  ist;    vgL  Proceedings  of  the  London  Ma- 
4  4 

thematical  Society  1878,  p.  242  und  1879,  p.  87, 
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p,  42]  des  Polygons  Fy  in  sicli  fur  die  weitere  Untersuchung  von  (1) 
zu  verwerten.  Uben  wir  nanilich  in  f(J',  J)  ==  0  oder,  ausfuhrlicli 
gesckneben,  in  f(J(nca\  J"(co))  =  0  anf  co  die  Operation  der  Periode 

zwei   W(®)  =  —  aus,  so  kommt,  da  J  gegeniiber  T  invariant  ist, 
/•(cTdD),  J"(no}))  =  0,  d.  I.  f(J,  J')  =  0; 

es  ist  dmgemtiss  Jr  dieselbe  algebraische  F^mction  von  J,  ^vie  iinigelwlirt 
J  von  J"'.  Wir  benutzen  nun  aber  weiter  den  Umstand,  dass  die  linke 
Seite  von  (1)  eine  irreducibele  ganze  Function  von  J,  Jr  ist.  Daraus 
ist  erstlicli  zu  schliessen,  dass  die  linke  Seite  /(/',  J")  der  Gleichung  (1) 
bei  Vertauschung  ilirer  beiden  Argumente  bis  auf  einen  constanten 
Factor  ^  in  sich.  selbst  tibergehen  muss,  d.  li.  dass  die  Relation 
identiscli  besteht: 


Indem  wir  in   dieser;  filr  willkiirliclie  J,  Jf  gelteuden;   Gleicliuug   die 
Bezeiclmungen  J}  Jr  der  Variabeln  vertauschen,  folgt 


und  also  ist  K  =  +  1;  so  dass  wir  nur  uocli  zwischen  den  beiden 
Gleichmigen:  f(J?J')  —  '^rf(J'';J')  zu  entsclieiden  liaben.  Ware  aber 
liier  das  untere  Zeiehen  das  riclitige,  so  ware  in 


die  reclite  und  also  aucli  die  linke  Seite  irreducibel,  entgegen  der  offeu- 
bar  zutreffendeu  Tliatsaclie,  dass  die  linke  Seite  den  Factor  (Jf—  J) 
besitxt.  Notwendig  ist  demnach  f(J,  J"')  =  f(J'f  J")  fur  unabhtingig 
gedaclite  c/?  J'3  und  \vir  liaben  clas  Kesultat:  Die  Unite  Seite  der  Trans- 
formationsgleichuny  ty(n)*cn  Grades  furJ  ist  eine  irreducibele  synwietrische 
ganse  Function  von  J  und  J"'. 

Der  besonders  charakteristiselie  Zug;  welcher  mit  der  Betrachtung 
der  Modulfunction  J  liier  eingetreten  ist;  dlirfte  wolil  der  sein;  dass 
der  transformierte  Modul  allein  an  seinen  nrspriinglicJien  Wert  clurch 
eine  algebraische  Relation  t^(n)tei1  Grades  gebunden  ist.  ludein  hier- 
tlureli  unter  den  bislang  betrachteten  Transformationsgleicliungen  die- 
jenige  fur  J  besonders  ausgezeiclinet  ist*),  wollen  wir  fiir  sie  nock 
eine  specielle  Benennung  einfuhren,  und  wir  folgen  Iiierbei  einem  alien 
Brauclie,  wenn  wir  sie  als  eine  Modulargleichung  bezeiclmeu.  Als  be- 
stirainenden  Charakter  einer  Modulargleichung  unter  alien  sonst  auf- 
stellbaren  Transformationsgleicliungen  aber  sehen  wir  an,  dass  sie  eine 


*)  Man  sehe  z.  B.  die  unter  (5)  und  (6)  §  6  angegebenen  Gleichungen,  cleren 
Coefficienten  immer  zugleich  aus  g%  imd  g3  zusammengesetzt  sind. 
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irreducible  Relation  ^ten  Grades  miscJien  den  urspriinglichen  und  trans- 
formierten  Werte  einer  Modulfunction  sei,  dass  ihre  linJce  Seite  Vertausch- 
lartieit  des  ursprunglichen  und  transformierten  Moduls  oder,  fairs  gesagt, 
Hirer  leiden  Arguments  zulasse,  dass  endlieJi  die  Monodromiegruppe  der 
Modulargleichung  die  in  (12)  p.  40  gegelene  Ordnung  aufweise*\  In  der 
That  treffen  diese  Eigenschaften  bei  den  Transfonnationsgleichungen 
hoherer  Stufe  zu,  welche  Jacobi  und  Andere  ihrer  Zeit  als  Modular- 
gleichungen  bezeichnet  haben. 

Aufs  leichteste  unterrichtet  man  sich  ftber  den  Umfang  aller  bei 
der  ersten  Stufe  eintretenden  Modulargleichungen.  Jede  Modulfunction 
erster  Stufe  F(d)  ist  mit  ihrer  transformierten  F' (®)  =  F(naf)  durch 
eine  irreducibele  algebraisclie  Relation  verbunden;  denn  beide  sind 
Moduln  der  f^.  Ist  aber  F  im  Ausgangsdreieck  we-wertig,  so  ist 
leicht  ersichtlich  der  Grad  dieser  Eelation  m*l>(ri).  Daher  das  Re- 
sultat:  Nur  fur  die  Hauptmoduln  erster  Stufe  existieren  Modular- 
gleicliungen,  fur  diese  aler  stets;  in  der  That  sind  sie  ja  alle  lineare 
Functionen  von  J. 

Die  Modulargleichungen  fur  J  sind  wiederholt  Gegenstand  der 
Untersachung  gewesen.  Unter  den  wichtigsten  beztiglichen  Arbeiten 
haben  wir  an^  erster  Stelle  wieder  Hrn.  Dedefcind's  oft  genanntes 
Schreiben  an  Borchardt**)  zu  nennen,  in  welcheni  die  in  Rede  ste- 
henden  Gleichungen  als  Valenzgleichungen  eingefiihrt  werden.  Die  am 
Eingang  des  Kapitels  ausfiihrlich  genannteii  Untersuchungen  von  Hrn. 
Klein***)  betreffen  zumal  die  unter  (14)  p.  52  zusammengestellten 
Primzahlfalle  des  Geschlechtes  jp  =  0;  man  konnte  fur  dieselben  auf 
indireetem  Wege  explicite  Pormeln  herstellen,  wie  wir  sogleich  sehen 
werden.  Mit  Hlilfe  der  von  Hrn.  Klein  eingefiihrten  Principien  hat 
alsdann  Hr.  Giersterf)  die  zusammengesetzten  Ordnungen  n  des  Ge- 
schlechtes p  ==  0  erledigt  (cf.  (15)  p.  52).  Es  schliessen  sich  hier 
auch  die  Untersuchungen  von  Hrn.  Kiepert  an?  die  zu  Anfang  des 
Kapitels  genannt  wurden;  dieselben  konnten  dank  der  Aufnahme  wei- 
terer  Htilfsinittel,  nainentlich  der  Teilwerte  von  p  und  0  (die  zur  Her- 
stellung  inoglichst  einfacher,  zum  Transform ationspolygon  gehoriger 
Moduln  benutzt  werden)  weit  fiber  die  Anfangsfalle  p  =  0  ausgedehnt 
werden.  Einige  von  den  hiermit  erwahnten  Untersuchungen  werden 
wir  weiterhin  noch  ausftihrlicher  kennen  lernen.  Endlich  haben  wir 


*)  Cf.  Klein,  Mathena.  Annalen  Bd.  17  p.  67  (1879). 
**)  Orelle's  Journal  Bd.  83  (1877). 
***)  Mathem.  Annalen  Bd.  14  (1878). 
t)  Vergl.  das  Citat  p.  51. 
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nocli  der  beiden  hierher  gehorigen  Arbeiten  von  Hrn.  Weber*)  zu 
geclenken,  in  .deneu  die  Modulargleichungen  von  J  zu  Untersuchungen 
aritbmetiselien  Gharakters  verwertet  werden;  wir  kommen  auf  die  letz- 
teren  Gegenstande  weiter  unten  zurlick.  —  Zumeist  ist  in  alF  diesen 
Arbeiten  die  wirklicbe  Herstellung  der  Modulargleichungen  oder  eines 
Aequivalents  derselben  das  wesentlicliste  Ziel  der  Untersuchung  ge- 
wesen.  Ein  tieferes  Eingehen  auf  die  algebraisebe  Natur  der  Modu- 
largleichungen, auf  ihren  Affect  und  auf  die  Darstellung  des  letzteren 
dureh  zweckmassig  gew&hlte  Affectfunctionen  (vgl.  die  Erlauterungen 
in  I  p.  642  u.  f.)  musste  dabei  vorlaufig  zuriickstelien  und  kann  aueh 
bei  der  folgenden  Darstellung  nieht  in  den  Vordergrund  gerlickt 
werden. 

§  8.    Ersatz  der  Modulargleiclrung  bei  den  zum  Geschleckt©  p  — 0 
ge&oreriden  Ordntingen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  zur  Herstellung  der  fertigen  Modu- 
largleichungen f(Jf,  J)  =  0  angegebene  Methode  fiihrt;  wie  wir  schon 
bemerkten;  nur  nait  Hiilfe  umstandlicher  Reclinungen  zurri  Ziele;  man 
sieht  sich  dieserhalb  darauf  angewiesen,  zu  indirecten  Mitteln  die  Zu- 
flucht  zu  nehmen.  Solche  Mittel  giebt  aber  die  functionentheoretische 
Discussion  des  Pundamentalpolygons.  Auf  dem  Transfornaationspoly-, 
gon  Ftp  ist  J(ca)  wie  aucli  J(nw)  eine  ^-wertige  Function,  wahrend 
wir  doch  von  Bd.  I  her  wissen?  dass  es  auf  der  Flache  Ftp  im  all- 
gemeinen.  Functionen  von  sebr  viel  geriugerer  Wertigkeit  giebt.  So 
giebt  es  in  alien  Fallen  p  =*=  0;  die  wir  unter  (14)  und  (15)  p.  52  zu- 
sainmenstellteu,  fiir  die  beziiglichen  Gruppen  f^  Hauptmoduln.  Die 
Benutzung  der  letzteren,  sowie  der  niindestwertigen  Functionen  in  den 
weiter  folgenden  Fallen  p  >  0?  fiir  die  jetzt  in  Rede  stehenden  Fragen 
werden  wir  aber  sofort  als  den  fiir  uns  gewiesenen  Weg  anerkennen. 
Fiir  die  Transformationsordnungen  n  =  2,  3,  4,  5,  6,  7  konnen  wir 
tier  unmittelbar  auf  die  beziiglicben  Rechnungen  von  Bd.  I  zuriick- 
greifen  und  gestalten  solcherweise  die  Entwicklung  wie  folgt**): 

Als  Hauptmodul  des  Polygons  Fyw  (linke  Halfte  der  Fig.  69  in 


:s)  ZUT  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  Acta  mathem.  Bd.  6  und  10 
(1885  und  89).  Die  von  Hrn.  Weber  benutzte  Bezeichnungsweise  ^(co)  hat  die 
Bedeutung  j(03)  =  123e^(co);  ^er  Cfebrauch  der  Bezeicbnung  j  hat  fiir  arithmetische 
Betrachtungen,  die  sich  an  die  Modulargleichungen 'anschliessen ,  wiclitige  Vor~ 
teile  im  Gefolge,  insofern  die  Reihenentwicklung  von  j  nach  Potenzen  von  r  nur 
ganzzahlige  Coefficienten  aufweist.  Vgl.  auch  Pick  in  den  Math.  Annalen  Bd.  25 
und  26  (1885). 

**)  Klein,  Mathem.  Annalen  Bd.  14  p.  141  u.  f. 
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I  p.  281)  brauchen  wir,  inn  weiterhin  moglichst  einfache  Formeln  zu 
gewinnen5  zweekmassig  : 


A  us  der  Diedergleichung  (5)  I  p.  15  folgt  als  Zusaniinenliang  dieses  r 
mit  J^co)  nach  kurzer  Reclaming: 

(2)  J":  /—  1  :  1  =  (4r  4-  I)3  :  (Sir  —  I)2  (r  +  1)  :  27r. 

Nunmehr  iiben  wir  die  Operation    TF(o>)  =  —  —  der  Periode  zwei  aus^ 
wobei  J(o>)  und  T(O?)  tibergehen  in 

(3) 


wanrend  wir   aus  Gleichung  (2)    die  naclifolgende  zwiscneu  Jf  und  r' 

sofort  abschreiben: 

(4)         JfiJ'  —  lil  =  (4rf  +  I)3  :  (81?'—  I)2  (tr'  +  1)  :  21  r'. 

Die  Grosse  tf  '(<»),  die  wir  unter  (3)  erhielten,  ist  offenbar  Hauptniodal 
der  Gruppe  W^TyW".  Aber  diese  letztere  Gruppe  ist  nach  §  2 
keine  andere  als  f^  selbst,  wwrf  also  ist  vr  erne  linear  e  Function  von  r. 
Die  Gestalt  der  letzteren  bringen  wir  leiclit  in  Erfalirung.  Da  nam- 
lich  W  die  beiden  Punkte  0  =  ^00  und  o>  =  0;  denen  bez.  die  Werte 
%  —  0,  oo  zukommen?  gerade  perniutiert?  so  wird  es  sich  einfacli  um 

eine  Relation  der  Gestalt  %'  =  —  handeln,   wo  wir  nun   allein  noch 

die  nunieriscne  Gonstante  %  zu  bestimmen  naben.  Zu  diesem  Ende 
berechnen  wir  uns  die  Anfangsterme  der  Eeihenentwieklungen  fiir  t 
und  %'  bei  CD  =  ioo.  Da  t  hier  verschwindet;  so  entspringt  erstlich 
aus  (2) 


woraus  wir  schliessen,   dass  T  auf  der  imaginaren  co-Axe  positir  aus- 
fallt.     %    wird  bei  co  =  ioo  unendlich,  und  also  liefert  (4): 

(6) 


Das  bier  gewahlte  Vorzeiclien  yon  tr'  bestimmt  sicb.  durcli  die  Be- 
merkung,  dass  t'  auf  der  imaginaren  co-Axe  offenbar  das  namliche 
Vorzeiclien  besitzt  wie  t.  Jetzt  folgt  aus  (5)  und  (6) 

lim  T(O)  .  TT'(G))  =  1, 
w—  too 

und  also  ist  allgemein  r'(co)  ==  -~j-~-*  Wenn  man  will,  konnte  man 
jetzt  aus  der  somit  gewonnenen  Gleichung  tf  .  %  ==  1  und  den  beiden 
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Gleichungen  (2)  und  (4)  die  beiden  Grossen  v  und  x  eliminieren,  uni 
auf  solche  Art  die  irreducibele  Relation  zwischen  f  und  J,  d,  h.  die 
Modulargleichung,  zu  gewinnen.  Wir  Iringen  demgegenuber  kur&weg 
den  Complex  der  drei  Qleichmgen: 

:  J—  1  :  1  =  (4r  +  1);}  :  (r  +  1)  (8*  -  I)2  :  27tr, 
(7)          J':  J'—  1  :  1  =  (4*'+  I)3  :  (t'+  1)  (8r'—  I)8  :  27  r, 


als  Ersate  der  fcrtigen  Modiilargleiclmng  fur  Transformation  matter  Ord- 
nuny  in  Vorschlag. 

Man  tiberblickt  sofort,  dass  die  Entwieklung  in  genau  analoger 
Weise  bei  alien  zum  Geschlechte  jp  =  0  gehorenden  Ordnungen  n 
clurclifiilirbar  isi  So  gebrauclien  wir  bei  n  =  3  und  w  =  4  die  beiden 

Hauptmoduln  : 

1  2 

(8)  tr  =  ^:—  ;         T=^::T? 

die,  ersiclitlich  wieder  so  ausgewalilt  sind,  dass  die  Eelationen  zwisclien 
^'(co)  ==r("PF(<x)))  und  T(W)  die  Gestalt  7rtr/==%  gewinnen.  Die  Eela- 
tionen zwisclien  r  und  J"  ergeben  sich  uninittelbar  aus  der  Tetraecler-  und 
Oktaedergleicliung,  und  eben  jene  JBelationen  werden  wir  dann  wieder 
wie  vorhin  zur  Bestimrnung  von  %  verwerten.  Man  fmdet  so  als  Er~ 
sat®  der  Modularglei&ungen  lei  ^  =====  3  und  n  «=*  4  le&.  die  Qleicliungs- 
systeme: 

/  /  :  JT—  1  :  1  *=  (T  +  1)  (9*  +  I)8  :  (2Tr3  +  18*  -  I)3  :  64r; 

(9)  /':  Jf-  1  :  1  =  (r'+  1)  (9r'+  I)3  :  (27r'2 
I  r'r  =  1  ; 


(10) 


I)3  :  (8r3  +  24r>  +  15r  —  I) 


I)2 


:  27^+2), 

4. 


Bei  ?^  =  5  und  n  =  l  behalten  wir  die  zugehorigen  Modulformen 
v  direct  in  der  Gestalt  bei,  wie  wir  sie  in  I  p.  639  und  p.  745  fixier- 
ten,  nur  dass  wir  bei  n  =  5  uns  einen  Zeichenweclisel  des  r  erlauben 
wollen.  Wir  fiuden  alsdann  auf  Grand  der  damaligen  functionentheo- 
retisclien  Resolventen  als  Ausdruclt  der  Transformation®!  n  =  5  und 
n  =  7  le#.: 


(11) 


(12) 
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J:J—  1:1  =  02+10ir  +  5)s:(y  +  22r+125)02  +  4T-l)2 

:1728r, 
J':  J'-l  :  1  =  (>'2+  10/+5)3  :  (V2  +  22r'+  125)  (*/2  +  4*'-  1)2 

:  1728*' 
ft'  =  125; 

J"  :  J  —  1  :  1  —  0s  +  13*  +  49)  (r2  +  5r  +  l)s 

:  (t*  +  14rs  +  63i:2  +  70r  —  7)2  :  1728r, 


J':  J'—  1:1  =  (*'2  +  13^+  49)  (Vr  +  5/+  I)8 

:  (*'*  +  14r3  +  63r'2  +  70r'-  7)2  :  1728r', 
ix    =  49. 


Fur  den  Fall  der  Transformation  sechster  Ordnung,  die  wir  aucli 
noeh  ausftthrlich  erledigen  wollen,  gehe  man  auf  die  Entwictlungea 
in  I  p.  683  u.  f.  zuruck.  Wir  teilten  bereits  dort  mit,  dass  von  Hrn. 
Gierster  als  Hauptmodul  r(co)  der  f^, 


(13) 


—  36 


gebrauchfc  sei,  die  Function  %(w)  in  der  1.  c.  vorliegenden  Bedeutung 
benutzt.  Eliminieren  wir  dieses  x  zwischen  (13)  und  der  zweiten 
Gleidhung  (1)  in  I  p.  689,  so  ergiebt  sick  als  Darstellung  von  |3  in  t: 

f-\   A\  J-<*  ^( 

(14)  i3  =  -^ 


*  T(2tr  +  9)2 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  fiir  |3  in  die  Tetraedergleiehung  ein,  so 
entspringt  die  Relation  zwisahen  J  und  T.  Im  tibrigen  gelten  wieder 
dieselben  ScMiisse,  wie  in  den  vorldn  besproclienen  Fallen ?  und  wir 
finden  als  Ersatz  der  ModulargleicJiung  fur  Transformation  seclister  Qrd- 
nung  das  Gleichungssystem: 


(15) 


J  :  jr_  1  :  1  =  4(r  +  3)3  (r3  +  9t2  +  21r  +  3)3 

:  (TS  +  Qt  +  6)2  (2s*  +  24 TJ  +  9G-r2  +  126ir— 9)2 
:  27r(7r  +  4)3  (2r  +  9)2? 

J':  J'_  1  :  1  =  4(/+  3)3  (/3+  9t;'2+  21/+  3)»  :  -  •  - , 
rtrf  =  18. 


Aueh  nocli  der  Fall  w  =  13  ist  in  der  wiederLolt  genannten  Arbeit 
von  Klein  (Bd.  14  der  Annalen)  erledigt.  Die  Eechnung  wurde  seiner- 
zeit  von  Hrn.  Gierster  dureligefulirt  und  gestaltete  sich  principiell 
nidht  anders  als  bei  n  =  5  und  n  =  7;  mogen  wir  liier  etwa  kurz 
clas  Resultat  anfuhren : 
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(J:  /_  1  :  1  ~  (*2  +  5*  +  13)  (*4  +  7r3  +  20t2  +  19*  +  I)3 
:  (ir2  +  6r  +  13)  (/'  +  10r5  +  46 T4  +  108 r3 

+  122r2+38r— I)8 
(16){  :1728t 

e/'rJ'-lrl—Cir^  +  Sir'+lS)..., 

Weitere  Beispiele,  die  sich  principiell  in  analoger  Weise  durchfiihren 
lassen,  wolle  man  in  den  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Ar- 
beiten  von  Gierster  und  Kiepert  nachsehen.  Wir  kommen  iibrigens 
im  folgenden  Abschnitt  gelegentlich  noclinials  auf  diese  Gegenstande 
zuriick,  wo  wir  dann  eben  die  Mittel  zur  Hand  haben  werden?  tins 
besonders  einfaehe  Moduln  der  Gruppen  f^(n)  zu  verschaffen. 

§  9.    Z-usamraenliang  der  Hauptmoduln  r  mit  der  transformierten 


Die  Transformation  nter  Ordnung  erster  Stufe  liefert  uns  Moduln 
fur  diejenigen  Congruenzgruppen.  nier  Stufe,  die  wir  wenigstens  fiir 
Primzahlstufen  #>  11  friiher  bestimmt  als  diejenigen  von  niedersteni 
Index  erkannten.  In  den  Transformationsgleichungen  hat  man  also, 
allgemein  zu  reden,  Eesolventen  niG1'  Stufe  von  niederstem  Grade  fiir 
beliebige  Stufenzatlen  gewonnen,  und  unter  diesen  Resolventen  zeieh- 
nen  sieh,  theoretisch  genommen,  die  soeben  besprochenen  Modular- 
gleichungen  fiir  J  vor  alien  flbrigen  aus.  Wenn  es  sicli  aber  urn 
wirklicHe  Herstellung  einer  solcheii  Resolvente  liandelt,  so  liaben  wir 
wenigstens  fiir  die  niedersten  Stufen  z.  B.  fur  q  —  1  die  Erfahrung 
gemacht,  dass  die  Eesolvente  achten  Grades,  der  e7(7c3)  geniigt,  uni 
vieles  umfanglicher  ausfSllt,  als  etwa  die  in  I  p.  745  aufgestellte  Re- 
solvente (3),  der  t  gentigt,  Man  wird  als  Grund  dieser  Brscheinung 
angeben,  dass  fiir  in  Rede  stehenden  Fall  q  —  7  ein  transformierter 
Hauptmodul  erster  Stufe  auf  dem  Polygon  F^w  stets  achtwertig  ist, 
wahrend  t  auf  dem  namliclien  Polygon  einwertig  ausfalli  lE3s  hat 
sich  nun  gezeigt,  dass  man  nicht  nur  lei  n  ==  7  mr  Resolvente  achten 
Grades  des  t,  sondern  gang  allgemein  &u  gestaltticli  lesonders  einfachen 
Transformationsgleietmngen  dadurch  gelangt,  dass  man  die  Transforma- 
tion nter  Ordnung  auf  die  Discriminante  A  anwendet.  Indem  wir  aber 
diesen  Gegenstand  weiterhin  eingehender  verfolgen  wollen,  gewinnen. 
wir  zunachst  im  speciellen  ftir  die  samtlichen  Hauptmoduln.  r  des 
vorigen  Paragraphen  eine  Reihe  nierkwiirdiger  Darstellungen  durch 
die  Discriminante  A*). 

*)  Man  selie  Mer  wleder  Klein,  Bd.  14  der  Math.  Aunalen,  p.  144  IF. 
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Die  Grosse  Auo1?  —  J  1st  eine  zur  f^  gehorende  Modul/brm.    Uin 

unsere  Untersucliimg  also  direct  auf  dein  Polygon  Fy  erledigen  zu 
konnen;  dividieren  wir  jene  Form,  etwa  durch  A(c?1?  o2);  es  entspringt 
so  die  zur  l~^  gehorende  Function: 

/      «2\ 

'  * 


welche  durch  die  Eigenschaft  ausgezeichnet  ist;  nur  in  den  Spitzen 
des  Polygons  Fy  verschwinden  oder  unendlien  werden  zu  konnen.  Wie 
das  letztere  des  naheren  geschiett,  konnen  wir  vermoge  unseres  oft 
angewandten  Princips  unmittelbar  feststellen.  Eage  an  eine  "beliebige 
Spitze  von  Fy  das  Dreieck  V  heran?  so  besitze  die  durch  nV  repra- 
sentierte  Glasse  von  Transforinationen  ni&T  Ordnung  den  arithnietischen 

Beprasentanten  J2(co)  =  —  ^-—^  —  ••  Die  Function  (1)  wird  dann  in 
jener  Spitze  gerade  so  verschwinden  bez.  unendlich  werden;  wie 


Gebrauchen  wir  demgemass  die  Bezeichnung  t  im  Sinne 
von  §  5  (p.  51),  so  werden  in  der  gemeinten  Spitze  -r-  Doppeldreiecke 

von  Fy  im  Cyclus  zusammenTiangen^  nach  unseren  bezilglichen  Regeln 

(I   p.  587)   ist   also  fur   die   Abschatzung   des  Verhaltens   von  (2)  bei 

jf_ 
CD  ==  ioo  die  Grosse  rD    als   einfach   verschwindend   anzusehen.      Da 

£^t 
sich   aber   (2)    bei   G>  =  ioo   von   einem  Factor   abgesehen  wie  rD 

verhalt,  so  schliessen  wir  sofort:    Die  Function  (1)  wird  in  dem  frog- 
lichen  PunTcte  c  der  gesclilossenen  Flache  Fy  im  Grade 


t        ~~      Dt 
verscliwinden. 

Bringen  wir  jetzt  diese  Uberlegung  fur  die  im  vorigen  Paragraphen 
ausfiihrlich  betrachteten  Falle  in  Anwendung!  Dieselben  gehoren  alle 
dem  Gesclilechte  jp  =  0  zu7  und  also  werden  wir  die  in  Betracht 
kommenden  Grossen  (1)  in  den  zugehorigen  uns  bekannten  Haupt- 
tnoduln  t  rational  darstellen  konnen.  In  den  Fallen  n  =  2;  3;  5,  7,  13 
besitzt  Fy  jeweils  nur  $wei  Spitzen;  offenbar  muss  die  eine  unter  ihnen 
den  Nullpunkt?  die  andere  den  Unstetigkeitspunkt  von  (1)  tragen.  Da 
aber  an  diesen  Stellen  zugleich  Null-  und  Unstetigkeitspunkte  des 
jeweiligen  %  gelegen  sind  und  andrerseits  die  Functionen  (1)  zufolge 
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der  allgemeinen  Eegel   (3)  bei   co  =  ioo  ini   Grade   (n  —  1),   auf  JPV, 
gemessen?  verscliwinden,  so  gilt  offenbar  der  Ansatz: 


wo  wir  zur  Unterscheidung  die  Ordnung  n  als  unteren  Index  an  r 
angehangt  iaben.  Zur  Bestimmung  der  Constanten  xn  bereclme  man 
des  genaneren  als  Annaherung  der  linken  Seite  bei  a>  =  ioo  denWert 
ni2r«-i?  Wahrend  die  entsprechenden  Naherungswerte  fiir  die  tn  be- 
reits  im  vorigen  Paragraplien  benutzt  wnrden.  Durcn  Vergleich  beider 
findet  sien  %,  und  wir  erJialten  solcherweise  in  den  filnf  in  Eede  stehen- 
den  Fallen  als  Darstellungen  der  transformierten  Discriminate: 


(5) 


Wir  naben  liier  aucb.  gleicb  Boch  die  fiir  n=1B  eintretende  Forniel 
angeschlossen;  welclie  man  mit  Hiilfe  der  Gleichung  (16)  des  vorigen 
Paragraphen  leicht  yerificiert. 

Das  Transformationspolygon  Fyw  bat  drei  Spitzen,  den  Werten 


D  =  1,  2;  4  entsprechend.     Da  ]fBr  dieselben  -y  =  1,  1,  4  wird,    so 

hangen  an  diesen  drei  Sfcellen  in  Fy  bez,  1,  1  und  4  Doppeldreiecke 
zusammen.  In  der  That  bestatigt  dies  der  Anblick  der  Fig.  82  (I 
p.  355)?  deren  vierter  Teil  Fy  ist;  wir  finden  dabei?  dass  den  Ecken 
co  =  iooj  0?  -J-  bez.  die  Zahlen  D  =  1,  4,  2  zugeordnet  sincl.  Nacli 
(3)  wird  also  die  zu  b^trachtende  Function  (1)  an  den  drei  Stellen 
0  =  ioo,  0;  \  in  Fy  bez.  dreifach  0;  dreifacli  oo  und  endlich  sein, 
was  wir  in  den  Ansatz  zusainmenzielien:  JFW(co)  =  ^4r43.  Bei 
w=  6  liat  JFVco,  wie  man  in  Fig.  1  p.  42  nacnsehen  wolle,  die  vier 
inaquivalenten  Ecken  a)  =  ioo,  0;  -|;  -J-,  die  man  ohne  weiteres  den 
Werten  D  =  1,  6;  2;  3  zugeordnet  findet;  an  diesen  Stellen  wird 
IW(o)  zufolge  (3)  bez.  gleich  O5,  oo5,  O1,  oo1,  was  unter  Rticksicht 
auf  die  zugehorigen  Werte  des  Hauptmoclals  TG  wiederura  einen  An- 


®s i )   —  04      5  .  l^+JL  .  A  f  m      r,i  "I    #"» 

6;  —  ^  rc      r. 4.4.     ^H^i?  ®a>  ; 
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satz  liefert,  der  den  bislierigen  ganz  abnlieli  ist.  Durcli  gewolinte 
Naherungsreelinung  bei  03  =  ^00  bestimmen  wir  die  in  den  Ansatzen 
nocli  unbekannten  multiplicativen  Oonstanten.  Es  Jcommen  auf  die 
Weise  fiir  n  =  4  und  6  als  Darstellungen  der  transformierten  Discri- 
minante: 


(6) 


§  10.     S2usammenstelltuig  welter  er  JEFormeln  fiir  die  trans- 
formierten A. 

Bevor  wir  die  Fornieln  des  vorigen  Paragraplien  zur  Untersuchung 
der  Transformationsgleichungen  fur  A  verwenden,  leiten  wir  aus  ihnen 
eine  Reilie  weiterer  Gleicliungen  ab;  welche  die  transformierten  A  mit 
den  uns  von  frliher  her  bekannten  Modulfunctionen  in  Beziehung 
setzen.  . 

Im  Palle  n  =  2  fiihren  wir  an  Stelle  von  r2  wieder  den  Aus- 
druck  dieses  Hauptmoduls  in  /I  [cf.  Formel  (1)  §  8]  em,  iiben  auf 
diese  Gleichnng  erstlieh  die  Modulsubstitution  T,  dann  aber  auf  die 
so  entspringende  Forniel  die  Substitution  8  aus  und  erhalten  solcner- 
weise  die  drei  gleicliberechtigten  Relationen: 


a) 


+"2 
^    ' 


wobei  rechts  als  Argumente  von  A  und  A  stets  o^  und  ft)2  gedacht 
sind.  Durch  Quotientenbildung  aus  diesen  Fornieln  entspringen  be- 
merkenswerte  und  anderweitig  sehr  haufig  benutzte  Darstellungen  fiir 
die  drei  in  Band  I  p.  665  eindeutig  definierten  Modulfunctionen  der 
sechzehnten  Stufe: 


*)  Fiir  die  weiter  in  den  Fallen  zusammengesetzter  n  des  G-escHeclites  p  =  0 
sick  anscbliessenden  Formeln  muss  man  eine  erganzende  Mitteilung  berucksichtigeD, 
welche  Hr.  Gierster  auf  Veranlassung  der  Untersuchungen  von  Hrn.  Kiepert 
seiner  p.  51  genannten  Abhandlung  hat  folgen  lassen.  Diese  Erganzung  ist  in 
Bd.  26  der  Mathem.  Annalen  (1886)  unter  dem  Titel:  Bemer&ung  m  dem  Aufsatse 
?}Noti8  uber  Modulargleicliungen  bei  zusammengesetztem  Transformationsgrad"  er- 
schienen. 

Klein-Pricke,  Modulfuncfcionen.  II.  5 
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(2) 


V=i   = 


l/i -i 


n  t 
'  24 


~71       oTV  "' 

A  («„--) 


\/'j~: 

V  l  —  l 


+1; 


Die  rechter  Hand  gezogenen  24stea  Wurzeln  sind  hier  dadurch  fixiert 
gedacbt,  dass  wir  bei  to  =  ioo  die  Annaherung 

(3) 

vorschreiben.    Nach  I  p.  674  ist  nebeu  den  drei  Grossen  (2)  aacli  noch 

24  . . —  - 

yk(l  —  1)   Congruenzmodul,   und  xwar  von  der  Stufe  48;   (1)  liefert 
die  Darstellung: 

(4) 

und  entsprecliende  Fornieln  ftir  die  gleichberechtigten  Modulo. 

Diesen  sehr  bekannten  Fornieln  reihen  sich  weitere  der  dritten 
Stufe  adjungierte  an,  die  wenigcr  verbreitet  sind.  Wir  gewinnen  da 
aus  (5)  §  9  sogleich  die  Relation: 


(5) 


sowie  durch  Ausiibimg  von  8  und  T  auf  dieselbe  nacli  kuraer  Rechnnng: 

"  TITi  .  i/fZT" 
(6) 


Hier  treten  linker  Hand  gerade  nur  diejenigen  der  dritten  Stufe  ad- 
jungierten  Wurzelausdrucke  auf,  die  wir  in  I  p.  663  als  Oongraenz- 
nioduln  erkannten. 

Eine  wesentlich  anders  geartete  Formelgruppe  gewinnen  wir  in 
den  Fallen  n  ==  5,  7  von  den  beziiglichen  Gleichungen  (5)  des  vorigen 
Paragraphen  aus. 

Fur  n  —  5  folgt  unter  Benutzung  von  I  p.  640  (5)  sofort : 
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woraus    durcli   Ausziehen    der    24sien   Wurzel    und    Benutzung    von    T 
p.  643  (1)  sich  die  Eelationen  ergeben: 


,^  :i 

r^  ~  ~  °  ^* 

Jnteressant  gestaltet  sich  auch  die  Beziehung  der  liier  in  Kede  ste~ 
henden  Gross e  zu  den  Teilwerten  des  vorigen  Kapitels.  Wir  liaben 
dabei  die  Formeln  (12)  p.  21  und  (7)  p.  33  heranzuziehen  und  finclen : 


_ 

A5  («t ,  *,)"  —     oi    os  • 

Die  fur  n  =  7  auf  analogem  Wege  abzuleitenden  Formeln  zeigen 
mit  den  soeben  gewonnenen  die  grosste  Ahnliebkeit ;  z.  B.  fiiiden  wir 
da?  ohne  noch  einnial  die  Einzelheiten  der  Eechnung  hier  vorzufiihren: 


24.  r 

V-. 


Die  hiernait  aufgedecbten  Bezieliungen  cler  transforniierten  A  zu 
den  Teilwerten  warden  wir  spaterkin  ganz  allgemein  kennen  lernen. 
Fur  Primzalilordnung  n  =  g  konnen  wir  selion  jetzt  die  betreflfenden 
Formeln  ohne  jede  Eechnung  angeben  dank  des  Umstandes?  dass  das 
Transforniationspolygon  Fy(q)  nur  mvei  Spitzen  ca  =  ioo  und  m  =  0 

hat.     Indem  wir  namlieh  unter  die   transformierte  Grosse   A  (co17  — j 

die  #te  Potenz  von  A(c317  o>2)  setzen,  konimt  eine  Modulform  12  (g — l)ter 
Dimension^  die  zur  f^  gehort  und  in  der  einen  Spitze,  namlieh  co— ^oo, 
endlich  und  von  Null  versehieden  ist.  Nun  betrachte  man  die  8to  Po- 
tenz des  Productes  $?oi  £#02  •  •  *  Fo  q~~l  5  dieselbe  hat  die  Dimension 

'    2 

—  12  (g — 1);  gehort  gleichfalls  zur  f^  und  ist  wieder  bei  o  =  ioo 
endlich  und  von  Null  versehieden.  Da  unsere  beiden  Grossen  aber 
nur  in  den  Spitzen  von  F^  verschwinden  oder  oo  werden  konnen,  so 
ist  ihr  zur  Dimension  Null  gehoriges  Product  eine  M,od.ulfunction  der 
r^,  fur  deren  Null-  und  Unstetigkeitspunkte  zusammen  nur  noch  die 
eine  Spitze  &  =  0  von  Py,  zur  Yerfugung  ist ;  es  folgt  so : 

*)  Wir  geben   nicht  immer  wieder  insbesondere  an7   dass  beim  Auszielien 
ehier  Wurzel  behufs   Bestimmung  auftretender  Einheitswurzeln   eine 
rechnung  bei  CD  =  ioo  durchzufuliren  ist. 

5* 
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Indem  man  eirie  vollig  analoge  Uberlegung  auf  das  entsprechend  ge- 
bildete  ^-Product  anwendet;  kommen  iinter  Gebrauch  cler  mimerisehon 
Constanten  %  und  K  die  beiden  Formeln: 


(10) 


Es  wiirde  ein  Leiclites  sein?  durch  unser  gewohntes  Hulfsrnittel  der 
AnnaherungsreclmTmg  bei  co  =  ioo  aucli  noeh  den  Wert  der  ider  ein- 
tretenden  Constanten  %?  K  in  Erfahrung  zu  bringen;  doch  wiirde  uns 
diese  Eeehnong  nur  noch  weiter  von  deni  eigentliehen  Ziele  unserer 
gegeuwartigen  Untersuchung  ablenken. 

§  11.    25tisatzliclie  Bemerknngen  izber  die  fiir  die  transformierten  A 

gefnndenen  Eormeln. 

In  Bd.  I  p.  623  n.  f.  liaben  wir  die  Modulformen  |/A;  f/A,  1|/A 
untersucht  imd  in  ihnen  Oongruenzmoduln  cler  Stufen  3;  4  und  12 
erkannt.  Die  Pornieln  des  vorigen  Paragraplien,  in  denen  ausschliess- 
lich  Congruenzmoduln  zur  Geltung  kommen,  legen  es  nun  durchaus 
nahe?  aucli  die  viernndzwanzigste  Wurzel  der  Discriminarite  2^A  in 
Betraclit  zu  zielien.  Es  fist  }/A  in  den  c»1?  G?2  von  ( —  -|-)ter  Dimension 
und  darum  vor  alien  Dingen  nicht  naehr  eine  eindeutige  Function  von 
G)17  o2  (selbst  unter  der  bei  uns  runner  stattfindenden  Voraussetzung?  dass 
w  in  der  positiven  Halbebene  verbleibt).  Demgegeniiber  ist  es  freilich 
sehr  leiclit,  K»I)  co2  solchen  Besclirankungen  zu  unterwerfen,  dass  "j/A 
von  den  besclirankten  Veranderlichen  eindeutig  abhangt.  Denken  wir 
etwa  die  Ebene  G?2  langs  der  positiven  reellen  Axe  durclischnitten  uncl 
verbieten  dem  o2  ein  tJberschreiten  dieses  Schnittes,  so  wird  nach 
dieser  Einselirankung  leicnt  ersicntlicli  nicM  nur  2|/A7  sondern  tiber- 
haupt  jede  ]/A?  sowie  log  A,  eine  eindeutige  Function  von  e»1?  G>2 
werdei^5  wir  haben?  uni  dies  zu  sehen,  nur  fur  A(co1?  co2)  zu  schreiben 
G)™12  •  A(0,  1).  Wenn  wir  alsdann  die  Auslibung  einer  Modulsub- 
stitution 
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(1)  <»/=  aa>l+/3a>a,     a?2'  =  ^  c^  +  <?  GX> 

derart  bewerkstelligen  wollen,  dass  wir  die  Variabelen  von  co1?  o>2 
nach.  co/,  o>2'  auf  zusaramenhangender  Bahn  sick  hinbewegen  lassen, 
oline  dass  &2  den  Sclmitt  und  &  seine  reelle  Axe  iiberschreitet,  so 
werden  ww  dementsprechend  eine  Formel  erhalten: 


(2) 

w  v  cine,  mod.  n  m  neJimende,  eindeutig  wn  a,  ft,  y}  S  abJianycnde 
Zdlil  ist. 

Oleichwohl  passen  auf  die  solcJierweise  erhaltene  Formcl  (2)  allgemein 
niclit  mehr  diejenigen  gruppcntheorctisdien  GruncTbegnffe  der  Modidlehre, 
die  itberall  das  Princip  unserer  Ulerlegungen  dhgegeben  Jiaben.  Coinbi- 
nieren  wir  nainlich  in  it  (1);  n  niclit  als  Teiler  von  12  vorausgesetzt, 
eine  zweite  Modulsubstitution,  so  ist  es  keineswegs  erlaubt,  in  unserer 
von  frliherlier  sehr  gewohnten  Weise  die  beideii  entspreclienden 
Formeln  (2)  gleichfalls  zu  combinieren,  urn  die  Wirkung  der  dritten 
Modulsubstitution  zu  erlialtenj  denn  indem  wir  auf  co1;  G>2  in  (2)  jeiie 
zweite  Modulsubstitution  ausuben  und  dabei  wi?  co2  in  bezeiclineter 
Weise  einsolir'anken,  wird  die  vom  linker  Hand  eintretenden  Argu- 
mente  o/=  yc^i  +  SCD^  beschriebene  Balm  heineswegs  allgemein  wieder 
jener  Beschrankung  unterworfen  sein,  die  positive  reelle  c52-Axe  nielit 
zu  iiberkreuzen*). 

So  fanden  wir  denn  anch  innerhalb  der  Modulgruppe  ausgezeicli- 
nete  Untergruppen  des  Index  n  der  niQn  Stufe  mr  fiir  n  ===  2?  3;  4,  6;  12; 
und  zwar  existierten  dieselben  fitr  n  =  2,  3;  6  sowohl  in  der  lioino- 
genen  wie  in  der  niclit-  ho  rnogenen  f?  fiir  n  =  4  und  12  aber  nur  in 
der  hoinogenen;  fiir  alle  tibrigen  Stufenw  existierten  aber  ausgemcJinete 
Gruppen  des  Index  n  niclit  melir.  Sullen  wir  also  ffir  unsere  Unter- 
suchungen  diejenige  Grenze  zielien?  welche  durch  die  Structur  der 
Modulgruppe  gegeben  ist,  so  werden  wir  von  einer  Betrachtung  von 
'2]/A  oder  auch  von  f/A  absehen.  Es  ist  dies  um  so  beinerkenswerter, 
als  an  der  hier  vorliegenden  Stelle  die  tiberlieferte  Theorie  der  ellip- 
tischen  Functionen  um  einen  Schritt  weiter  gelit;  in  der  That  betrachtet 


*)  Wollten  wir  aber  mit  Hrn.  Dedekind  die  in  der  co-Halbebene  eindeu- 
tige  Function  ^(oo)  =  ]/ ^  *V&  einfuhren,  so  wiirde  nun  freilich  die  Combi- 
nationsfiihigkeit  der  Substitutionen  im  Sinne  des  Textes  wieder  eintreten.  Dafur 
aber  verandert  sicli  dieses  73  bei  Ausiibung  einer  Substitution  im  allgemeinen  nock 
um  einen  von  co  abblingenden  Factor,  so  dass  eben  dieserhaib  die  consequents 
Anwendung  unserer  gruppentheoretischen  Grundbegriffe  versagen  wfirde. 
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dieselbe,  wie  wir  gieich  nocli  naher  andeuten  werden,  aucli  noch  die 
aclite  Wurzel  cler  Discriminate  yA;  die  sicli  cloch  unserem  gruppeu- 
theoretiscli-eindeutigen  Untersuchungsgebiete  nicht  rnelir  einfugt.  Dass 
aber  dafur  unsere  Hiilfsruittel  in  diesein  letzteren  beschrankteren  Ge- 
biete  geeignet  sind,  liber  alle  eintretenden  Fragen  mid  Gesichtspunkte 
der  Transformationstheorie  erschopfende  uncl  sachgemasse  Auskunffe  zu 
erteilen,  niogen  zunial  auch  die  Entwieklungen  der  naclifolgenden 
Kapitel  belegen. 

Es  soil  uns  die  hiermit  bezeichnete  Saclilage  iibrigens  niclit  abhalten, 
das  Hauptresultat  fruherer  Untersuehungen  iiber  y  A  liier  kurz  anzu- 
fuhren,  weil  dasselbe  ini  engen  Zusarnmenhang  mit  oben  von  uns  erhal- 
tenen  Resultaten  stelit.  Fiir  n  =  8  1st  die  in  (2)  auftretende  Zahl  v  ini 
wesentlichen  durch  altere  Untersuclmngen  Herrnite;s  festgestellt*), 
die  an  die  lineare  Transformation  der  ^-Functionen  ankniipfen;  fur 
allgemeines  n  ist  die  Zahl  v  von  Dedekind  untersuclit**),  fur  n  =  24 
liaben  wir  bereits  in  I  p.  628  ausfuhrliche  Oitate  gegeben.  Es  hat 
sich  dabei  ergeben,  dass  nur  ftir  n  =  8  nnd  damit  fur  n  =  24  ein 
Ausdruck  fur  v  aufgefunden  werden  konnte,  in  clem  neben  rationalen 
ganzen  Functionen  der  a,  /?,  y,  S  keine  lioheren  zahlentheoretiscben 
Funetionen  eingehen,  als  ein  multiplicativ  auftretendes  Legendre;sches 
Zeicben;  fur  die  iibrigen  n  erschien  dies  niclit  rnoglich.  ,Dies  niuss  mit 
Hiilfe  der  I  p.  664  u.  f.  entwickelten  Gesichtspunkte  liber  Nichtcongruenz- 
moduln***)  die  Formeln  des  vorigen  Paragraplien  in  neuer  Weise  ver- 
standlich  machen.  Wenden  wir  z.  B.  die  beiden  Transformationen  ^Lor 
Ordnung  co/  =  gG3  und  o)'=—  an;  so  wird  der  Quotient  der  beiden 
Grossen  : 


wiederuin  unserer  Betrachtungsweise  zuganglich  sein,  indem  er  eine 
der  jten  Stufe  adjungkrte  Moclulfunction  vorstellt.  Aber  absoliit  ge- 
nommen  ist  dieselbe,  wie  man  geigen  Jccwn,  immer  nur  dann  ein  Con- 
gmensmodul,  wenn  n  =  24  odcr  ein  Tetter  dicscr  ZaU  ist;  in  der  That 
stimnit  dies  tiberein  mit  den  gesamten,  ini  vorigen  Paragraphen  ge- 
wonnenen  Formeln. 

Auch  flir  die  Entwicklungen  in  §  9  bieten  die  bier  in  Eede 
stelienden  Gesichtspunkte  zu  einigen  Bemerkungen  Anlass.  Wir  lernten 
dort  die  ausserordentliclie  Einfachheit  der  Primzahlpolygone  Fy(q) 

*)  Liouville's  Journal,  sdrie  2,  Bd.  3   (1858). 

**)  Man  sehe  die  I  p.  628  namhaft   gemachten  Ausfiikrungen  desselben  in 
Eiemann's  Werken  p.  488  ff.  * 

***)  Man  vgl.  insbesondere  auch  den  cur  si  v  gedruckten  Satz  in  I  p.  668. 
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kennen,  die  nur  zwei  Spitzen  batten.  Infolge  dessen  besassen  die 
geschlossenen  Flaehen  Fy(q)  nur  zwei  Punkte  c9  in  deren  einem  die 
zugehorige  Function  A(#ca1?  co^) :  A(co1?  o>2)  im  Grade  (q—  1)  Null,  im 
andern  ebenso  oo  wurde,  wahrend  diese  Function  sonst  allenthalben 
endlich  und  nicht-verschwindend  war.  Man  wolle  bemerken,  dass 
elendieselbe  Einfachheit  ausserdem  a^lch  noch  den  Ordnungen  n  =  q\  aler 
auch  nur  diesen  anhaftet*}.  In  der  That  stellt  man  -?V(<f)  au^s 
durch  q  an  einander  gereihte  Polygone  Fy(q)  her,  wobei  dann 
ausser  den  Spitzen  ioo,  0  noch  die  (q  —  1)  weiteren 

^  =  4-1      4-_L     .   .       [        1 


™___ 

bekommt.  Aber  die  letzteren  entsprechen  den  Reprasentanten  A  —  D=q7 
0  <  B  <  q]  in  ihnen  alien  ist  also  A(g3ca1?  c»2)  :  A(co1;  o>a)  nach  (3) 
p.  63  encllich  und  nicht-verscliwindend.  Da  andrerseits  bei  alien  tibrigen 
n  weitere  Spitzen  mit  A^-D  hinzukommen,  so  merken  wir  uns  den 
Satz:  Nur  falls  die  Ordnung  n  eine  Prim#ahl  q  oder  das  Quadrat  einer 
solchen  ist,  ivird  anf  der  geschlossenen  Fy  die  Function 

AQ'KD^G)^  :  A(a>1;G32) 

nur  einen  Null-  und  einen  UnstetigJceitspunkt  liaben,  und  mmr  jetveils 
einen  solchen  wm  Grade  (n  —  1). 

Man  verfolge  nun   fur  die   somit  charakterisierten  Ordnungen  n 
auf  der  Flache  Fy  die  Grosse: 

(3) 

sie  wircl  auf  der  Flache  Fy  eine  unverzweigte  Function  mit  einem 
einfachen  Null-  und  einem  ebensolchen  Unstetigkeitspunkte  darstelleu, 
die  sich  aber  nach  Zurticklegung  von  Period enbahnen,  allgemein  zu 
reclen;  urn  eine  multiplicative  (n  —  l)te  Einheitswurzel  geandert  hat**). 
Der  zutretende  Factor  ist  aber  nicht  stets  notwendig  eine  primitive 
(n  —  l)*e  Einheitswurzel,  und  nun  setze  man  insbesondere  den  Fall, 
class  Fy  das  Geschlecht  p  =  0  habe.  Da  es  dann  xiberhaupt  keine 
Periodenwege  giebt?  so  ist  auch  (3)  auf  der  Fy  eindeutig  uud  giebt 
uns  offenbar  eine  Hauptfunction  derselben.  In  diesem  Falle  ist  also 
(3)  Hauptniodul  der  T^  und  damit  zugleich  Congruenzmodul  Nach 
obigen  Bemerkungen  iiber  die  Wurzeln  aus  A  werden  wir  demgemaas 

*)  Die  hier  und  ^weiterhin  betrofEa    der  Primzahlquadrate   gegebenen  Aua- 
einandersetzungen  riihren  VOUL  Herausgeber  her, 

**)  Man  nennt  golche  Grossen  Wurzelfunctionen  der  Flache;   vgl.  z.  B.  auf 
der  Flache  p  =  1  die  in  I  p.  158  ranter  (2)  gegebenen  Fanctionen  r;^. 
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schliessen ,  dass  (n —  1)  ein  Teller  von  24  ist  5  es  folgt  dann:  Unter 
den  Primzahlordnimgen  konnen  zuin  Geschlechte  p  =  0  nur  q  =  2,  3, 
5?  7j  13  gehoren,  unter  den  Primzahlquadraten  nur  $2  =  4?  9;  25. 
Das  ist  nun  in  der  That  in  Ubereinstimmung  mit  den  Mitteilungen 
am  Scliluss  des  §  5  (p.  52). 


§  12.     Einfiilirung  der  zur  ersten  Stufe  adjungierten  formen- 
tlieoretiscJien  Transformationsgleieliungen. 

Die  bei  der  niQn  Ordnung  auftretende,  unter  (6)  p.  54  allgemein 
angesetzte  Transformationsgleiclrang  fur  A  war  eine  zur  nion  Stufe 
gchorende  Resolvente  vom  niedersten,  namlich  ijj(n)ic>n  Grade.  Urn  auf 
der  linken  Seite  derselben  der  Bequemlichkeit  halber  mit  Modulfune- 
tionen  zu  thun  zu  liaben,  dividieren  wir  durch  A^(o)1;  eo2);  wodurch 
besagte  Gleichung  die  Gestalt  gewinnt: 

(1)  ^  +  (?t(J}  •  ^-1  +  •••'+  Gy(J}  =  0. 

Es  ist  dabei  Grv  eine  ganze  Function  des  J  hoclistens  vom  ^ton  Grade 
(in  Cry  insbesondere  erkennt  man  leicht  eine  Constante)3  wahrend  die 
Wurzeln  von  (1)  die  Quotienten  der  transformierteii  Discriininanle 
(lurch,  die  urspriingliche  sind.  Trotz  ihrer  Dimension  Null  wollen  wir 
tibrigens  die  Gleichung  (1)  nach  wie  vor  als  eine  fonnentheoretische 
Transformationsgleichung  benennen. 

Aus  den  Pormeln  des  §  9  (p.  64)  entspringen  nun  tiber  die  Natur 
der  Gleichung  (1)  die  inerkwiirdigsten  Ergebnisse.  Wir  betrachten  etwa 
nach  einander  einige  der  dort  herangezogenen  Specialwerte  n  und 
begiimen  mit  n  =  5.  Die  Gleichung  (1)  ist  im  Rationalitatsbereich  J 
irreducibel;  $et$t  man  aber  nacli  (5)  p.  64  t^  an  Sidle  von  x  em,  so 
entspriiigt  eine  reduci~bele  Qleicfmng,  indem  ja  in  der  That  die  fruher  in 
I  p.  639  fiir  v  aufyestellte  Besofoente*): 

(2)  (^  +  lOr  +  5)3  —  1728  Jr  =  0 

als  Factor  auftreten  muss  (aus  dein  man  die  ubrigen  durch  wieder- 
ho]te  Anwendung  der  Operation  t'  =  it  ableitet).  Dieselbe  Operations- 
weise  Tasst  sich  noch  eininal  wiederholen,  wie  wir  schon  in  Bd.  1 
p.  640  durchgefuhrt  haben;  Durch  die  Substitution  %  =  02  wurde  aus 
(2)  atifs  neue  eine  reducibele  Gleichung,  nur  dass  wir  dabei  eine  Er- 
weiterung  des  Hationalitatsbereiclies,  namlich  auf  ]/J,  wrneTimen  mussten. 
Der  eine  der  drei  entspringenden  Factor  en  lautete: 


*)  Man  eriimere  sich,  dass  wir  zwiscbendurch  den  Hauptmodul  x  gegen  Bd.  I 
im  Zeichen  geandert  haben. 
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(3)  06  +  1003  —  12J0  +  5  —  0, 

wobei  riatiirlich  ]/J  unter  den  drei  Moglichbeiten  in  eindeutiger  Weise 
fixiert  zu  denken  ist.  Indem  wir  als  erstes?  wesentliclies  Attribut  einer 
Transfonnationsgleichung  ihren  Grad  il>(ri)  ansehen,  wollen  wir  diese 
Uberlegung  in  den  folgenden,  tibrigens  nur  vorlaufigen  Satz  zusammen- 
fassen:  Sei  Transformation  funfter  Ordnung  existieren  aiicli  fur 


Transformationsgleicliungen,  deren  let&terer  freilicli  der  Bationalitatsbereich 
]/J  $u  Grunde*  liegt.  Der  weitere  Fortschritt  zur  24steri  Wurzel  ist 
aber  niclit  stattbaft,  wie  wir  noch  seben  werden. 

Analoge,  jedoch  nicht  vollig  gleicbe  Verbaltnisse  finden  wir  bei 
n*=*1  vor.  Hier  werden  wir  nacb.  (5)  p.  64  in  (1)  die  Substitution 
x  =  TG  ausfubren  und  erhalten  eine  reducibele  Gleicbung  48stel1  Grades, 
die  in  secbs  irreducibele  Gleicbungen  zerfallt.  Eine  darunter  ist 
unsere  Eesolvente  (3)  in  I  p.  745: 
(5)  (T4  ^_  i4r3  j^  53^2  _j_  7or  —  7)2  __  1728 (J"  —  1) t  =  0. 

Setzen  wir  jetzt  aufs  neue  t  =  z?7  so  tritt  nochmals  Reducibilit'at  ein, 
und  die  eine  der  beiden  entspringenden  irreducibeln  Gleicbungen  ist: 

Also  das  Resultat:  Sei  Transformation  slebenter  Ordnung  gieU  es  Trans- 
formakionsgleieUiuigeii  atich  noeli  fur 

(7) 

filr  die  letetere  muss  jedoch  der  Eationalitatsbereich  auf  "J/J"  —  1  erweitert 
werden. 

Endlicb.   ist   ini    Falle   der   Transformation   dreizehnter    Ordnung 
nacb  der  letzten  Formel  (5)  p.  64: 


^'  3) 

(8)  "       ^ 

Hier  also  gieU  es  fur  die  zwolfte  Wurzel  (8)  eine  Transformations- 
gleichung,  und  mar  oJine  dass  eine  Hrweiterung  des  Eationalitdtslereicks 
von  (1)  erforderlich  ware. 
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Gleichuugen  '^ten  Grades  fiir  die  transformierten  Wurzeln  aus  A? 
wie  wir  sie  nun  fancleu,  wollen  wir  jetzt  allgeniein  als  dcr  erstcn  Stufe 
adjungicrte  Transformationsglekliungen  benennen.  Wir  schen  durch  Ver- 
gleich  mit  Bel.  I,  dass  dieselben  fiir  n  =  5  und  7  die  einfachsten 
Kesolventen  ^ten  Grades  liefern,  die  es  fiir  diese  Stufen  giebt.  Urn  so 
mehr  werden  wir  jetzt  auch  fiir  allgemeinere  Stufenzahlen  die  Trans- 
formation der  Wurzeln  aus  A  fiir  die  Gewinnung  zweckmassiger  Resol- 
venteu  •0tcu  Grades  verwerten.  Wir  fiigen  in  diesein  Betracht  sogleich 
fiir  n  =  25  das  folgende;  aus  deni  vorigen  Paragraphen  unniittelbar 
entspringende  Eesultat  an.  Es  ist  im  Falle  n  =  25  das  Transforina- 
tionspolygon  Fy  vom  Geschlechte  p  ==  0,  uud  als  zugehorigen  Haupt- 
niodul  haben  wir: 

oo 

Es  cvdstieri  sonacli  ftei  n  ==  25  sogar  fiir  die  24sto  Ww#cl  dcr  Discritni- 
nante  erne  Tmnsformationsglciclmng,  und  stvar  1st  aucli  liier  Iceinerlei 
Enveitenmcj  des  ursyriingliclien  Hationdlitcltsbereiclis  erforderliA. 

§  13.     Fnndamentalsatze  iiber  die  Existenz  der  ztir 
ersten  Stufe  adjungierten  Transformationsgleicliungen  in  den  Fallen 

n  =  q  tmd  n  =  $2. 

Die  rnannigfaehen  Angaben  des  vorigen  Paragraphen  lassen  sich 
leicht  zu  einer  einheitlichen  Gesamtauffassung  vereinen;  die  wir  hier 
dadurch  geben  wollen7  dass  wir  fiir  Prhnzahlordnung  2?  sowie  Priin- 
zahlquadratordnung  cf2  die  Frage  nach  der  Existenz  der  in  Rede 
stehenden  Gleiehungen  vollstandig  erledigen.  Wir  haben  dabei  einen 
sehr  wesentlichen  Gebrauch  von  der  Gleichuiig 


zu  raachen,  die  wir  am  Schlusse  des  zelmten  Paragraplieu  (p.  68)  fur 
Primzahlen  n  —  q  bewiesen  haben*).  Spaterhin  werden  wir  dieselberi 
uberhaupt  fiir  ungerade  Zahlen  n  beweisen;  zunachst  genligt  es;  ihre 
Giiltigkeit  auch  noch  im  Falle  n  =  g2  einzusehen.  Letzteres  gelingt 

*)  Durcli    diuse   Formel    charakterisiert   sich   die   Txansformationsglcichung 

fiir  y  A  :  y  Aw  unmittelbar  uls  Besolveute  der  Teilungsgleichting  fur  die  #/,  worauf 
wir  schon  friiher  (p.  53)  Bezug  nabmeu. 
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leicht  iufolge  der  einfachen  Gestalt,  welclie  das  Polygon  Fy(f)  bezitzt 
(cf.   obeu   p.  70).     Man   wolle    namlich   nach   den   bekannten  Regeln 

feststellen,   wie  sich   der  einzelne  Teilwert   $?i^  in  der   Spitze  +  — 

des  Polygons  verhalt,  und  wird  leicht  bemerken,  dass  das  Product  im 

q% i 

Nenner  von  (1)  an  besagter  Stelle  des  Polygons  im  Grade  -^—^ —  ver- 

schwinclet.     Links  konnen  wir  sclireiben: 


4*.  3) 


_  A 


und  es  bleibt  der  zweite  Factor  rechts  an  bezeichneter  Stelle  endlich 
und  von  Null  verschieden.  Hiermit  sind  wieder  alle  Mittel  zu  dem 
Schlusse  gegeben,  dass  die  linke  Seite  von  (1),  mit  dem  p'-Produete 
umltipliciert,  eine  Function  des  Jfyte*)  Ikfert,  die  auf  diesem  Polygon 
weder  verschwindet,  nocli  unendlich  wird. 

Jetzt  sei  g  eine  Primitivwurzel  von  ^2;  n  liingegen  entweder  die 
Zahl  q  oder  #2.     Es  ist  dann  die  Operation  V: 

(2)  7:         <%'  =  g-1®!  ,     <  =  9®%  i     (mod-  w) 

von  der  Periode  <p(n),  bez.  als  niclit-honiogene  Substitution  von  der 
Periode  4f<p(V),  und  sie  fiihrt,  mit  S  combiniert,  in  bekannter  Weise 
zur  f^.  Das  Product  Pn  im  Nenner  der  rechten  "Seite  von  (1)  wollen 
wir  darauf  bin  in  den  beiden  bier  vorliegenden  Fallen  n  ===  q  und  n  =  <f 
so  anordnen: 


wobei  links  die  zu  M  =  g,  rechts  die  zu  n  =  cf  geborenden  Teilwerte 
gemeint  sind. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kehren  wir  zu  unserer  Hauptfrage 
zuriick  und  bemerken  zunachst,  dass  wir  an  Stelle  der  Eesolventen 
(3);  (6)  §  12  bereits  in  I  L  c,  solche  Resolventen  gesetzt  hatten,  die 
freilich  nicht  niehr  die  nullte  Dimension  in  co1;  (D2  zeigten;  dafiir  aber 
eine  Erweiterung  des  ursprunglichen  Eationalitatsbereichs  g%,  g%  nicht 
erforderten.  Das  kommt  jetzt  einfach  darauf  hinaus,  dass  wir  an 
Stelle  der  Wurzeln  aus  AO>I?--  :  A(o1;  co2)  vielmehr  diejenigen  aus 


:  Aw(o1?G?2)  setzen.    Da  wir  ungerades  n  haben,  so  gehort 
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24: 


(*) 


als  eindeutlge  Modulforni  in  den  Kreis  unserer  Betrachtungen  hinein; 
eine  weitere  Wurzelziehung  aber  ist  im  allgemeinen  nicht  statthaft. 

TJm  jetzt  in  principieller  Weise  fiber  die  Existenz  von.  Trans- 
formationsgleic'hungen  fraglicher  Art  zu  entscheiden,  natissen  wir  das 
Verhalten  der  Grosse  (4)  und  ihrer  Potenzen  gegenliber  den  Modul- 
substitutionen  in  Betracht  ziehen.  Wir  nehmen  dabei  c[  >  3  an,  cla  in 
der  That  der  Fall  q  =  3  durch  unsere  friilieren  Einzeluntersuchungen 
als  erledigt  angesehen  werden  kann,  und  discutieren  zunachst  die  dritte 
Potenz  der  Grosse  (4),  die  nach  (1),  von  einem  numerischen  Factor  ab- 
geselien,  niit  dem  reciproken  Werte  cles  unter  (3)  gegebei^en  Procluctes 
P2  bez.  Pua  identiscli  ist.  Wie  man  nun  siebt,  andert  die  Operation  8 
weder  P,2  nocli  P^.  Anders  die  unter  (2)  gescbriebene  Operation  V: 
Outer  Ausiibung  dieser  letztoren  gelit  $>'0  fV  in  $>'Q  fV+i  tiber;  und  da 


^.ivfe)  =  —  1,  (mod.  2),      ff±v(*>  =  —  1,  (mod.  </) 
wird3  andrerseits  aber  stets 

PO,—  i  ===  "~  ^0,1 

ist,  so  wird  bei  Ausiibung  von  V  das  Product  Pq  das  Zeichen  wechseln, 
Ptta  dagegen  unveraiidert  bleiben:  Gegewitber  der  f^  &fa"W  6e^*  w  =  ^2 
die  dritte  7  lei  n  =  #  «6e?r  e/'6^  ^  sectiste  und  nock  nicht  die  dritte 
fotem  des  Moduls  (4)  unverimdcrt. 

Uni  die  achte  Potenz  der  Grosse  (4)  zu  erledigen;  gehen  wir  auf 
die  in  I  p.  627  bewiesene  Formel  (14)  Siirfick  und  tlben  daraufhin 
eine  cler  f^  angeliorende  Operation  aus,  fiir  welch'  letztere  also  -•  eine 
ganze  Zalil  ist.  Man  bemerkt  sofort?  dass  die  fragliche  achte  Potenz 
den  Factor: 


(£>)  $ 

anninimt;  und  hier  ist  nun  zufolge  unserer  Voraussetzung  einefc!  gegen 
3  relativ  primen  n  der  Exponent  stets  eine  durch  3  teilbare  ganze  Zalil. 

In  dem  wir  zusaninienfassen,  folgt: 

Fur  Primzahlquadmtordnung  n  =  g2  UeiU  die  Grosse  (4)  gegeniiber 
der  T^(^)  dwrefwMS  ^lnverandert,  fur  Prim&alilordming  n  ==  q  UeiU  nur 
erst  das  Quadrat  der  jetet  in  SetracM  Iwmmenden  Grosse  (4)  gegenitber 
der  mgeliorigen  r^^  unverandert. 

Es   existieren   demgemass  lei  Prim&alilguadmtordnuny  Transforms 
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tionsgleicliungen  fur  die  24sto  Wurgel  der  Discriminante*)  ,  lei  Primmlil- 
ordnung  selbst  dber  mir  erst  fur  die  12te. 

Dass  natiirlicli  darait  auch  fiir  alle  diejenigen  Wurzeln,  deren 
Grade  24  bez.  12  teilen,  Transforniationsgleichungen  existieren,  brauchen 
wir  nicht  nocli  besonders  auszufuhren.  Setzen  wir  endlich  liinzu:  so- 
fern  wir  Her  stets  vom  Quotienten  der  transformierten  Discriminante 
und  der  ^ten  Potenz  der  ursprunglichen  ausgehen,  fallen  die  Coefficien- 
ten  aller  dieser  Transforinationsgleichungen  rational  in  g%  und  g%  aus.  — 
Ein  Teil  der  Specialsatze  des  vorigen  Paragraphen  hat  sicli  solclier- 
weise  mater  allgemeine  Kegeln  subsumieren  lassen**). 

§  14.   Gestalt  der  Transformationsgleicliuageii  fiir  die  "Wurzeln  aus  A, 

TJnseren  eingelienderen  Betraehtungen  iiber  die  aussere  Gestalt  der 
Transformatlonsgleicliungen  fiir  die  Wurzeln  aus  A  seliicken  wir  einen 
sehr  einfachen  formentheoretischen  Satz  voraus;  der  auch  in  zahlreichen 
Untersuchungen  des  folgenden  Absehnitts  eine  fundamentale  Eolle 
spielen  wird.  Es  gilt  nanilich:  Eine  game  rationale  Function  Cr(<72?#B) 
von  g^  gS)  die  l)ei  CD  =  ioo  mit  rv  proportional  wird,  entlidlt  den  Factor 
Ar.  Wahlt  man  namlich  zwei  nioglichst  kleine;  nicht-  negative  ganze 
Zahlen  a,  ft  derart?  dass  die  Dimension  von  g%ag/Gr  ein  Multiplum 
von  12?  etwa  —  12/1,  wird;  und  dividiert  clurch  A27  so  entspringt  eine 
ganze  Function  von  J?  die  zufolge  ihres  Verhaltens  bei  co  =  ioo  den 
(A  —  vyea  Qra(j  jn  j  besitzt.  JEs  besteht  also  die  Gleichung 


identisch;  ebendeshalb  muss  aber  die  Function  Gf  durch  gfg/  teilbar 
sein,  und  wir  erhalten 

(i)  CK&,  &)—**#''(&>&), 

wobei  nun  offenbar  Gfr  bei  CD  =  ioo  einer  endlichen,  nicht-verschwin- 
denden  Grenze  zustrebt. 

Nachdem  wir  diesen  Satz  festgestellt  haben?  besprechen  wir  zu- 
vorderst  den  wichtigeren  Fall  der  Primzahltransfornaation  n  =  q.  Die 
einfachsten  Kesolventen  werden  uns  von  einer  mogliehst  hohen  Wurzel 


*)  Fur  n  =  9  tritt  leicht  ersichtlicli  eine  Gleichung  fiir  die  8te  Wurzel  an 
deren  Stelle. 

**)  Die  im  Texte  gegebene  functionentlieoretisclie  Begrundurig  der  Trans- 
formationsgleichungen  fiir  die  Wurzeln  aus  A,  insbesondere  auch  die  dabei  durch- 
gefuhrte  Berucksichtigung  der  Primzahlquadrate  gf  ruhrt  vom  Herausgeber 
her;  die  ansgedehnte  Litteratur  uber  unseren  Gegenstand  stellen  wir  erst  am 
Schlusse  des  vorliegenden  Kapitels  zusammen. 
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aus    A    geliefert;    also    zielien    wir    gleicli    die    zwolfte    heran.     Wir 
sclireiben : 


(2) 


-v 


und  bemerten,  dass  zufolge  (1)  p.  73  —  und  also  aueli  die  damit 
gleichbereclitigten  Grossen  gan0e  algobraische  Modulformen  sind.  Es 
gentigt  also  x"1  einer  Gleichung  ^  =  (3  +  l)ten  Grades,  deren  Coeffi- 
cienten  gan#e  Fuuctionen  von  g%,  //3  sind,  und  man  erkennt  insbeson- 
dere  iin  Absolutglied  bis  auf  eine  multiplicative  Constante  leiclit  die 

potenz    von    A(«1?  o9).      Ohne    weiteres   folgt 


daraus:  Die  Grosse  (2)  is£  Wunsel  der  Gleichung: 


m  fZeren  Coefficients  die  GI  ganzc  rationale  FuncUonen  von  g%,  g%  sind; 
wir  dcnlcen  aus  den  G  alle  etwa  zuniiclist  eintretenden  Factoren  A  lieraus- 
genommen,  worauf  die  G  bei  ca  =  ioo  gegen  eine  endlicJie,  nicht-ver- 
schwindende  Gren^e  convergieren,  tviihrend  die  gan^ahligen  Exponenten 

I  ^  ~?^i  sind.    Die  hiermit  gewonnene  Resolvente  (q  +  l)ton  Grades 

§tcr  Stufe  ist  die  denkbar  giinstigste,  die  uns  bislang  ent.gegen  getreten 
ist;  fur  q  =  5  uncl  7  giebt  sie  geradezu  diejenigen  Resolventen  sechsten 
imd  achten  Grades  ;  die  wir  in  I  p.  640  (7)  und  p.  747  (4)  diesen 
Stufen  als  einfacliste  tiberhaupt  existierende  Eesolventen  zuwiesen. 

Um  Gleichung  (3)  in  eine  solclie  von  der  Dimension  Null  umzu- 
setzen,  substituiere  man 


(4)  A 

^  '  J  I/       A  (cu,  ,  co2) 

und  findet  ftir  y  die  Gleichung: 

(5) 


Da  haben  wir  offenbar  eine  Fallunterscbeidung  ftir  q  modulo  12  zu 
treffen:  Filr  q^l,  (mod.  12)  sind  die  Ooefficienten  von  (5)  rational 
in  <72?  ^3;  ist  aber  q  =  5,  7  oder  endlick  11  ;  so  findet  sicb  bez.  noch 
I/A,  ]/A  oder  endlicli  zugleicb  |/A  und  ]/A.  Da  die  Coefficienten 
iibrigens  von  der  Dimension  Null  sind  und  im  Nenner  nur  eine  Potenz 
von  A  steht,  so  folgt;  Je  nacMem  q=  1,  5,  7,  11,  (mod.  12)  ist,  sind 
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die  Coefficienten  von  (5)  1)63.  rational  ^md  gang  in  J?  j/J? 
endlicli  in  ]/J  und  YJ  —  1  zusammengenommen.  Hiermit  liaben  sieh 
eine  Reihe  weiterer  Einzeleigenschaften  der  Gleichungen  cles  §  12  unter 
allgemeine  Regeln  subsumieren  lassen. 

Endlich   gedenken   wir  noch   einer  dritten  Gestalt  der  Gleicliung 
(3),  clerjenigen  namlieh,  die  durcli  die  Substitution 


(6)  ,  = 

entspringt.     Wir  erhalten 


—v 
und   hier   ist    das   Wiclitige;    dass   die  Exponenten  -  r^  -  von  A 

durchgehends  positive  Zalilen  sein  nitissen,  da  &  eine  ganze  algebraische 
Moclulform  ist.  Um  (7)  nocli  etwas  zwecbinassiger  zu  schreiben,  be- 
stininien  wir  die  ganze  Zahl  KV  durcli  die  Bedingungen: 

(8)  vq  —  12  A,  =  xv,  (mod.  12),     0  ^  xv  <  12 


und   schreiben  zugleich  A        12         Gv.(g.2  ,  g^) 
dann  (7)  fiber  in: 


(9)  eql  +  A12^//  +  A1ff9V  -1  -|  -----  h  c  A       =0. 

*v 

Die  Dimension  des  (v  +  l)ten  Coefficienten  A12  Gv'  in  den  G)1;  o.j 
ist  —  v]  ist  also  6rv'  von  der  Dimension  —  8V  ?  so  haben  wir  die 
Gleichung  dv=  v  —  uv.  Hiermit  liaben  wir  einen  interessanten  formen- 
theoretisclien  Ansatz  fiir  (9)  gewonnen,  wobei  es  insbesondere  ins 
Gewicht  fiillt,  dass  alle  diejenigen  GV  identisch  versehwinden  nilissen, 
fur  welclie  8V  nicht  eine  der  Zalilen  0,  4,  6,  8,  .  .  .  ist  So  erhalten 
wir  z.  B.  im  Falle  q  =  12h  +  5  als  Anfangswerte  %  =  5?  %2  =  107 
%3  =  3,  .  .  .,  ^  =  —  4,  *2  =  —  8,  <J3  =  07  .  .  .  und  finden  soldier- 
weise  sogleich  den  auf  die  Form  (3)  unigereehneten  Ansatz: 


(10) 

I 

* 

wobei  die  a,  ft,  y,  .  .  .  numerisclie  Factoren  sind.    Fur  den  einfaehsten 
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Fall  li  =  0  finden  wir  imsere  alte  Resolvente  seclisten  Grades  wieder, 
die  in  der  That  die  Gestalt  besass  (cf.  I  p.  640  (7)): 

(11)  a'  +  ^  +  ^s  +  ir-O. 

Fiir  die  Bereclmung  der  nunierisclien  Coefficienten  in  (10)  konnte 
man  wieder  dieselben  Regeln  verwerten,  die  wir  bereits  bei  den  Teilungs- 
gleichungen  u.  s.  w.  auseinandersetzten.  Inzwisclien  versparen  wir  die 
Besprechung  von  weiteren  Einzelbeispielen  bis  in  den  n'aehsten  Ab- 
schnitt,  wo  wir  mit  erneuten  Hulfsmitteln  und  unter  erweiterten 
Gesichtspuniten  "den  tier  in  Rede  stehenden  Resolventen  wieder  be- 
gegnen  werden.  — 

Welche  Besonderheiten  den  nun  gegebenen  Entwicklungen  gegen- 
tiber  fur  clen  Fall  n  =  cf  eintreten,  wird  man  sofort  erganzen.  Wir 
liaben  liier  vor  alien  Dingen 


(12) 


x  == 


als  Wurzel  einer  Resolvente  (<f  +  #)tcn  Grades  zu  setzen;  den  einzigen 
•  Fall  q  =  3  ausgenommeB.  Die  Coefficienten  dieser  Resolvente  sind 
rational  in  #2 ,  ^  ™&  besitzen  dieselbe  Form,  die  wir  bereits  in  (3) 
kennen  lernten.  Da  g2  ^  1  (mod.  24)  ist,  so  werden  die  Coefficienten 
der  (5)  entsprechenden  Resolvente  nullter  Dimension  ohne  jene  Fall- 
untersclieidung  rationale  gantze  Functional  von  J".  Fiir  f  =  25  ergiebt 
sich  iibrigens  die  fertige  Gleicliung  in  der  zuletzt  gemeinten  Gestalt 
zufolge  (9)  p.  74  unmittelbar  aus  jenen  Relationen,  welche  Hr.  Gierster 
1.  c.  fur  diese  Ordnung  bereehnet  hat. 

§  15.    Historische  IsTotizen  iiber  die  znr  ersten  Stufe  adjungierten 
Transformationsgleiclmngen. 

Auf  die  Betrachtung  der  Transforinationsgleicliimgen  (3)  etc. 
wurden  die  Herren  Kiepert  und  Klein  von  verschiedeiien  Seiten  aus 
nno-efalir  zu  der  gleichen  Zeit  geftilirt.  Unter  den  Arbeiten  von  Hrn. 
Kiepert  (die  von  der  Tlieorie  der  doppeltperiodisehen  Functionen  aus- 
gehen  und  ausgedelmten  Gebrauch  von  den  Gleichungen  (10)  p.  68 
sowie  von  analogen  Relationen  maclien)  ist  zunachst  zu  nennen  die- 
jenige  iiber  Aufltisung  der  Gleichungen  filnften  Grades  (Gottinger  Nach- 
richten  1878  oder  auch  Crelle-s  Journal  Bd.  87),  wo  der  Pall  n  =  5 
behandelt  wird,  dann  drei  Arbeiten  ,,Zur  Transformationsflieorie  der 
Functioned  (Crelle's  Journal  Bd.  87  und  88,  1879;  Bd.  95, 
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1883),  die  den  Fall  einer  belieblgen  Primzahl  befcreffen.  In  der  bereits 
auf  p.  9  cles  vorliegenden  Bandes  genannten  Arbeit  »Uber  Teilung  und 
Transformation  der  ettiptiscJien  Functionen"  (Math.  Ann.  Bd.  26?  1885) 
delmt  Hr.  Kiepert  seine  Untersuehimgen  auf  die  allgemeinen  Gleichungen 
auSj  welclie  fiir  den  Fall  eines  beliebigen  Transformationsgrades  an 
Stelle  der  Gleiclmng  (5)  treten?  und  entwickelt  insbesondere  die  Theorie 
der  im  Palle  eines  Primzahlqnadrates  auftretenden  Gleichungen  (12). 
Unter  clen  Arbeiten  Klein's  kommt  ausser  der  zu  Anfang  des  Kapitels 
genannten  (in  welcher  alle  vorstehend  fur  die  Falle  n  =  5,  7,  13  ent- 
wickelten  Uberlegungen  mitgeteilt  sind)  noch  ein  an  Hrn.  Brioschi 
gerichteter  Brief  vom  30.  Dec.  1878  in  Betracht*)7  in  welcheni  Hr. 
Klein  insbesoudere  den  vorliin  an  Gleichung  (9)  geknupften  formen- 
theoretisehen  Ansatz  bespiicht,  auch  die  Gleiclmng  fiir  n  =  11  zuni 
ersten  Male  niitteilt  **).  Ausgeftihrt  wurden  die  in  diesem  Briefe  be- 
riihrten  Ideen  sodann  von  Hrn.  Hurwitz  in  dessen  oft  genannter 
Arbeit  »Grundlagcn  einer  independenten  Theorie  der  elliptisclien  Modul- 
fimcUonen  und  Theorie  der  MwUipUcatorgleicJmngen  erster  Stufc"  (Math. 
Ann.  18,  1881);  es  wird  dort  die  Gleichung  (5)  fiir  den  Fall  eines 
belieblgen  zu  12  relativ  primen  n  betrachtet,  und  zwar  ist  im  Gegen- 
satz  zu  den  von  uns  soeben  durchgefiihrten  Uberlegungen  die  Methode 
die,  dass  die  urspriingliche  und  transformierte  zwolfte  Wurzel  der 
Discrinimante,  *}/&,  in  ihreni  Verhalten  gegeniiber  beliebigen  Modul- 
substitutionen  untersucht  wird.  Dabei  wird  insbesondere  clas  Verhalten 
der  Traiisformationsgleichung  fiir  J"=  0  und  /=  1  erlauteri  —  Die 
Benennung  ;?Multiplicatorgleichung  erster  Stufe",  welche  im  Titel  der 
Hurwitz'schen  Arbeit  auftritt  und  auch.  von  Hrn.  Klein  gebraucht  wird, 
bezieht  sich  darauf,  dass  bei  der  Transformation  nter  Ordnung  des  in 
Weierstrass'scher  Form  vorgelegten  elliptischeii  Integrals  erster 
Gattimg,  nach  Norniierung  des  Integrals  durch  Zufiigung  des  Factors 

F-    "=^r 
^  in  der  That  die  Bedeutung  des  ,,Multipli- 


il")  Abgedruckt  in  den  Bendiconti  del  Istituto  Louibardo  vom  2.  Januar  1879, 
sowie  in  den  Math.  Ann.  Bd.  15,  p.  86—88.  Vorlaufige  Untersuclrangen  uber  die 
in  Rede  stehenden  Gleichungen  hatte  Hr.  Brioschi  kurz  vorher  im  nennten  Bande 
der  Annali  di  matematica  (ser.  2)  gegeben:  },Sopra  una  classe  di  equazioni  modu- 
lari"  (Nov.  1878).  "Obrigens  ist  die  Transformationsgleichung  achten  Grades  fiir 
n  —  7  in  ihrer  p.  61  mitgeteilten  ursprungliehen  Gestalt  sowie  aucli  in  der  Ge- 
stalt  (6)  p.  73  von  Hrn.  Klein  zuerst  in  zwei  der  Erlanger  Societat  vorgelegten 
Noten  vom  Marz  nnd  Mai  1878  veroffentlicht  worden. 

**)  Hr.  Kiepert  hat  in  seinen  citierten  Arbeiten  eine  grosse  Reihe  weiterer 
Zahlenbeispiele  gegehen,  so  in  Bd.  87  und  95  des  Journals  die  Gleichnngen  (5)  fiir 
n  =  17?  19  un<i  23  9  in  Bd.  26  der  Annalen  die  Gleichung  (12)  fur  n  =  25  und  49. 

Kloiu-Fricke,  Modulfunctionen.  H.  6 
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cators"  bekommt.  Em  naheres  Eingehen  auf  die  hiermit  gemeinte  Auf- 
fassung  bleibt  an  gegenw'artiger  Stelle  ausgescblossen,  insofern  dieselbe 
den  leitenden  Gesiehtspunkten  unserer  Darstellimg  fremd  ist;  es  muss 
geniigen,  dass  wir  diesbeziiglicli  auf  die  Abhandlung  von  Klein  in 
Bd.  14  der  Matliematischen  Anna! en  und  wegen  der  analogen,  in  der 
Jacobi;scben  Theorie  auftretenden  Gleicliungen  auf  die  Lehrbuelier 
iiber  elliptisclie  Functionen  verweisen*).  Diese  letzteren  Gleicnungen 
bezeichuet  Hr.  Klein  im  Sinne  unseres  allgemeinen  gruppentheoreti- 
selien  Schemas  als  Multiplicatorgleichungen  zweiter  Stufe.  Ubrigeiis 
werden  wir  den  in  Rede  stehenden  Gleiehungen,  wie  schon  benierkt, 
im  nachsten  Abscnnitte  noch  einmal  begegnen  und  wesentliclie  Eigen- 
schaften  derselben,  fiir  die  uns  jetzt  nocb.  der  Anstitz  fehlt,  kennen 
lernen.  Aueh  stellen  wir  dort  alle  Mitt  el  zur  Verfugung?  die  Glei- 
cnung  (5),  welche  sicn  ja  nur  auf  Primzabltransforniation  bezieht,  fiir 
beliebige  Ordnungen  n  zu  verallgemeinern. 

Die  Transformationsgleichung  (9)  fiir  die  zwolfte  Wurzel  aus  A 
nannteii  wir  der  ersten  Stufe  adjungiert;  eigeiitlieh  ist  sie  eine  zur 
zwolften  Stufe  geliorige  Gleicliung.  Incleni  wir  aber  bierauf  Gewiclit 
legen;  entspringt  der  Satz;  dass  aucli  fur  Moduln  lioherer  Stufe 
unter  Uinstanden  Transfer rnationsgleichungen  ^>t<m  Grades  existieren 
koiinen;  und  dass  dieselben  gelegentlicli  einfaclier  ausfallen?  als  die 
Gleickungen  d^r  ersten  Stufe.  Zu  der  gleiehen  Bemerkung  fiihrt  die 
Tlieorie  der  Jacob i'schen  Multiplicatorgleichungen ?  die  wir  geracle 
im  Vorbeigehen  streifteii.  Von  diesem  Gesiclitspunkte  geleitet,  werden 
wir  jetzt  principiell  die  Transformation  wter  Ordnung  liolierer  Stufe  zu 
betracnten  haben. 


*)  Vgl.  insbesondere  Konigsberger,  Vorlesungen  iiber  die  Tlieorie  der 
elliptiscJien  Functionen.,  Leipzig  1874,  -  so  wie  die  Monographic  von  Joubert,  Sur 
les  equations  gui  se  rencontrent  dans  la  the'orie  de  la  transformation  des  functions 
elliptiques,  Paris  1876.  An  letzterer  Stelle  wird  das  besondere  Veiiialten,  welches 
die  Primzahlqiiadrate  in  dieser  Theorie  zeigen,  zum  ersten  Male  erwahnt. 


Drittes  Kapitel. 

Allgemeine  Gnmdlagea.  fiir  die  Transformation  ni&*  Ordimng 
belieMger  Modulfbnetionen. 

Bei  der  Ausdehnung  der  Transformation  wter  Ordnung  auf  die 
hoheren  Stufen,  sowie  iiberhaupt  auf  algebraische  Modulfunctionen 
und  Modulformen- ist  die  Gliederung  der  uns  entgegentretenden  Ver- 
haltnisse  eine  so  mannigfaltige,  dass  das  gegenwartige  Kapitel  fast 
ganz  allein  einer  allgemeinen  Betrachtung  derselben  gewidmet  ist. 
Die  zu  transformierenden  algebraiselien  Moduln  setzen  wir  vorerst  als 
beliebige  vorans  und  werden  dann  die  durch  ihre  Transformation  ent- 
springenden  Grossen  und  die  fiir  dieselben  gultigen  Relationen  gruppen- 
theoretisch  und  functionentheoretisch  allgemein  zu  charakterisieren 
haben.  Hierbei  werden  natiiiiicli  die  von  Bd.  I  her  bekannten  Con- 
gruenzmoduln  vornehmlich  Berucksichtigung  finden  nitissen;  aber  wir 
verschieben  die  Einzelbetrachtung  derselben ?  welche  namentlicli  die  Her- 
stellung  von  Transformationsgleichungen  fiir  Congruenzmoduln  hoherer 
Stufe  zum  Ziel  liaben  wird;  bis  in  das  folgende  Kapitel.  Das  wesent- 
lichste  Fundament  fiir  die  Entwicklungen  dieses  Kapitels,  die  iibrigens 
in  ihrer  Gesamtheit  erst  neuerdings  vom  Herausgeber  durchgefahrt 
warden,  findet  sicn  in  der  abstract  gruppentheoretischen  Erorterung 
der  §§  3  und  4,  die  wohl  auch  um  ihrer  allgemeinen  Bedeutung  willen 
einiges  Interesse  beanspruehen  durften.  Zwei  Untergruppen  von  end- 
licheni  Index  in  einer  umfassenden  Grappe  liaben  ihrerseits  wieder 
eine  Untergruppe  von  endlicliem  Index  gemein,  und  es  gilt  in  den 
beiden  genannten  Paragraphen,  die  hierbei  eintretenden  Verhaltnisse 
allgemein  und  erscliopfend  zu  beschreiben;  was  unseres  Wissens  trotz 
der  principiellen  Bedeutung  dieser  Frage  fiir  die  gesanite  Gruppen- 
theorie  bislang  nocli  nieht  gesehehen  ist.  Die  TJntersuchungen  dieses 
Kapitels  diirften  aber  auch  deshalb  ein  besonderes  Interesse  fiir  sich 
liaben,  weil  durch  dieselben  ein  allgemeines  Schema  gesehaffen  wird?  in 
welches  sich  neben  anderen,  neuen  Modulargleichungen,  welche  an  die 
Theorie  der  regularen  Korper  ankniipfen;  die  seit  Jacobi  in  der 

6* 
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Theorie  der  elliptischen  Pimctionen  wiederliolt  und  ausfuhrlich  be- 
trachteten  Modulargleichungen  fitr  die  Wurzeln  aus  7c,  7c',  sowie  aueli 
die  von  Schlafli  u.  A.  eingefuhrten  Modulargleichungen  fur  die 
Wurzeln  aus  JcJc'  als  specielle  Palle  eiuordnen.  Besondere  Aus- 
fuhrungen  liieriiber  folgen  danu,  wie  sehon  bemerkt,  erst  im  naclisten 
Kapitel. 

§  1.     Allgemeiner  Cliarakter  einer  transformierten  Modnlfunction. 

Es  sei  0(0)  eine  willkiirlich  gewahlte  algebraische  Modulfunction; 
die  Untergruppe  F^  cles  endlichen  Index  ^  unifasse  alle  Modulsubsti- 
tutionen?  welche  g(d)  in  sich  tlberfuhren.  Auf  dem  Polygon  F^  sei 
^(oj)  eine  i^-wertige  Function  7  und  wir  setzen  noeli  ausdrucklich.  voraus, 
dass  die8e  Function  ^(co)  dnrch  keine  anderen  linearen  Substitutionen 
von  (D  in  sich  transformierbar  sein  soll?  als  durclt  die  Modulsubstitutionen; 
welche  f^  bilden.  Ein  Reprasentantcnsystem  dieser  Untergruppe  sei 

(i)  i,    r19    F2?   ...,    F;,-!, 

und  endlicli  sei  die  algebraische  Eelation  zwisclien  3  und  J  durcli 

(2)  #<  +  !?,(/)  -  ^-^  +  -  •  •  +  MJ)  -  0 

gegeben.  Schaffen  wir  in  (2)  die  Nenner  der  JB(e7")  durcli  Multipli- 
cation rait  einer  geeigneten  Grosse  (?(/)  fort,  so  steigt  J"  in  der 
neuen  Gestalt  dieser  Relation  bis  auf  den  vten  Grrad. 

Indem  wir  vorab  einzig  von  eigentlicJier  Transformation  ntor  Ord- 
nung handeln?  diese  aber  sogleich  in  allgemeinster  Gestalt  einftiliren 
wollen,  schreiben  wir: 

(3)  Jt(co)  =  -a—  ,  -r  ,     ad  —  1)c  =  n  , 
v  j  \   j        CG)  ^,  d  y  ? 

wobei  a,  I,  c,  d  vicr  leliebige  gan$e  Zafilen  der  Determinant  n,  jedoc/t 
ohne  einen  alien  gemeinsamen  Teiler,  sein  sollen.  Aus  $(co)  entspringt 
vermoge  der  Substitution  (3)  der  transformierte  Modal: 


der  im  Bereich  der  positiven  Halbebene,  wie  0(0)  selbst^  eine  cin- 
deutige  Function  von  o  darstellt.  Setzen  wir  jet:&t  aber  J'(®)  =  J(Ti(co)\ 
so  haben  wir  nach  (2);  sowie  auf  Grund  cles  vorigen  Kapitels  (p.  54) 


die  beiden  Gleicliungen: 


0, 


J'v-1  H  -----  h  G,,,(J}  =  0, 
in  deren  letzter  J"  wie  J'  bis  auf  den  ^to"  Grad   steigt.     Elirninieren 
wir  jetzt  aus  diesen.  "beiden  Gleichungen  J',  so  findet  sicli  nach.  dem 
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Bezoutfsclien  Theorem  iiber  den  Grad  der  Resultante  zweier  algebrai- 
sclien  Gleielmngen  eine  Relation: 

(5)  jw  +  r^JT)  -  tffV-1  H h  r^(J)  =  0, 

cleren  linke  Seite  wir  kurz  /*(/,  J)  nennen  wollen.  Setzen  wir  die 
linke  Seite  von  (5)  in  eine  ganze  Function  von  /  und  J  uni?  so 
steigt  J  in  derselben  bis  auf  den  Grad  wfy. 

Zufolge  (5)  ist  %'  eine  algebraisclie  Function  von  J"*  da  iiberdies 
$  eindeutig  in  co  ist,  so  erJcennen  wir  im  transform-ierten  Modul  #'(&) 
so  fort;  eine  algebraische  Modulfunction,  der  en  Gruppe  F^'  heissen  mag. 
Der  Index  ft'  derselben  ist  <^  ^,  je  naclidem  die  in  (5)  gewonn&ne 
Eelation  irredutibel  oder  redueibel  isL  Diesen  letzteren  Gegenstancl 
werdeu  wir  ausfiihrlicher  zu  untersuchen  liaben;  vorab  noch  folgende 
allgemeine  Betraclitung: 

Da  #'  in  (5)  auf  den  Grad  pil>  steigt,  so  konnen  wir  darcli 
Transformation  nter  Ordnung  in  der  gekennzeichneten  Weise  von  S((D) 
aus  insgesamt  [ity,  und  zwar  (wie  man  gleich  sehen  wird)  ^  ini 
allgemeinen  verschiedene  Modulfunctionen  herstellen.  Anders  ausge- 
druckt  lautet  dies:  Wenn  man  die  Gesamtheit  der  Transformationen  (3) 
in  Classen  einteilt  und  in  eine  Glasse  immer  solclie  B>(c£),  -BX07)?  ••• 
vereint}  deren  ZaMwerte  lei  leliebig  gewaldtem  CD  'besiiglicli  der  f^  relativ 
aquivalent  sind,  so  giebt  es  im  ganzen  pty  Classen.  Indeni  aber  die 
Wurzeln  der  schon  vorliin  gebraucnten  Gleichung 


offenbar  #(70S(o>)),  #(7XE((D)),  ...,  #(7^_il?(co))  sind?  die  7  im 
Sinne  von  (1)  gebraucht,  so  werden  wir  fur  die  genannten  pty  Classen 
em  Eeprasentantensystem  in 

(6)  ViE^(cd) ;     i  =  0,  1;  .  .  . ,  in  —  1 ;     ft  =  0,  1,  . . . ,  ^  —  1 

besitzen,  wofern  dabei  die  R,  Ef,  . . .,  EW-^  eines  der  im  vorigen 
Kapitel  fur  die  Transformation  nter  Ordnung  erster  Stufe  fixierten 
Eeprasentautensysteme  liefern. 

Diese  Betracntungen  tibertragen  sich  auf  die  Modulformen  ohne 
weiteres;  wir  scliliessen  hier  zweckniassig  so:  Moge  etwa  die  alge- 
braische Modulform  ^(col7  co2)  zu  einer  homogenen  f^  gehoren  und 
dabei  definiert  sein  durch: 

(7)  ^  +  -Ri(#2?  ft)  *  •0<<<""1  H f-  ^(ft;  ft)  =  °- 

Durcli  Austibung  der  Transformation  E<*>  geht  (7)  iiber  in: 

und  solcher  Gleichungen  haben  wir  den  ^  Werten  von  %  entsprechend 


86     IV,  3.    Grundlagen  fur  die  Transformation  wtor  Ordnung  boherer  Stufe. 

insgesamt  ^.     Die  Multiplication  derselben  fiihrt  auf  eine  Gleichung, 

die  in  den  ty  Grossenpaaren  g^\  g^  symmetrisch  1st;  die  Coeffieienten 

dieser  Gleichung  sind  somit  Modulformen  erster  Stufe  und  als  solclie 

rationale  Functionen  von  g2,  #3.     Es  folgt  also  die  (5)  entspreehende 

Gleichung 

(9)  *'W  +  r^;  &)  •  s'/'V-1  +  .  .  .  +  rftvfa,  r/3)  =  0, 

die  wir  jetzt  wieder  /*(#';  g2,  grs)  =  0  nennen;  und  .an  welclie  sicli  clie 
bereits  aus  (5)  gezogenen  Folgerungen  kniipfen.  Sind  tibrigens  die 
Coefficienten  von  (7)  ganz,  so  gilt  dasselbe  fiir  die  Ooefficienten  von 
(9).  Da  ausserdem  (5)  aus  (2)  gerade  so  hatte  liergestellt  werclen 
konnen,  wie  (9)  aus  (7),  so  bemerkt  man  sofort:  Eine  ganse  Modnl- 
function  oder  -form  giebt,  transformiert,  stets  wieder  eine  gantse  Modul- 
function  l)es.  -form.  Man  sieht  dies  natlirlich  leicht  auch  vermoge  einer 
directen  Betraclitung  der  &  ein. 

§  2.    G-ruppe  des  transformierten  Modnls  &'.     BeducibUitat  der 
Belation  f(0r,  J)  ==  0. 

Die  Relation  /'(^';  J")  =  0  des  vorigen  Paragraphen,  oder  aucli 
allgemeiner  gesagt,  die  Gleichung  f(s'^  g^  g^)  =  0  ist  unter  Uni- 
st'anden  reducibel,  was  wir  jetzt  n'aher  zu  untersuchen  haben.  Jeden- 
falls  geht  durch  gewisse  ip  Modulsubstitutionen  die  Relation  (8)  §  1 
in  die  ^  gleichberechtigten  Relationen  liber,  und  solcherweise  ent- 
springen  aus  dem  einzelnen  0r  sofort  ^  gleichberechtigte.  Natlirlich 
konnen  dann  weiter  cliese  ft  Systenie  zu  je  ^  Moduln  $'  zu  gewissen 
Abteilungen  oder  sogar  insgesamt  mit  einander  gleichberechtigt  aus- 
fallen?  und  wir  haben  als  vorlaufigen  Satz:  Ist  die  fragliclie  Relation 
nicht  irredticilel,  so  serfallt  sie  in  soleJie  irredueibele  Bestandteile,  der  en 
Grade  in  /  durch  i/>  teiTbare  ZaMen  sind. 

Zur  iiaheren  Untersuclmng  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  iin 
Rationalitatsbereich    g2,  g%    bez.  J  betrachten    wir   insbesondere    den 
Modul 
(1)  ^(o>)  —  j8i(7Z0(o))  —  «f(ww); 

dadurcli  wird  freilich  unsere  Betrachtung  vorerst  particularisiert,  indes 
werden  wir  doch  leicht  von  hier  aus  den  allgemeinen  Uberblick  gewinnen. 

Soil  die  Modulsubstitution  (*'  u  die  Inunction  (1)  in  sicli  transformieren, 
so  muss  zufolge  der  Gleichung 


/oc  •  nca  4- 
*     ---  r---= 


NO  +  * 
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nacli  den  liber  0  gemacliten  Voraussetzungen  7  eine  durcli  n  teilbare 
Zalil  sein,  worauf  alsdann  noch  die  weitere  Bedingung  hinzukoinnit, 
dass  die  Substitution: 


der  Gruppe   f/t    angehoren   soil.     1st   auf  der   anderen   Seite  v'  eine 
Operation  der   f^  ;   die  zugleich  ft  =  0   (mod.  ri)  hat,  so  findet  man 
durcli  Transformation    mit  JRo  in  R^~IV'RQ  eine  zu  #'(o)   gehorende  . 
Modulsubstitution. 

Urn  also  die  gesamte  zu  /(co)  gehorende  Gruppe  zu  gewinnen, 
werden  wir  auf  diejenige  Congruenzgruppe  wter  Stufe  f~^  zuriiekgehen, 
welch  e  durcli  |3  EEE  0  charakterisiert  ist.  Die  gemeinsame  Untergruppe 
von  r^/  und  fu  nennen  wir  IV;  ihr  Index  v  wird  offenbar  ein  ge- 
meinsames  Multiplum  von  ft  und  ^  sein,  etwa 

(3)  '»-«•?, 

wo  r  der  grosste  gemeinsame  Teller  von  p  und  ty  ist,  %  aber  eine 
nicht  naher  bestimmte  ganze  Zahl,  fur  die  man  indes  aufs  leichteste 
die  Bedingung  0  <  x  <£  t  feststellt.  Ein  zur  gefundenen  Gruppe  ge- 

liorendes  Eolygon  F'  fty  wird  sicli  ersichtlich  aus  ^  Polygonen  F^ 
t 

oder  auch  aus  —  Polygonen  F^  aufbauen  lassen. 
t 

Transform!  eren  wir  nunmehr  durch  BQ,  so  geht  jedes  Polygon 
1'V,  fur  sicli  genommen,  in  ein  Polygon  Fy  der  durch  y  =  0  (mod.  «) 
definierten  Tv,  uber:  J?7^  =  JRo(^),  das  dann  natiirlich  im  allgemeinen 
noch  keineswegs  aus  einer  Anzahl  ungefailter  Moduldreiecke  zusammen- 
gesetzt  erscheint.  Demgegenilber  lemerke  man  fur  spgfer,  dass  F^  =  P^(F^ 
keineswegs  allgemein  gleiclifalls  ivieder  das  Polygon  einer  Untergruppe  der 
Modulgruppe  wird;  in  der  That  haben  ja  nur  die  Operationen  der  Vy 
die  Eigenschaft?  durch  EQ  wieder  in  Modulsubstitutionen  transformiert 

zu  werden.     Transformieren  wir  jetzt  F^w*  so  erbalten  wir  z^MgQ 

t 

der  entwickelten  tjberlegung  ein  aus   ^~  Polygonen  Fy  bestehendes 

transformiertes   Polygon  F^^  =  BQ(F'^^.     Dieses   dber  ist   nach 

*  * 

unserer  anfdnglieJien  Entwicldung  das  Polygon  der  w  $'(&)  gehorenden 
Gruppe,  welcti  let&tere  sich  damit  als  eine  Untergruppe 

(4)  r^  = 
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des  Index  %  •  —   darsteUk    Dass    diese  T    ^  innerhalb    der  f^   eine 

t 

Untergruppe  des  Index  —  ist>  erseheint  unmittelbar  klar.     Aber;  wie 

wir  schon  sagten?  ist  demgegeniiber  It^irflR()  keine  Untergruppe  der 

Modulgruppe*);  und  es  ist  hier  auch  keineswegs  stets  die  Existenz 
einer  I"/  evident;  die  zur  Gruppe  (4)  in  deinselben  Verhaltnis  stande 
(d.  h.  sie  als  Untergruppe  enthielte),  wie  die  rfl  zur  f~"  ^. 

Als  unniittelbare  Folgerung  unserer  Uberlegung  enstspringt:  &'(&) 
ist  eine  von  %  •  -  wit  einander  gleicJibcrecMigten  Modulfunctionen  be$* 

Formen.  Ist  %  *=•  v,  so  ist  dieserlialb  /'(#',  J)  =  0  be$.  /'(/;  g,^  g$)  =====  0 
irreducibel;  ist  x<v,  so  spaltet  sieh  von  f  ein  irredudlieler  Factor  des 

Grades  %  •  -~  ab,  der  gleich  Null  gesetet  die  Gleiclnmg  filr  2'  liefert. 

Uni  abor  genauer  clen  Wert  der  hier  auftretenden  Zahl  K  (und 
zwar  dann  gleich  allgemein  ftir  samtliche  irreducibele  Factoren  von  /") 
zu  untersucheu ,  mtissen  wir  nunniehr  den  in  Aussicht  genommenen 
Excurs  allgemein  gruppentheoretischer  Art  einschalten. 

§  3.    Bxcurs  iiber  ein  allgemeines  Princip  der  Gruppentheorie : 
Der  Fall  ausgezeielmeter  Untergruppen, 

Eine  principielle  Rolle  spielte  soeben,  wie  man  gesehen  hat?  die 
gemeinsame  Untergruppe  der  beiden  Gruppen  f^  und  f^.  Um  abet 
fiber  diese  Untergruppe  das  Genauere  mitteilen  zu  konnen?  wollen  wir 
zunachst  allgemein  die  Verhaltnisse  klarstellen^  welche  eintreten?  so- 
bald  wir  die  gemeinsame  Untergruppe  zweier  der  Modulgruppe  an- 
gehorender  fA/l7  r^  aufzusuchen  haben.  Die  dazu  notige  Uberlegung 
hat  iibrigens,  wie  schon  bemerkt,  ganz  allgemeine  Bedeutung  fur  die 
Theorie  der  unendlichen  Gruppen. 

Sehr  einfach  erledigt  sich  unsere  Frage  in  dem  Falle;  dass  f^1 
und  f^a  beide  innerhalb  der  Gesanitgruppe  ausgemcUnet  sind;  wie  wir 
jetzt  zunachst  annehnien  wollen.  Seien  die  Operationen  von  F/fjL  durch 
1;  %?  vz>  -  •  •?  diejenigen  der  r^2  durch  17  w^  w%,  . , .  bezeichnet,  so 
haben  wir,  da  F"^  ausgezeichnet  'ist,  stets: 

(1)  **          VgWh  =  WkVi9       WkVi  ==  ViWiU. 

Unter  Aufnahine  des  in  I  p.  321  bezliglich  einer  ausgezeichneten 
Untergruppe  eingefiihrten  Aequivalenzzeichens  folgt  aus  (1)  fur  die 


*)  Sofern  nicbt  der  particulare  Fall  vorliegt,  dass  die  Gruppe  I"    in  der  f' 
enthalten  ist. 
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speeiellen  in  diesen  Formeln  enthaltenen  Substitutionen,  indeoi  wir 
die  w  resp.  v  mit  1  Equivalent  setzen: 

\  )  ^u  ^  ®h  (bez.  r^0)j     Wk  °°  WM*  (bez.  F«  ).i5) 

Durch  Combination  von  F^  und  F^2  entstehe  die  Gruppe  Fr,  dereii 
Index  t  jedenfalls  ein  gemeinsamer  Teiler  von  p1?  ^  ist  Vernioge 
(1)  lasst  sicli  jede  Substitution  dieser  F*  auf  die  Form  v,ivk  bringen? 
und  da 


ist,  so  lesitzen  ivir  aiicli  in  T^  eine  in  der  Gesamtlmt  ausgemchnete 
Untergmppe.  Sind  die  Classen**)  von  F«I;  r^  bez.  mi  und  m2?  so 
erkennt  man  die  Classe  t  von  F*  sofort  als  einen  gemeinsanien  Teiler 
von  mi  und  wa.  Insbesondere  folgt:  &"^  m1?  m2  re^iue  Prim&aUen, 
so  ist  T*  rffo  G-esamtgmppe;  und  weiter:  Js£  F^^  Congruen&gmppe  ,  F^2 
a"6(?r  dwrdi  Congmcnzen  nictit  eingescJimnM,  so  ist  F^  M^?er  J&  Gescmt- 
gruppe.  Andernfalls  niiisste  n'amlich  F^  Congruenzgruppe  sein?  insofern 
sie  FWi  in  sich  entlialt,  und  musste  zugleich  die  Nichtcongruenzgruppe 
F^a  umfassen, 

Die  Gruppe  F^  reduciere  sien;  beziiglicli  F//JL   genonimen;  auf  die 
endliebe  Gruppe  Gr^,  bezilglich  F^a  aber  auf  G^,  was  wir  symboliscli 

*  * 

ausdrticken  durch: 

(3)  1%  -  %?  (bez.  FJ;     F,  - 


Ein  Reprasentantensystem  der  F*  beztiglicli  F/(I  liefert  die  Substitutionen 

der  G^]  ist  dabei  als  einzelne  Substitution  zun'acbst  vtWk  gewahlt,  so 
t 

konnen  wir  liinterher  an  deren  Stelle  auf  Grund  von  viwk  ~  WL, 
(bez.  F^)  die  Substitution  w^  setzen.  In  entsprecliender  Weise  konnen 
wir  ein  Eeprasentantensystem  der  F«  beziiglicli  F^a  durcligebends  aus 
Operationen  v  zusamniensetzen  und  mogen  so  insbesondere  ftir  unsere 
beiden  Gruppen  G-  die  Operationen  gewinnen: 


(4) 


Die    gemeinsanie  Untergruppe    von   r^    und  F^  sei  Fv*j   dieselbe 
ist  gleieMalls  ausgezeicbnet;  und  ihre  Classe  ist  das  kleinste  gemein- 

*)  Es  griindet  sicli  dieses  Schlassverfabren  auf  den  in  I  p.  320  (unten)  aus- 
gesproclienen  Cursivsatz. 
**)  Of.  I  p.  360  u.  f. 
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schaftliche  Vielfaclie  von 


und  m 


wird  sicli  beziilich  der 


auf  eine  cndlicke  Grv  reducieren,  als  deren  Operationen  wir  ein  Ite- 

prasentantensysteni  von  f^  beziiglicli  [%  anzusetzen  haben.  Bemerke 
man  in  dieseni  Betraeht,  dass  eine  beliebige  Operation  wvvh  der  r# 
folgenden  Aquivalenzen  genligt: 

w<jVh~>WiVi  (bez.  1"^),     wyvlt<^wmvk  (bez.  f^); 

in  der  ersten  ist  wt-  eine  bestirnmte  Operation  aus  der  ersien  Reihe 
(4)?  in  der  zweiten  vk  eine  bestiinmte  aus  der  zweiten  Reilie  (4);  v&  nnd 
wm  diirfen  dagegen  willkurlich.  gewahlt  werden;  und  also  ncliinen  wir 
<QL  =  yk  und  wm  —  'Wt.  Dann  ist 

(5)  WffU/t  c^>  WiVk  (bez.  r^l7   r"^,,);  0  <C  7;  i  <  —  resp.  —-  7 

und  nun  liaben  wir  auf  der  andern  Seite  den  Satz?  dass 

/i  r~  r*     \ 

'i^  '^/  °o  'iVi'V-  ( bez.   i        I  //  ) 

fiir  vier  Substitutionen  aus  den  Reilien  (4)  notwendig  die  Grleicliungen 
i  =  r  und  Jc  =  $  nacli  sicli  ziehen.  Indem  wir  also  alle  — ^  Pro- 
ducte  wtVk  Widen ;  liaben  wir  gerade  ein  Repriiseutanteusystem  der  f^- 
beziiglicli  fr  gebildet.  Sonacli  erlialten  wir  den  abscliliessenden  Sate: 
Die  ycnieinsavie  Untergnippe  von  T^(I  und  f^  ist  cine  in  der  GesamthcU 

au$ge#eichnete  f^^,,  des  Index  ^-^- 

Wir  scliliessen  liier  sogieich  nocli   eine  Reihe  geometrisclier  Er- 
lauterungen   an;    welclie   zur   leicliteren    Erfassung   unserer    gruppen- 
$  tlieoretisclien    Uberlegungen    wesent- 

licli  sine! 

Die  Gesamtgruppe  reduciert   sicli 
beziiglicli  der  ausgezeichneten  P^^^  auf 

eine  endliche  Gruppe  Gr^^  ^n  7  deren  Ope- 

* 

rationen  wir  uns  zweekmassig  in  eineirs 
parallelepipedischen  Schema  angeord- 
net  denken  konnen.  Indeni  wir  etwa; 
wie  wir  hierneben  in  Pig.  3  angedeu- 
tet  haben;  ein  reclitwinkliges  Ooordi- 
nateu system  zu  Grunde  legen,  mogen 
wir  auf  der  positiven  ja?-Axe  im  Ur- 
sprung  tvQ  =  1  und  sodann  in  gleichen 

1 J  Operationen  wl ,  w^,  . . . ,  w^       auf- 
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/ 
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^ 
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Fig    3. 

Interyallen  die  weiteren 


IV,  3.  Grundlagen  fur  die  Transformation  ^ter  Ordnung  hSherer  Stufe.  91 
tragen,  hiernach  aber  in  analoger  Weise  auf  cler  positiven  y-Axe  die 
vly  vs,  - .  .,  <iV/2_1?  worauf  in  der  oij/-Bbene  die  ^(f-  Operationen  WiVk 
der  Grpipi  Platz  finden;  dieselben  geniigen  ubrigens  ersichtlich  der 
Bedingung: 


/ 


bez. 


Ein  Reprasentanten  system  der  Gesamtgruppe  bezfiglicli  V*  sei  durch 
1?  w17  «2,...,  «<z_  i  gegeben;    diese   r  Operationen   tragen    wir   dann 

entsprechend  auf  der  ^-Axe  ab;  um  jetzt  in  cler  That  die  ^^  Opera- 
tionen WiVzUi  der  6>1//a   nacli  libersichtlicliem  Princip   in  cler  Gestalt 


eines  Parallelepipedons  angeordnet  zu  haben. 

Eeducieren  wir  die  Gesamtgruppe  f  beziiglich  F"^,  so  kommt  die 
G-!ji  der  in  der  $#-Ebene  des  Schenias  befindlichen  Operationen  tviu^ 
reducieren  wir  f  beziiglich  f^,  so  kommt  die  G^  cler  in  der  ^/^-Ebene 
gelegenen  v^w/.  Reducieren  wir  f  beziiglich  f^;  so  entspringt  endlich 
die  G*  der  in  der  ^-Axe  stehenden  Operation  ^*).  Demgegeniiber 
bilden,  wie  schon  vorhin  angedeutet;  die  in  der  ^^/-Ebene;  der  x-  und 
der  2/-Axe  stehenden  Operationen  die  Untergruppen  G^^  bez.  6?^,, 

~i^~  V 

und  GM  welche  den  soeben  in  Betracht  gekommenen  Gruppen  r*,  f^,  r^ 

~>e 
beziiglich  f//J//a  zugeordnet  sind. 

?; 

Die  hiermit  zur  Sprache  gekommenen  Anschauungen  haben  wir 
jetzt  weiter  zur  vollen  Erledigung  unserer  gruppentheoretischen  Frage 
zu  verwerten. 

§  4.    Portsetznng  des  gruppentheoretisclien  Excurses:  Fall 
niclit-aTisgezeiclineter  Untergruppen. 

Sind  uns  zwei  nicht-ausgezeiclinete**)  Untergruppen  der  Modul- 
gruppe  f  gegeben,  so  gehen  wir  zur  Erledigung  unserer  Frage  nach 
dem  gemeinsamen  Bestandteile  beider  auf  den  Satz  zuriiek,  dass  in  jeder 
Untergruppe  von  endlichem  Index  eine  in  der  Gesaratheit  ausgezeichnete 


*)  Alle  diese  Eeductionen  stellen  sich  jetzt  im  rechtwinkligen  Coordinateu- 
system  cler  Fig.  3  unter  dem  Bilde  einfacher  Projectionen  auf  Coordinatenebenen 
oder  -axen  dar. 

**)  Die  nachfolgende  Erftrterung  1st  ubrigens  vo'Uig  allgemein  und  umfasst 
den  Pall,  dass  eine  oder  gar  beide  vorgelegte  Untergruppen  ausgezeichnet  sind, 
sogleich  niit. 
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Untergruppe  von  gleichfalis  endlicliem  Index  sich  findet  (cf.  1  p.  327). 
So  nehinen  wir  unter  voller  Aufrechterhaltung  der  Bezeichnungen 
des  vorigen  Paragraphen  als  die  beiden  vorgelegten  Gruppen  f^t  und 

rw  wahrend  die  beiden  zugehorigen  ausgezeichneten  Untergruppen  f^,  f//2 

sein  sollen.  Selbstverstandlich  sind  dabei  &19  <?2  Teiler  von  ^  bez. 
ft2?  und  zwar  wird  man  im  allgerneincn  die  letzteren  ausgezeichneten 
Untergruppen  so  wahlen,  dass  ihr  Index  ein  moglichst  niedriger  ist; 
fur  die  folgenden  Betrachtuugeii  ist  dies  indes  nicht  wesentlicli. 

Der  gerneinsanie  Bestandteil  von  \"^L  und  T^  enthalt  f^^  in  sich; 


statt  nun   sogleicli  die  gesuchte  Gruppe  selbst  in  Betracht  zu 
wollen   wir  vorab    diejenige    endliclie   Gruppe    aufsuchen;    auf   welclie 

sie  sich  bez,  r^1(t/a  reduciert.    Nun  wird  sieli  f^x  bez.  f^^  auf  eine  G^j^ 
__  _  _.  ^ 

reducieren;  und  da  miissen  wir  uns  des  genaueren  die  Lage  der  -^ 
Operation  en  dieser  Gruppe  im  Schema  des  vorigen  Paragraphen  ver- 
anschauliclieu.  T^  enthalt  1"^,  und  eben  deshalb  werden  die  -~- 

^i 

Operationen   der  6f0l^   gerade   <?1;   zur  y-Axe  parallele,  Transversalen 

K 

uuseres  Schemas  ganz  erfullen.  Auf  der  andcren  Seite  becleutet  dies: 
f^  reduciert  sicli  'be&liglidi  rfil  auf  eine  GrffL  von  6t  Operationen  tVit<ik}  die 

^r 

also  samtlicti  in  der  x0-Elene  gelegen  sind  und  eine  Untergmppe  der  dort- 
sellst  gelagerten  G^  bilden,  auf  ivelcti  letztere  sich  die  Gesamtlieit  F 
be&.  r^L  reduciert.  Als  Untergruppe  dieser  G(.(I  kenuen  wir  bereita  die 
G-pL  r^  r^  (bez.  f/fl)  und  benennen  fortan  als  6r<^  die  gemeinsame 

*  6'l 

Untergruppe  von  G0i    und  Gftl  ;  sie  wird  aus  denjenigen  Operationen 

„, 

WiUk  von  G0l  bestehen,  in  denen  Insbesondere  Uk  =  1  ist,  Wir  be- 
haupten  dann:  GQl  giebt,  nun  aucJi  nock  letfuglich  f//a  reduciert,  eine 
Untergruppe  6^  von  derjenigen  G^,  welcJw  die  0-Axe  unseres  Schemas 
erfilllt  ;  legen  wir  dabei  durch  die  st  von  Gyi  auf  der  0-Axe  ein- 
genommenen  Punkte  Parallele  zu  ^-Axe;  so  entfallen  auf  jede  derselben 

—  Operationen  der  Gffi. 

si 

Man   wolle   namlich   zum  Belege    dieser  Behauptung   die  Aequi- 
valenz: 

,  (bez.  f^) 


mit  Hiilfe  der  jedenfalls  bestehenden  Gleichung  UJM  ==  wnu^  in 
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urosetzen,  welehe  aucli  nocb  bez.  I"*  redueiert 

Wj^foT1  ^  ^  ?     «//«A  °°  ww  (bez.  SY) 

liefert.  Es  liegt  darin  der  Satz  begrilndet:  Beliebige  zwei  Operationen 
aus  zwei  bestiminten  Horizontalreihen  der  ^-Ebene  geben,  in  vor- 
geschriebener  Folge  combiniert,  eine  Operation  aus  einer  bestirnraten 
dritten  Horizontalreihe*).  Nunniehr  folgt  auf  Grand  einer  sclion 
after  durchgefiihrten  Uberlegung:  Beteiligt  sich  uberhaupt  eine  Hori- 
zontalreihe der  ##-Ebene  an  unserer  (rffl?  so  liefert  sie  fur  dieselbe 

gerade  —  -  Operationen  nnd  nicnt  melir;   damit  ist  aber  unsere  obige 

si 
Beliauptung  iin  vollen  Unifange  dargetliaD.     Man  wolle  sicli  iibrigens 

sogleich  nocli  folgende,  unmittelbar  einlenchtende  Definition  der  Gruppe 
QSi  anmerken:  Wenn  man  r^,L  ~be&iiglid%  der  aitsgegeichneten  f^  redueiert 

~i 
(ohne    dass   naitirlich   Tf(l   die   F"*   in    sich  zu  enthalten  brauchte);   so 

^T 
entspringt  die  TJntergni^pe  GSl  von  &*: 

(1)  T^  -  G^  (bez.  1%). 

^1 
Vollig  analoge  Betrachtungen  gelten  fiir  die  f^,  die  sich  beziig- 

ffa 

licli  f/!,^  auf  die  Gruppe  G^^  redueiere;  wahrend  sie  andrerseits  be- 

^—  ^ 

ziiglich  f^  auf  G-NZ  ftihren  moge:    • 

(2)  r^  -  G^  (bez.  Q. 

'ya 

Die  ^£1  Operationen  der   Ga^   fallen    gewisse    <?2  Transversalen   des 

t 
Schemas,  die  mit  der  ir-Axe  desselben  parallel  laufen,  vollstandig,  aus? 

nnd  zwar  werden  sich  diese  Transversalen  zu  je  ™  in  den  S2  dtirch  die 

52 

Operationen  u  der  ft.  angezeigten  Horizontalebenen  finden. 

Die  gemeinsame  Untergruppe  von  f^  und  f^,  nm  welche  es  uns 

^i  ffa 

eigentlich  zu  thun  ist,  redueiert  sich  nun  bezuglich  f^^  ofifenbar  auf 

t 

die  gemeinsame  Untergruppe  der  eben  betracliteten  6r<rA.</ft  tind  G^^. 


*)  Man  denke  sich  in  der  That,  wie  Fig.  3  andeutet,  die  ^?-Axe  senkreclit 
gerichtet;  iibrigens  driickt  der  gerade  ausgesprochene  Satz,  wie  man  leiclit 
benierkt,  niclits  andores  ans,  als  dass  €rfli  ausgezeicbnete  Untergruppe  von  Gr^  ist. 


94     IV,  3.    Grundlagen  fur  die  Transformation  wter  Ordxmng  hoherer  Stufe, 

Sei  also  ft  die  gemeinsamo  TJntergruppe  von  G»t  und  G^  (so  dass  t 
gemeinsamer  Teller  von  s1  und  S2  sein  wird);  alsdann  warden  nur  In 
den  t  durch  die  Operationen  von  ft  angezeigten  Eorizontalebenen 
zugleich  Operationen  von  ff^  und  6^  sicli  finden,  und  zwar  offen- 

t  -£ 

bar  jedesinal  ^^ .    Tnsgesamt  1st  also  den  Gfftfen  und  ftya|t/I>  eine  ft^^ 
*i*a  -V"  —~ 

geinein;  und  cla  r,,1/%  sowohl  in  F^  wie  P^a  enthalten  1st,  so  entspringt 

5  °i  °a 

der  Satz:  Die  gememsame  Untergmppe  der  beiden  vorgelegten  Gruppen 
TUj  und  r/lft  is*  eiwe  r^^8|^  des  endliclien  Index  ^~^- 


Bei  der  Ableitung  dieses  Kesultates  setzten  wir?  wie  schon  be- 
merkt,  keineswegs  voraus,  dass  f/£,  und  f//a  die  unafassendsten  in  der 
Gesamtlieit  ausgezeiclmeten  Untergruppen  sein  sollten;  die  sich  in  den 
beiden  vorgelegten  Gruppen  finden.  Wenn  es  also  zweckmassig  ist? 
diirfen  wir  ohne  Anderung  der  voraufgehenden  Entwicklung  uncl  ihres 
Resultates  unter  f^f,,,  auch  andere  als  die  unif as  sends  ten  Untergruppen 
ihrer  Art  verstehen.  Sobald  tibrigens  r*  die  Gesamtgruppe  ist,  haben  die 
Zalilen  s19  sa;  <,  t  den  Wert  1;  und  also  haben  wir  z.  B.  die  besonderen 
Satze:  Bind  die  Classen  der  'beiden  vorgelegten  Untergruppen  gegen 
einander  relativ  prim,  oder  aiieh,  ist  die  eine  unter  ihnen  eine  Congrmn?:- 
gruppe,  die  andere  aler  niclit,  so  ist  der  Index  ihrer  gcmelnsamen  Uuter- 
(jnippe  gleicli  dcm  Preclude  der  Indices  der  beiden  gegcbenen  Gmppen. 
Demgegenuber  kominen  die  voraufgehend  entwickelten  Vorstellungen 
ini  vollen  Unifange  in  den  Fallen  r  >  1  zur  Geltung. 

§  5.    Erledigung  der  Frage  nach  der  G-leielibereclitigung  der 
transformierteB  Moduln  ^'(0). 

Mit  Hulfo  der  nun  gewonnenen  Slitze  kouneu  wir  jetzt  die  Unter- 
suchung  der  §§1,2  leicht  zuni  Abschluss  bringen.  Es  handelte  sich 
darum  zu  entseheiden,  in  welclie  irreducibelen  Factoren  die  linke 
Seite  der  Gleiehung  f(0',  J)  ==  0  ftir  die  ^  transformierten  Moduln 
/  zerfallt*).  f^  war  die  Gruppe  von  0(03)5  wir  intissen  hides,  urn 
einen  beliebigen  unter  den  irreducibelen  Factoren  zu  fassen,  von  irgend 
einer  mit  T^  gleiclibereclitigten  f^5  ausgehen,  zu  welcher  der  mit  ^(co) 
gleichberechtigte  Modul  ^(o)  geliore.  Die  zur  Modulfunetion  &i(n&) 
gehorende  Untergruppe  hatte  den  nsimlichen  Index,,  wie  die  gemein- 
saine  Untergruppe  von  f^  and  f,/.  Uni  denselben  zu  bestimmen, 


*)  Wir  betrachten  hier  der  Kiirze  balLer  nut-  Moclulfunctionen ,  keine  Fortnen. 
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benennen  wir  durcli  Ta^  die  umfassendste  In  der  Gesamtheit  aus- 
gezeieknete  Untergruppe,  die  sich  in  f"J?  findet,  und  die  offenbar  die- 
selbe  ist  ftir  alle  f^  f/0  .  .  .  .  Wir  nehmen  ferner  als  in  Vy  entkaltene 
ausgezeiclmete  Uutergruppe  die  Hauptcongruenzgruppe  ^ter  Stufe  und 
intissen  dementspreenend  die  Gruppe  1%  des  vorigen  Paragraphen  liier 
als  diejenige  ausgezeiehnete  Congruenzgruppe  ntel*  Stufe  von  moglichst 
grossein  Index  erklaren,  die  fa^  enthalt.  Wir  haben  also,  urn  es 
zusammenzufassen,  fur  die  Bezeichnimgen  des  yorigen  Paragraphen 
liier  folgencle  specielle  Bedentung: 

(1)  6l  «*  0,     fr  ==  «f^,     (j3  =  %n<p(ri),     £%  =  %nq)il>} 

wahrend  iin  iibrigen 

(2)  rj?^^^),    r^-f?.a  (bez.  rr) 

sein  soil  und  die  gemeinsanie  Untergruppe  von  (?•  (^  und  6?^  durch 
ft.  bezeiclinet  werden.  nioge.  Es  folgt  dann  als  unmittelbare  An- 
wendung  voni  Hauptsatz  des  vorigen  Paragraphen:  Derjenige  irreducilelc 
Sestandteil  von  f(&',  J")  =  0,  welclier  &l  geniigt,  lesitzt  in  2f  den  Grad: 


So  oft  also  die  Gruppe  f^  von  ^(co)  in  Bezng  auf  n  keinerlei 
einschrankenden  Congruenzbedingungen  unterliegt?  was  insbesondere 
inamer  dann  eintritt,  wenn  die  Classe  m  von  f^  relativ  prini  zum 
Transformationsgrad  n  ist?  wird  T  =  1  and  eben  deshalb  aucli 
sjj0  =  s2  =  t(,  =  1.  J%  aZJew  A'esew  Fatten  ist  die  Relation  f*^ten  Grades 
/'(#',  J)  =  0  irreducibel  oder  (anders  ausgedriickt)  alle  ^  transformierten 
Modulfunctionen  /(co)  5w?<i  mii  einander  gleiclibereclitigt 

Demgegentiber  tritt  eine  grossere  Reihe  verschiedener  Moglich- 
keiten  ein?  so  oft  l"^,  Untergruppe  emer  Congrmnggruppe  nter  ^fe^/e  ist 

Als  Beispiel  fur  den  letzteren  Fall  setzen  wir  etwa  f;i  niit  der 
Haupteongruenzgruppe  nter  Stufe  selbst  identiseh;  alsdann  haben  wir 


und  demgem'ass  wird  die  Relation  /"(#',  J)  =  0  in  i/j  irredueibele 
Gleichungen  des  Grades  ^nq)il>  zerfallen.  Tm  Specialfalle  %  =*  2  (wo 
eine  bekannte  Modification  der  eben  angegebenen  Zahlen  eintritt) 
baben  wir  drei  Relationen  seclisten  Grades;  wir  werden  dies  sp'ater 
best'atigt  linden. 

Setze  man  ferner  etwa  0(cd)  =  yvL(o>),  wobei  m  eine  beliebige 
gauze  Zahl  ist.  Wir  haben  drei  gleiclibereclitigte  r%lm,  die  modulo 
16  eingesebrankt  sind;  indem  sie  sicli  auf  die  drei  in  I  p.  666  (5) 
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genannten  Congruenzgruppen  modulo  16  redueieren.  Als  Trans- 
form ationsgrad  wahlen  wir  n  =  8  und  konnen  sonacli  P*  als  Haupt- 
congruenzgruppe  achter  Stufe  r]92  ansetzen.  Nun  ist  beziiglicli  f^ 
reduciert,  d.  h.  modulo  8  genoninien: 


2l,  a 


_  («>  2b\ 

r85      v=(ot    ah 


(mod.  8), 


=  (a  +  2&>    ~21  } 
r.ism  ^  6r8  ;     v  =  ^     2?;^        ^  _  21J^ 

wobei  wir  inimer  sogleich  die  in  der  einzelnen  0$  enthaltenen  Opera- 
tionen  augaben.     Auf  der  anderen  Seite  ist 


ff  IC 


5      v==Q  J,  (mod.  8)  , 


und  also  folgt  t0  =  8;  ^  =  2,  t%  ==  2.    Durch  leichte  Zwischenrechnung 
ergiebt  sich:   Die  Relation  voin  Grade  576  -m  ftir  die  transformierten 

y  I  zerfallt  in  seclis  irredueibele  Bestanclteile;  von  deneu  vier  den  Clrad 
48  •  m,  die  zwei  letzten  aber  192  -  m  zeigen. 

§  6.     Allgemeines  iilber  die  Bezielmng  zwischen  #'  und  0. 
Ansscliliiss  der  Mditcongruenzmodnln. 

Bei  der  nachstfolgenden  Betraclitung  setzen  wir  die  Classe  m  des 
zu  transformierenden  Moduls  ^'(Q)  als  relativ  prini  gegen  den  Trans- 
form ationsgrad  n  voraus.  Wir  erreichen  so;  dass  die  Relation  ^L^iQn 
Grades  f(0'}  J")  =  0  irreducibel  ist.  Die  Irreducibilitat  bezielit  sick 
aber,,  wie  sclion  gesagt,  auf  den  Rationalitatsbereicli  J,  und  wir 
fragen  nunmehr,  in  welcJw  Factoren  f(/,  J)  sick  z&rlegen  lasst,  sobald 
wir  die  urspriinglicfie  Modulfunction  &  (beg.  ouch  Modulfonn  0,  sofern 
wir  mit  f(&'-j  g^  g^)  arbeiten)  adjungieren.  Diese  Frage  kleidet  man 
ohne  Mtihe  in  ein  rein  gruppentheoretisches  Gewand  ein;  und  zwar  in 
folgender  Weise:  Als  Gruppe  von  #(%co)  liaben  wir  vorlain  eine  gewisse 
r^np  bestimmt;  zu  einer  beliebigen  Wurzel  0/  von  f(0',  J)  =  0  geliore 
die  init  ihr  gleidiberecbtigte  Gruppe  f^.  Wir  bestimmen  nacli  den  ent- 
wickelten  Regeln  die  gemeinsame  Untergruppe  f^  von  f^  und  T^ 
und  betonen,  dass  sich  das  zugehorige  Polygon  F$x  aus  K  Polygonen 
Fp,  zusammen  setzen  lasst;  &  aber  ist  hier  eine  ganze  Zahl?  die  fiir 
die  verschiedenen  f^x  selir  wolil  verschiedene  Werte  annehnien  mag. 
Fiir  f^  giebt  (0,  JT)  ein  voiles  Modulsystem;  und  also  schliesst  man 
sofort?  class  0?  einer  irredueibelen  Relation  %ton  Grades 


IV,  3.    Grundlagen  fur  die  Transformation  %te*  Ordnung  hoherer  Stufe.     97 

(1)  /«  +  BI(^  j")  .  *'*-!  +  .  .  .  +  J^O,  J)  =  0 

genfigen  wird?  deren  Hnke  Seite  einer  der  Factoren  von  /*(#',  J")  ist. 
Die  iibrigen  Factoren  wird  man  in  entsprechender  Weise  finden?  indem 
man  die  clurcli  (1)  nocli  nicht  erledigten  Gruppen  Y^y  heranzieht. 
Adjuugiert  man  an  Stelle  von  0(0)  eine  damit  gleichberechtigte 
Modulfunction  #(F(a>)),  so  wird  dadurch  leicht  ersichtlicher  Weise  in 
der  Gestalt  der  Factoren  von  f(#f,  J)  keinerlei  Modification  bewirkt; 
nur  die  Bedeutung  der  Wurzeln  der  einzelnen  Gleichung  (1)  kann 
insofern  eine  andere  werden,  als  sich  "die  (Lip  Moduln  »  nun  in  anderer 
Weise  zusammenordnen  mogen, 

Wie  man  sieht,  gewinnen  wir  die  Grundlage  fur  die  Losung  des 
aufgeworfenen  Problems  durch  Aufstellung  der  genieinsamen  Unter- 
gruppe  von  Y^y  und  f^.  Hiermit  liaben  wir  aber  zugleich  noch  eine 
andere  Fragestellung  im  Prineip  erledigt?  welche  letztere  weiterhin 
eine  besondere  Bedeutung  erlangen  wird.  Ini  voraufgelienden  Kapitel 
erwiesen  sich  in  theoretisclier  HinsicM  als  besonders  einfacli  diejenigen 
Transformationsgleichungen,  welehe  ein  transformiertes  J"'  an  das 
urspriingliche  J  kntipften.  Dem  wiirde  hier  entsprechen,  dass  wir 
die  algebraische  Relation  F(*'9  0)  =  0  aufsuchen,  durch  welche  &'  an 
0  geknupft  ist.  In  diesem  Betraclit  erinnere  man  sich?  dass  J"  in  der 
Relation  (2)  p.  84  zwisclien  8  und  J  auf  den  Grad  v,  in  f(ft',  J)  =  0 
aber  auf  den  Grad  vfy  steigt,  sofern  5  auf  dem  Polygon  F^  eine 
v-wertige  Function  ist.  Durch  Elimination  des  J  aus  leiden  GleicJiungen 
entspringt  also  eine  Relation: 

(2)  0'P*v 


welclier  jedes  transformierte  zr  als  algebraische  Function  des  ur  sprung- 
lichen  genugt;  dabei  wird?  sofern  wir  auf  der  linken  Seite  von  (2) 
durch  Multiplication  die  Nenner  der  Functionen  JR(>)  entfernt  haben, 
auch  e  bis  auf  den  Grad  ^vip  steigen.  Wir  benennen  die  letztgedachte 
Gestalt  far  die  linke  Seite  von  (2)  als  F(s',  0)  und  mogen  F(0r,  0)  =  0 
wiederum  als  eine  Transformationsgleichung  bezeichnen. 

Das  sclion  erwalinte  Problem  aber?  welches  sich  hier  unmittelbar 
anschliesst,  ist  offenbar  dieses:  F(0'9  i)  in  seine  irredueibelen  Factoren 
serlegen.  Ist  wie  vorhin  Txfl  die  gemeinsame  Untergruppe  von  T^  und 
T^  ?  so  werden  auf  dem  zugehorigen  Polygon  FMfl,  die  beiden  zur  Tx^ 
gehorenden  Functionen  ^/(o»)  und  #(ca)  je  ^i/-wertig  sein  und  solcher- 
weise  durch  eine  Relation  verkniipft  sein: 

(3)  i**  +  I$>(0)  -  /^~1  +  •  •  •  +  4°,  =  0, 

welche   irn   bekannten    Sinne    auch    fiir   &   vom    Grade  KV   ist  5    diese 

Kleiii-!Fricke,  Modulfunctionen,  II,  7 
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ergiebt  uns  nun  offenbar  elnen  der  irreducibeln  Factoren  von  (2). 
Des  Uberblicks  halber  geben  wir  vorlaufig  sogleicli  die  beiden 
aussersten  Falle  an,  welche  bei  der,  vorliegenden  Untersuchung  eiri- 
treten  konnen.  Offenbar  ist  der  hochste  Wert?  den  %  annelimen 
kann;  K  =  p^;  in  diesem  Fall  ist  (2)  selbst  lereits  irreducibel.  Der 
niederste  Wert  fiir  K  Ist  ^;  derselbe  tritt  ein,  falls  T^  in  der  1"^ 
enthalten  ist.  Haben  wir  zudem  in  1"^  eine  Untergruppe  des  Ge- 
schleclites  j?  =  0,  und  ist  8  ein  zugehoriger  Hauptniodul,  so  ist  (3) 
eine  Relation  ^teu  Grades  sowoU  in  $'  wie  8.  Hier  Iiaben  wir  also 
die  gleiche  EinfacHheit  wiedererlaogt,  die  wir  bereits  von  der  ersten 
Stufe  her  kennen;  und  werden  deshalb  bei  diesem  Palle  sehr  bald  aus- 
fuhrlicli  zu  verweilen  haben.  Vorab  mogen  wir  hier  nocli  ein  paar 
Satze  entwiekeln,  welche  den  Zweck  haben^  das  Feld  unserer  Unter- 
suchung  durcli  Ausschluss  der  Nichtcongruenzmoduln  zu  glatten. 

Bedeutet  W  im  speciellen  die  Transformation  o)'  =  wa);  so  konnen 
wir  nnsere  Frage  nach  der  Reducibilitat  von  (2)  auch  in  das  Gewand 
kleiden;  dass  es  sich  um  die  gemeinsame  Untergruppe  von  f^  und 
W"~1rflW  handeln  soil;  in  der  That  ist  ja  fu^  nichts  anderes;  als 
der  gemeinsaine  Bestandteil  der  Modulgruppe  f  und  der  Gruppe 
W^^r^W.  1st  aber  f^  Untergruppe  von  f/0  so  werden  wir  sagen: 
Der  ariihmetische  Chardkter  der  V^  hat  sich  gegenuber  der  Trans- 
formation durch  W  vollstandig  erlialten.  Sind  Y^  und  V^  genaeinsam 
nur  erst  in  der  Gesamtgruppe  f  enthalten,  so  ist  der  arithmetische 
Oharakter  der  f^  bei  der  Transformation  durch  W  vollstandig  verloren 
gegangen;  fiir  die  dazwischen  liegenden  Falle  ist  er  endlich  zum  Teil 
erhalten  geblieben.  Indem  wir  nun  hier  in  erster  Linie  allein  auf  die 
ausgezeichneten  Untergruppen  f^  Riicksicht  nehnien;  gilt  der  wichtige 
Satz:  Fur  die  der  mten  Classe  angeliorende  Hauptcongruenggmppe  mter  Stufe 
f/t  lleibt  der  arithmetische  Character  l)ei  Transformation  durcli  W  voll- 
standig erhalten;  und  wir  niiissen  hinzusetzen:  Man  darf  dies  fur  eine 
lesondere  Mgenschaft  allein  jener  Congruenzgruppe  halten,  welche  fiir 
ausgegeichnete  NiAtcongruentsgruppen  wter  Classe  Iteineswegs  0u  lestehen 
seheinL 

Der  erstere  Satz  ist  uninittelbar  evident:  Ist  nainlich 


so  besteht  offenbar  auch  die  Congruenz 

(4)  „'  ==  W~*v  W  »  (^^  n~^)  =  1,  (mod.  m), 

soferu   v'   iiberhaupt   eine  Modulsubstitution  ist.     Den  letzteren?   als 
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wahrscheinlich  hingestellten  Satz  gab  die  ausfiihrliehe  Betraehtung 
specieller  Transformationsgleichungen  an  die  Hand.  Man  kann  auch 
gewisse  Uberlegungen  an  den  Urnstand  kniipfen,  dass  die  Nicht- 
congruenzgruppe  f^  der  mien  Olasse  angehoren  soil.  Dieselben  warden 
den  ausgesprochenen  Satz  dem  Verstandnis  naher  bringen;  inzwisclien 
seheint  es,  dass  eine  vollige  Klarstellung  der  Verhaltnisse  dadurch 
erschwert  ist,  dass  wlr  iiber  den  arithmetischen  Oharakter  der  Nicht- 
eongruenzgruppen  fast  nur  negative  Eigenschaften  aussagen  konnen, 
Denigegentiber  giebt  uns  die  thats'achlieh  festgestellte  Invarianz  der 
Hauptcongruenzgruppe  mter  Stufe  bei  Transformation  durch  W  die 
Grundlage  fur  einen  wichtigeii  Ausbau  unserer  Entwicklung?  welcli; 
letztere  demgemass  fortan  auf  die  Congruenzgruppen  allein  ein- 
geschrankt  bleibt. 

§  7.    Untersuclmug  der  Transformationsgleichung  fiir  einen 
Congruenzmodnl  0  beliebiger  Stnfe* 

Zufolge  der  soeben  ausgesprochenen  Einselirankung  verstehen  wir 
unter  f^  fortan  eine  beliebige  Congruenzgruppe  mter  Stufe  und  nehmen 
den  Transformationsgrad  n  wie  bisher  relativ  prim  gegen  m.  In 
diesem  Falle  ist  f^^/,  wie  jede  mit  ihr  gleichberechtigte  f^,  eine 
Congruenzgruppe  der  Stufe  mn.  Es  ist  nanilicli  die  Hauptcongruenz- 
gruppe mter  Stufe,  deren  Index  wir  zur  leichteren  Unterscheidung  fur 
den  Augenblick  mit  (m)  bezeiehnen,  in  f^  entnalten;  f^^  enthalt 
demnach  diejenige  Untergruppe  in  sich,  welehe  der  T(w)  mit  der  Con- 
gruenzgruppe nter  Stufe  r^(w)  genieinsani  ist.  —  Wenn  es  sieh  also  uni 
den  gemeinsamen  Bestandteil  der  f/t  und  r^  handelt,  so  werden  wir 
die  beiden  in  §  4  mit  TWl  und  r,/a  bezeichneten  ausgezeiclineten  Unter- 
gruppen  hier  mit  f(m)  und  f(m.w)  identificieren*  Daraufhin  wird  f^  mit 
f(m)  coincidieren,  und  f/i?  f^  beztiglich  f^  reduftieren  heisst  nun  ein- 
fach,  sie  modulo  m  nebmen.  Sei 

(1)  r^^ft,     (mod.  tri) 

und  v=  {    '  P)  irffend  eine  Operation  der  Gs.    Wir  konnen  dann  eine 
\y>  o/      ° 

mit  v  mod.  m  congruente  Modulsubstitutioii  bekanntlich  immer  noeh 
so  wahlen;  dass  ihr  zweiter  Coefficient  durch  n  teilbar  ist.  Transfor- 
mieren  wir  diese  Substitution  durch  W,  so  entspringt  eine  Substitution 
der  r  die  sich  modulo  m  auf 


(2)  t>'  =  W-i  v  W  =        >  ,     (mod.  m) 

7* 
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reduciert,  das  Symbol  n~l  (mod.  m)  in  der  libliclien  Becleutung  ge- 
braucht.  Alle  s  mod.  m  verscliiedenen  Qperationen  v'  werden  sicli 
sonacli  in  derjenigen  Untergruppe  der  G(m)  finden,  anf  welche  sich 
Y^y  modulo  m  redueiert,  und  man  beweist  leicht  durcli  Transforma- 
tion dieser  letzteren  Untergruppe  von  G(m)  vermoge  W^1  ?  dass  man 
solcherweise  ihre  siimtlichen  Operationen  gewinnt.  Wiir  haben  also  das 
Mesitltat: 
(3)  r^=G^W~*GsW,  (niod.m), 

md  man  erltennt  in  (?/  sehr  leicht  eine  mit  Gs  lioloedrisch  isomorplie 
Untergruppe  der  G(my  Die  mit  6r/  gleiehbereehtigten  Gruppen  (inner- 
halb  (?(W))  seien  G8"9  *Gsf",  •  •  .  ;  anf  diese  werden  sicli  alsdann  die 
iibrigen  fjj^  modulo  m  redncieren. 

Mogen  jetzt  innerhalb  der  G(m)  die  Gruppen  Gs  nnd  (?,  die  Unter- 
gruppe Gtt  gemeinsam  haben,  so  wird  nach  den  Eegeln  des  §  4  die 
Grnppe  f^  mit  f^^  eine  Untergruppe  des  endlichen  Index 


gemeinsam  haben.    Von  der  TransformationsgleicMng  F(i,  0)  =  0  des 
Grades  y,vty   wird  sich  daraufMn  em  irreducibeler  Factor  des  Grades 

n  J3e#ug  auf  #'  abspalten,  und  man  sieht  sofort;  dass  auch  &  in 


diesem  Factor  "bis  auf  den  Grad  ^~r~  ansteigt,  insofern  ja  $'  auf  dem 

* 
Polygon  der  Gruppe  r^1}  die  Wertigkeit  v^  hat.  Hierrnit  sind  dann  zu- 

gleicb.  -j-  von  den  Untergruppen   (r/;  &",  ...  erledigt;   die  riickblei- 

benden  werden  wir  naci.  demselben  Princip  waiter  behandeln,  um  die 
gesarnten  irreducibeln  Factoren  von  F(0',  $)  ==  0  zu  erlangen. 

Fiir  die  Reducibilitat  einer  znr  mteix  Stufe  gehorenden  Transfor- 
inationsgleicliung  F($f,  i)  =  0  sind  hiernach,  sobald  m>  1  ist?  eine 
grosse  Keilie  verschiedener  Falle  denkbar  nnd?  wie  man  sieht,  kommt 
es  in  erster  Linie  darauf  an,  welehen  Rest  der  Transforinationsgrad  n 
modulo  m  hat;  in  der  That  sind  Anzahl  und  Grad  der  irreducibeln 
Factoren  voil  F(0f,  0)  fur  alle  modulo  m  congmenten  Transformations- 
grade  n  in  U"bereinstimmung.  Soil  F(0'9  ft)  einen  Factor  des  niedersten 
Grades  vfy  besitzen,  so  muss  die  zugehorige  Zahl  #,-  =  s  und  also 
(jf  =  Gs  sein.  Dies  tritt  offenbar  stets  und  nur  dann  ein;  wenn  Gs 
durcli  W  in  eine  mit  ibr  gleichberechtigte  Gruppe  transfornaiert  wird: 

(5)  G;=W-*G,W-=VGir-1,     (mod.  m)5 

in  diesein  Falle  wird  also  Gs  durch  eine  gewisse  Transformation  ni&* 
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Ordnung,  namlieh  WVy  in  sich  iibergefuhrt.  Soli  F(0',  0)  in  lauter 
Factoren  des  Grades  vfy  zerfallen,  so  raussen  alle  G^  unter  einander 
und  mit  Crs  identisch  ausf alien:  Reduction  in  lauter  Factoren  vipien 
Grades  tritt  also  nur  fur  diejenigen  ausgezeichneten  Untergruppen  mter 
Stufe  ein,  welcJie  mit  W  vertauschbar  sind. 

So  oft  w  =  l  (mod.  m)  ist,  ist  die  durch  G(m)  =  W~ *  G(m)  W  an- 
gedeutete  isomorphe  Beziehung  der  G(m)  auf  sich  selbst  die  identische, 
bei  welcher  jede  Operation  der  G(m)  sich  selbst  entspricht.  Ist  m  =  —  1, 
so  konnen  wir  die  Wirkung  der  Transformation  vermoge  W  auch  da- 
durch  erzielen,  dass  wir  durch  die  Modulsubstitution  zweiter  Art  A 
transformieren.  Iin  ersten  Palle  ist  sonach  stets  Gs  mit  den  G®  gleich- 
berechtigt;  ini  letzteren  Falle  tritt  Gleichberechtigung,  wenn  Bicht 
schon  innerhalb  der  G(m^,  so  doch  jedenfalls  innerhalb  der  erweiterten 
ffg  (m)  ein.  F^r  ^<  1;  (mod.  m)  dtirfen  wir  keineswegs  allgemein  er- 
warten?  dass  G3  mit  6r/  innerhalb  G(m)  gleichberechtigt  ist.  Da  diese 
Verhaltnisse  indessen  nicht  nur  von  dern  Reste  n  modulo  m,  sondern 
durchaus  auch  von  der  Eigenart  der  gerade  betrachteten  Gs  abh'angen, 
so  verlangt  die  allgemeine  Behandlung  unserer  Fragen  die  Kenntnis 
der  Structur  der  G(m).  Wir  beriicksichtigen  hier  demgem'ass  vor  alien 
Dingen  den  Fall  der  Prim^aMstufe  m  =====  q,  wo  wir  Anschluss  an  die 
in  I  p.  419  u.  £  gegebenen  Entwicklungen  gewinnen. 

Fur  m  =  q  gestalten  sich  die  Verhaltnisse  deshalb  besonders  ein- 
fach,  weil  innerhalb  der  G(q}  =  fl^-i)  zwei  Untergruppen  der  gleichen 

2 

Structur  in  den  weitaus  meisten  Fallen  zugleich  mit  einander  gleich- 
berechtigt sind.  Hierbei  wird  sich  unsere  Tlntersuchnng  darauf  zu 
beschranken  haben;  fiir  die  Gs  die  gemeinsanien  Bestandteile  aufzu- 
stellen,  welche  sie  mit  der  einzelnen  ihrer  gleichbereehtigten  Unter- 
gruppen  Gs,  Gs',  G$",  . . .  gemein  hat.  Nehnien  wir  z.  B.  den  Fall  der 
cyclischen  Gq,  die  I  p.  427  aufgestellt  wurden,  so  ist  die  umfassende 

Relation  F(s',  0)  =  0  vom  Grade  v$  -  q  ~1  -  Die  ^—  gleich- 
bereehtigten Gq  sind  nun  bekanntlich  zu  je  ^—  identisch,  so  dass  wir 
flir  diese  Gruppen  s  ==#,•  =  #  haben  und  von  hieraus  gmachst  insgesamt 
^^  irreducibele  Factoren  v^ten  Grades  erhalten.  Irgend  eine  6q'9G^9... 
hat  aber  mit  Gq  bekanntlich  nur  die  Identitat  gemein,  so  dass  nun  fur 
die  tibrigen  Gruppen  5  =  2,  ft  =  1  zu  setzen  ist.  Der  von  F(J9  0) 
noch  rtickbleibende  Factor  hat  aber  den  Grad  g(g~1}  •  v^  derselbe  zerfallt 
sonach  in  ^^  irreducibele  Factoren  vom  Grade  qy^*-—  Sollen  wir  viel- 
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leicht  welter  der  (q  +  1)  gleichberechtigten  rq+i  =  GW^,  (mod.  q) 

2 

gedenken,  so  beachte  man,,  dass  in  jeder  <?ff(3_i)  im  ganzen  #  gleich- 

2 

bereclitigte   G^—  i  enthalten   sind,    dass    also  umgekehrt   die    einzelne 

~~2~ 

<?3—  i  sieli  immer  an  0&0ei  Gruppen  Gq(q-i)  beteiligt  (cf.  I  p.  431).    Man 


gewinnt  demnach  leicht  das  Resultat:  Die  Transformationsgleichung 
F(0'9  i)  «=  0,  «?efcfo  gegenwdrtig  in  &'  (und  auch  in  0)  den  Grad 
(q  +  l}vijj  aufweist,  zerfallt  in  zwei  irreducilde  Teile  der  Grade  vty 
1)68.  qvty. 

Wollen  wir  Gleicliungen  F(*',  *)  =  0  haben,  bei  clenen  kein 
einziger  irreducibeler  Factor  auf  den  niedersten  Grad  vif>  herabsinken 
soll?  so  raiissen  wir  auf  Untergruppen  derartiger  Structur  zurtickgehen, 
dass  sicli  von  ihnen  melirere;  unter  einander  nicht  gleichberechtigte 
Systeme  innerhalb  der  G^^^i)  vorfinden.  So  latten  wir  z.  B.  fur 

2 

ff  =  8h  —  1  zwei  Systeme  von  je  '^q*~  ^  Oktaedergruppen  G^,  die 
innerhalb  der  erweiterten  &$($  gleichberechtigt  ausfielen,  nicht  aber 
schon  innerhalb  der  <?(a)  selbst.  Da  (—  1)  quadratischer  Nichtrest 
von  g  ist,  so  ziehen  wir  leicht  den  Schluss:  Nnr  falls  der  Transforma- 
tionsgrad  n  quadratischer  Rest  von  q  ist,  tvird  ein  (tvnd,  wie  man  leicht 
sieU,  auch  nur  ein}  irreducibeler  Factor  v^  Grades  in  F(0'9  i)  auf- 
treten;  fur  Nichlreste  n  sinkt  Izein  einziger  Factor  auf  diesen  Grad  herab. 
Genauere  Angaben  iiber  die  irreducibeln  Factoren  des  betreffenden 
F(*',  8)  wird  man  auf  Grand  der  in  I  p.  476  u.  f.  entwickelten  Satze 
fiber  die  <?24  leicht  ableiten. 

§  8.     Besondere  Betrachtnng  des  dalles  v  =  1.     Die  Modular- 
gleiclningen  hoh.©r©r  Stufe. 

Die  soeben  entwickelten  Satze  passen  oline  weiteres  auch  ftir  die 
ini  Anfang  des  §  6  gemeinte  Zerlegung  der  Relation  f(&'}  J)  =  0, 
welche  nach  Adjunction  von  0  eintritt;  nur  ist  dabei,  sofern  es  sicli 
um  den  Grad  dieser  Bestandteile  in  $'  handelt,  in  den  voraufgehenden 
Angaben  allemal  1  statt  v  zu  setzen,  wahrend  sich  fiber  den  Grad  in 
0  xiud  J"  allgerueine  Angaben  nicht  machen  lassen.  In  deni  besonders 
wichtigen  Palle;  dass  von  vornlierein  schon  v  ===  1  ist,  coincidieren  die 
beiden  im  Anfang  des  §  6  entwickelten  Problemstelhmgen.  Hier  ist 
in  der  That  1"^  erne  TJntergruppe  des  GeschlecUes  p  =  Q,  e(&)  ein  #u- 
gehoriger  Hauptmodul  und  also  J  rational  in  0.  Trifft  es  sich  iiberdies 
dass  Q-,  (=  r^  ;  mod.  m)  durch  W  in  eine  mit  ihr  gleichberechtigte 
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0-P  transformiert  wird,  so  entspringt  von  F(s'9  0)  aus  eine  cler  G(? 
zugeordnete  Gleichung  : 

(1)          jy  +  r^  .  ^V-i  +  rs(*)  -  *'V-2  +  -  •  -  +  *>(*)  =  0, 

welche  mit  den  Modulargleichungen  der  ersten  Stufe  (vgl.  yoriges  Kap. 
p.  54)  die  grosste  Analogic  aufweist  und  eben  deswegen  als  eine  gur 
mten  Sfafe  gehorende  Modulargleichung  bezeichnet  werden  moge. 

In  der  That  besitzt  die  Gleichung  (1)  sowohl  in  #',  wie  anch  in 
$  (nach  der  erforderliehen  Umgestaltung)  den  Grad  #.  Was  die  Mono- 
dromiegruppe  von  (1)  angeht,  so  hat  dieselbe  wieder  genau  die  Ord- 
nung und  Structur  der  fiir  die  Transformationsgleichungen  erster  Stufe 
in  §  6  des  vorigen  Kapitels  (p.  53)  angegebenen  Gruppe  der  Ordnung 

^^^L.    Da  namlich  m  und  n  relative  Prirnzalilen  sind;  so  werden 

2x  +  ff 

sich  in  der  f^  noch  alle  modulo  n  untersebiedenen  Typen  von  Modul- 
substitutionen  vorfinden.  Wir  konnen  dieserhalb  allein  sclion  durch  die 
Operationen  der  l~^  alle  jene  Umstellungen  der  ^  Wurzeln  0'  von  (1) 
hervorrufen,  welche  wir  bei  der  ersten  Stufe  durch  Austibung  der 
modulo  n  unterschiedenen  Modulsubstitutionen  auf  die  ^  Classen  der 
Transformation  bewirkten;  eben  jene  Umstellungen  der  ty  Classen  der 
Transformation  nter  Ordnung  oder  jetzt  also  der  #  Wurzeln  von  (1) 
bilden  aber  die  gerade  genannte  Gruppe:  Nun  muss  weiter  jede 
rationale  Function  der  ^  Wurzeln  $',  welche  bei  diesen  Umstellungen 
unverandert  bleibt,  zur  Y^  gehoren  und  ist  also  bei  dem  der  Gleichung 
(1)  zu  Grunde  liegenden  Rationalitatsbereich  &  als  bekannt  anzusehen, 
Gleichung  (1)  hat  also  in  der  That  dieselbe  Monodroniiegruppe,  wie 
die  Modulargleichung  erster  Stufe  nter  Ordnung.  Zu  den  bestimrneuden 
Eigenschaften  der  Modulargleichungen  sollte  aber  neben  ihrem  Grade 
und  ihrer  Monodrorniegruppe  drittens  auch  noch  die  Vertauschbarkeit 
ihrer  Argarnente  $',  0  gehoren  (cf.  p,  57).  Wie  diese  dritte  Eigen- 
schaft  fiir  die  Modulargleichungen  hoherer  Stufe  etwas  allgemeiner  als 
bei  denen  der  ersten  Stufe  zu  fassen  1st,  werden  wir  weiter  unten  in 
den  zu  betrachtenclen  Specialfallen  noch  ausfiihrlich  kennen  lernen. 

Was  die  Existenz  der  Modulargleichungen  hoherer  Stufe  anlangt, 
so  sprechen  wir  noch  einmal  den  Satz  aus:  Modulargleichungen  existieren 
jedenfalls  nur  fur  Haujptmockdn  ^(CD).  Wir  konnen  sogleich  hinzu- 
setzen:  Es  existieren  aucli  fur  jeden  Hauptmodul  Modulargleicliungm, 
sofern  der  Transformationsgrad  n  durch  die  Stufe  m  geteilt  dm  Rest  1 
Idsst.  Mehr  kann  man  allgemein  nicht  aussagen-  freilich  kennen  wir 
vom  vorigen  Paragraph  en  her  Hauptmoduln;  welche  fur  alle  gegen 
m  primen  Transformationsgrade  n  Modulargleiehungen  besitzen;  aber 
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andrerseits  liefern  uns  fur  g  =  7  die  sieben  gleichberechtigten  6r24  des 
einzelnen  Systems  Beispiele  von  Hauptmodnln  (cf.  I  p.  384),  welche 
nur  fiir  solclae  n  Modulargleichungen  besitzen,  die  quadratische  Eeste 
yon  7  sind. 

Existieren  fiir  eine  vorliegende  f^  des  Geschlechtes  jp  =  0  bei 
fest  gegebenein  n  Modulargleichungen,  so  1st  es  welter  von  Wichtig- 
keit,  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  d.  h.  die  Anzahl  der  Factoren 
^ten  £jra<jes  yon  F(g'9  0)  anzugeben.  Auch  diese  Frage  werden  wir 
auf  gruppentheoretischeni  Wege  zu  beantworten  liaben.  1st  namlich 
r  (i  die  unifassendste  Untergruppe;  in  welcher  f^  ansgezeichnet  ent- 

X 

halten  ist,  so  fallen  bei  Transformation  der  f^  vermoge  der  Opera- 
tionen  eines  zur  f^  gehorenden  Eeprasentantensystems  (der  Gesamt- 
gruppe)  im  ganzen  %  Gruppen  niit  f^  identisch  aus.  Entsprecnend 
finden  sich  unter  den  niit  W"~~1GrsW  gleichberechtigten  Gruppen  ins- 
gesamt  %  niit  Gs  identiscne,  und  also  existieren  fur  einen  #ur  f^ 
geliorendcn  Hauptmodul  &  im  ganzen  K  Modulargleichungen.  Aber  die- 
selben  stehen  in  einer  ausserst  nahen  Beziehung  zu  einander.  Sei 
namlicli 
(2)  T^  -  (?,  (bez.  r^), 

X 

so  lasst  sich  zufolge  I  p.  603  diese  GK  ani  zweckmassigsteii  als  eine 
Gruppe  von  %  linearen  Substitutionen  des  Hauptinoduls  &  darstellen. 
Hier  bemerkt  man  leicht:  Au's  einer  einzelnen  Modulargleichung  ent- 
springen  alle  x,  indent  man  bei  unverandertem  #'  auf  0  jene  K  linearen 
Substitutions  der  G%  ausiibt.  Ubrigens  bedarf  es  nur  einer  kurzen 
Betraclitung;  zu  beweisen;  dass  jene  u  Modulargleichungen  auch  alle 
in  ihrer  ausseren  Gestalt  von  einander  verschieden  sind.  Inzwischen 
behalten  wir  uns  doch  alle  in  dieser  Richtung  liegenden  Einzel- 
nntersuchungen  fiir  das  nachste  Kapitel  vor,  in  welchem  wir  Beispiele 
von  Modulargleichungen  ausfiihrlicli  durchsprechen  wollen. 

Schliesslich  mogen  wir  hier  nebenher  benierken,  dass  die  in  den 
voraufgehenden  Paragraphen  entwickelten  Grundlagen  fiir  die  formen- 
fheoretischen  Transformationsgleichungen  ihre  Bedeutung  behalten. 
Dabei  wiirde  tins  z,  B.  die  Existenz  der  zur  ersten  Stufe  adjungierten 
Transformationsgleichungen  der  Wurzeln  aus  A  (vgl.  das  vorige  Kap. 
p.  74  u.  £)  von  gruppentheoretischer  Seite  her  verst'audlich  werden*). 
Es  wiirde  das  einfach  darauf  hinauskonimen,  dass  die  zu  ]/A;  ]/A;  ^A 
gehorenden  F3;  T4;  F12  au$ge#eichnete  Gruppen  ihrer  Stufen  m  sind; 


*)  Gerade   mit   diesen   gruppentheoretischen    Gesichtspunkten    arbeitet   Hr. 
Hurwitz  in  seiner  wiederholt  genannten  Abbandlung  des  18ten  Annalenbandes. 
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und  dass  dieselben,  modulo  m  reduciert,  zu  lauter  mil  W  vertauscTibaren 
Gruppen  fiihren,  sofern  nnr  an  der  hier  iiberall  zu  Grande  liegenden 
Voraussetzung  relativ  primer  m,  n  festgehalten  wird*). 

§  9.    Die  zur  wten  Strife  gehorenden  Beprasentantensysteme  der 
Transformation  niex  Ordntiug. 

Bedeutet  JB0?  E1?  .  .  .,  Ry—i  ein  beliebiges  Beprasentantensystem 
erster  Stufe  nter  Ordnung,  so  bildeten  wir  im  vorigen  Kapitel  alle 
eigentlichen  Transformationen  ntex  Ordnung  in  der  Gestalt  Vt  E%}  wobei 
Vi  die  Modulgruppe  f  zu  durchlaufen  hat;  alle  Transformationen 
Rk—i,  V1Ej:^  i,  F21?A—  1;  ...  setzten  dabei  die  7cte  Classe  zusammen. 
Untersucliten  wir  demgegen  fiber  die  Zahlen  ViE^coi)  in  Anbetracht 
ihrer  Aquivalenz  beziiglich  der  Congruenzgruppe  mter  Stufe  f^,  so  zer- 
fiel  die  einzelne  jener  ^  Classen  nunmehr  in  ^  unterschiedene  Classen, 
und  wir  batten  die  letzteren  durcn  R^9  Y^Hk,  V^RR,  ...,  J7^—  .1^  zu 
reprasentieren  (p.  85),  wo  jetzt  1;  F1;  .  .  .,  F^_i  ein  Reprasentanten- 
system  der  f^  vorstellt;  man  mag  sicb  die  ^ty  solcherweise  ent- 
springenden  Reprasentanten  fiir  Transformation  nter  Ordnung  miex  Stufe 
scliematisch  in  Gestalt  eines  Recntecks  angeordnet  denken,  dessen 
(k  +  l)te  Horizontalreihe  aus  den  Transformationen  E^,  V^b,  .  .  ., 
Vp—iRk  besteht. 

Die  Anordnung  der  pif;  Classen  in  Horizontalreilien  des  Schemas 
baben  wir  also  nacb  der  Vorschrift  getroffen,  dass  alle  ^  Classen  der 
einzelnen  Horizontalreihe  beziiglich  der  Gesamtgruppe  f  Equivalent 
ausfallen.  Fiir  die  Anordnung  in  Vertikalreihen  geben  die  vorauf- 
gehenden  Entwickluugen  iiber  Modulargleichungen  hoherer  Stufe  eine 
entsprechende  Vorschrift  an  die  Hand,  die  wir  offenbar  durch  geeig- 
nete  Auswahl  der  R%  zu  bewerkstelligen  haben.  Sei  ^(o)  ein  zur  F^ 
gehorender  Modul  und  #(.R0(co))  algebraische  Function  vijjiQn  Grades 


*)  Betreffs  der  ausgedehnten  Litteratur  iiber  die  Modulargleicbungen  hoherer 
Stufe  vgl.  man  die  Angaben  des  folgenden  Kapitels.  Zu  den  formentheoretisehen 
Gleicliungen  hoherer  Stufe,  auf  welche  wir  weiterhin  nicht  mehr  zuruckkommen 
konnen,  sind  vor  allem  ihrern  Wesen  nach  die  Jacobi'sehen  Multiplicator- 
gleichungen  zu  rechnen,  welche  wir  der  zweiten  Stufe  zu  adjungieren  haben,  wie 
schon  gelegentlich  bemerkt  wurde.  Ausgedehnte  Untersuchungen  fiber  die  zu  den 
Stufen  m  =  2,  3,  4,  5  gehorenden  Gleicliungen  dieser  Art  sind  in  neuerer  Zeifc 
von  Hrn.  Paul  Biedermann  angestellt  worden;  man  sehe  dessen  Leipziger 
Dissertation  Ciller  Multiplicatorgleichungen  Jidherer  Stufe  im  Gebiete  der  elliptischen 
Functionen"  Grunert's  Archiv,  2.  Eeihe  Bd.  5  (1887).  (Der  Ausdruck  ,,Multipli- 
catorgleichung  "  ist  hier  in  noch  allgemeinerem  Sinne  genommen,  wie  in  den 
Schlussbemerkungen  des  vorigen  Zapitels  und  geradezu  gleichbedeutend  mit  dem  von 
uns  gebrauchten  Ausdruck  einer  ,,formentheoretischen  Transformationsgleichungu.) 
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von  #(»),  die  Zahl  v  (label  in  cler  bislierigen  Bedeutung  gebrauclit. 
Iimerhalb  der  1"^  gehoren  alsdann  zu  &'(&)  =  K^oC09))  *m  ganzen 
t/>  gleiclibereclitigte  Moduln  #(-E0^(co)),  die  zugleich  Wurzeln  jener 
Relation  vtyien  Grades  sind.  Dabei  niussen  die  vk  der  f^  angehoren, 
wwd  awV  wollen  nunmeJir  dieser  Vorsclirift  dadurch  geniigen,  dass  ivir 
allgemein  die  Congruent  fordern: 

(1)  0A  =  1,   (mod.  ni). 

Ausserdem.  aber  niussen  die  Vk  ein  Reprasentantens}7'stem  fiir  eine  ge- 
wisse  unter  den  ^  Congruenzgruppen  ni€X  Stufe  f^  bilden.  Der  Eiufacli- 
heit  wegen  wahlen  wir  als  f^  insbesondere  die  durch  y  =  0  (mod.  n) 
cliarakterisierte,  die  wir  aucli  bislang  irnnier  unter  f^  sclilechtweg 
verstanden,  wobei  wir  alsdann  unter  EQ  insbesondere  die  Trans- 
formation JS0(co)  =  nco  zu  verstehen  liaben.  Man  setze  jetzt  endlicli 
Rt.  =  EQVk}  womit  die  gewollte  Auswahl  der  Ek  getroffen  ist. 

In  dern  somit  bestimmteu  Schema  bestelie  nun  die  (i  +  l)to  Verti- 
calreihe  aus  den  Transform  ationen  PIQ\  J$9  ...,  JR$_i,  so  ^ass  w^r 
fiir  E^  die  Darstellung  liaben: 

(2)  IZi0(a))  —  KJ^^CCD). 

Der  Erfolg  unserer  Auswahl  der  E%  ist  alsdann,  dass  die  Gongruenz 

(3)  R$  (a,)  =  ^°  (a,)  =  4°  (a,)  =  •  •  •  =  ^^7  »    (mocl  «») 

besteht,  und  zwar  nennen  wir  dabei;  wie  gewohnt;  zwei  Reprasentanten 
T»  /    N          a  co  +  ^         T>V    N          a' 


==  -    ^  /   .        . 

\    /          CC()_j-.^?          \   /          c  oo  +  a 

einander  modulo  m  congruent,  wenn  die  Bedingung 

a'=  +  a?    &'=  +  &,     c'=  +  (??    rf'=  +  ^>     (mod.  w) 

besteht,  wo  natiirlich  entweder  nur  die  oberen  oder  nur  die  unteren 
Zeichen  gelten.  Gegeniiber  den  Pormeln  (3)  sind  aber  irgend  zwei 
Reprasentanten  aus  yerschieclenen  Verticalreihen  einander  modulo  in 
stets  incongruent. 

Irgend  eine  Verticalreihe  unseres  Schemas,  #.  B*  die  (i  +  l)te: 

fA\  '  T?(0        7?(0  7>(0 

(4:)  ja0  ,    Mi  y    .  .  .,    ^t^—1 

liefert  uns  jef0t  das?  was  ivir  als  ein  mr  f^  gehorendes  Eeprasentanten- 
system  fiir  Transformation  tttor  Ordnung  lezeiclmen.  Nach  dieser  Auf- 
fassung  giebt  es  alsdann  ^  versclaiedene  Reprasentantensysteme  fiir 
die  r?  und  da$  ewwelne  unter  ihnen  werden  wir  durch  'das  aus  (3)  ent~ 
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nommene  Schema  der  vier  ZaUen  (a*}  \*}  chamUerisieren.    1st  T,  ins- 

N  GI  j    (A  i/ 

besondere  die  Eauptcongruenzgruppe  wter  Stufe,  so  benennen  wir  (4) 
schlechtweg  als  ein  zur  mtea  Stufe  gehorendes  Eeprasentantensystem 
fur  Transformation  »ter  Ordnung.  Ersetzen  wir  fur  den  Fall  der  zuletzt 
gemeinten  speciellen  T^  den  einzelnen  Reprasentanten  durch  einen 
anderen  seiner  Classe  angehorigen  (d.  h.  hangen  wir  eine  mit  1  modulo  m 
congruente  Modulsubstitution  vorn  an),  so  bestehen  fur  das  derart  ge- 
aaderte  System  die  Oongruenzen  (3)  nach  wie  vor.  Man  gestaltet  diese 
zunaclist  allein  fur  die  Hauptcongruenzgruppe  gedaehte  Uberlegung  leicht 
2u  dem  folgenden  Satze  aus:  Haben  wir  irgend  ein  leliebiges  Eeprasen- 
tantensystem nter  Ordnung  erster  Stufe,  dessen  Operationen  einander  durcli- 
gehends  modulo  m  congruent  sind,  so  bildet  dasselbe  wgleich  ein  Eeprasen- 
tantensystem mter  Stufe  ^  indem  durcli  dasselbe  in  der  That  die  m  Ctassen 
einer  Vertiealreihe  unseres  Schemas  reprasentiert  sind.  Dass  dann  dieses 
System  aucli  ftir  jede  andere  Gruppe  T^  mter  Stufe  eines  der  zuge- 
horigen  p  Beprasentantensysteine  abgiebt,  ist  leicnt  ersicntlicb. 

Man  liange  nun;  f^  wieder  als  beliebige  Gruppe  mter  Stufe  gedacht, 
den  Operationen  der  (i  -f  l)ten  Verticalreihe  F,-B0,  F^,  .  .  rechts  die 
mit  1  mod.  n  congruente  Substitution  v  an.  Es  bilden  dann  doch 
FtJ?0v?  ViE±v}  ,.  ein  Repr'asentantensystem  erster  Stufe,  und  also 
nack  obigem  Satze  auch  eines  fur  die  f^.  Da  zugleich 

ViEkv^ViRk   (mod.  m), 

ist?  so  dtirfen  wir  zusammenfassend  die  Satze  aussprechen:  Indem 
man  den  Eeprasentanten  E(i}  eine  leliebige  Modulsubstitution  vorsetzt,  wird 
eine  Permutation  der  Verticalreihen  des  Schemas  lei  ungetmderten  Hori- 
tsontalreihen  lewirkt;  wenn  man  dagegen  den  R$  recJits  eine  Substitution 
v  =  l  (mod.  m)  aiihmgt,  so  lewirU  das  eine  Permutation  der  Horizontal- 
reihen  des  Scliemas  ~bei  ungednderten  Verticalreihen.  Dass  die  Gruppe 
dieser  letzteren  Perniutationen  niit  der  Monodromiegmppe  der  Modular- 
gleicnung  lioloedriscb.  isomorpi.  ist,  wird  man  leicht  ertennen. 

Eine  weitere,  hierher  genorende  Uberlegung  hat  zum  Ziele;  aus 
der  Olasse  der  Transformationen  E(i\  ^Bi0,  «?2Bi'),  ...  einen  Re- 
prasentanten in  einer  fur  ausftihrliche  Untersuclinngen  moglichst  braueh- 
baren  Gestalt  ausznwShlen.  Wir  beriicksichtigen  auch  liier  in  erster 
Linie  die  Hauptcongrnenzgruppe  r//(m)  und  wollen  fiir  dieselbe  zuyorderst 

ein  zum  Schema  (    '     J  gehorendes  System  herausgreifen.    Die  arith- 

metischen  Reprasentanten  erster  Stufe  waren: 

(5)  Rk'(a>)  -  f*!^+f»,      A,Dk  ^n,Q<B,<  Dk> 

— 
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unter  dem  Zusatz,  dass  die  Zahlen  A,  B,  C  einen  gemeinsanien  Teiler 
nicht  aufweisen  sollen.  Hier  seize  man  an  Stelle  der  einzelnen  Trans- 
formation (5)  erstlich: 


+ 


womit  wir  wieder  ein  Repr  as  entanten  system  erster  Stufe  gewonnen 
haben,  da  ja  infolge  relativ  primer  m}  n  die  Zahlen  mSk  zugleich 
mit  J3*  ein  Restsystem  modulo  Dk  durchlaufen.  Jetet  schreibe  man  dls 
gweckmassigste  GestaU  des  m  lildenden  Eeprasentantensy  stems  einfacJi: 

/Aid*  +  mBk\      ^r         (Dk.     0  \     f       ,       , 
(7)  A(»)  =  y^--^)  >   V*  =  (07  'z-.i)  ,  (»o4  *)  , 

wo  Vk  erne  der  rechts  mgegebenen  Congruent  modulo  m  genilgende  Modul* 
substitution  ist;  eine  solche  lasst  sicli  in  der  That  stets  finden,  da  Dh 
als  Teiler  von  n  prim  gegen  m  ist.  Von  der  somit  gewonnenen  ersten 
Reihe  unseres  rechteckigen  Schemas  aus  werden  dann  die  ubrigen  in 
oben  beschriebener  Weise  durch  Vorsetzen  geeigneter  Substitutionen  Vi 
hergestellt. 

Handelt  es  sich  nunmehr  nicht  urn  die  Hauptcongruenzgruppe 
der  mtea  Stufe  P^),  sondern  um  eine  andere  zu  dieser  Stufe  ge- 
horende  r^^,  so  wird  deren  rechteckiges  Schema  aus  dem  der  r/((m) 

dadurch  entspringen,  dass  die  Verticalreihen  des  letzteren  immer  zu 
je  K  aquivalent  ausfallen;  fur  die  Pixierung  des  einzelnen  E(i  haben 
wir  dabei  stets  unter  %  Eeprasentanten  des  grossen  Schemas  eine  zweck- 
massige  Auswahl  2U  treffen. 

Endlich  haben  wir  hier  gerade  wie  bei  der  ersten  Stufe  auch  noch 
der  erweiterten.  Transformation  nter  Ordnung  zu  gedenken,  bei  der  die 
vier  Coeffieienten  der  einzelnen  Transformation  einen  gemeinsamen 
Factor  >  1  haben  diirfen.  Wenn  wir  in  (7)  die  Zahl  Bk  bei  stehen- 
den  Ak,  Dk  uneingeschrankt  ein  Restsystem  modulo  Dk  durchlaufen 

lassen,  so  gewinnen  wir  ein  mm  Schema  (^'  .J  ,  (mod.  ri)  gehorendes 

Eeprasentantensystem  fur  erweiterte  Transformation  niQ*  Ordnung.  Die 
Anzahl  der  Reprasentanten  letzterer  Art  ist  wieder  9(ri),  wie  denn 
iiberhaupt  betreffs  der  in  Rede  stehenden  Erweiterung  alle  bezliglichen, 
bei  der  ersten  Stufe  entwickelten  Satze  sich  ohne  weiteres  ubertragen. 

§  10.    Ein  besonderer  Satz  iiber  den  Fall  nicht  relativ  primer  w,  n. 

Beispiele. 

Fur  den  Fall,  dass  der  Transformationsgrad  n  mit  der  Stufen- 
zahl  m  des  zu  transformierenden  Moduls  einen  Teiler  >  1  geniein 


IV,  3.    Grundlagen  Mr  die  Transformation  nter  Ordnung  hdherer  Stufe.     109 

hat,  lasst  sich  nicht  so  leicht,  wie  1m  voraufgehend  betracliteten  Falle 
relativ  primer  m,  n,  eine  allgemeine  Theorie  entwerfen;  jetzt  namlich 
sind  die  Verhaltnisse  urn  vieles  niannigfaltiger  und  die  Anzalal  der 
notwendigen  Falluntersclieldungen  selir  viel  grosser.  Wir  bringen 
dieserhalb  auch  nur  eine  einzige  zum  Falle  riiclit  relativ  primer  m,  n 
gehorige  Untersuehung,  die  wir  (ibrigens  bier  sogleich  bis  ins  einzelne 
durchfiibren. 

Sei  (2,  J")  ein  voiles  Modulsystem  fur  die  Hauptcongruenzgruppe 
$ter  Stufe  f(3),  q  wieder  als  Primzabl  gedacht.  Man  gebe  von  #(«) 
liber  zu  0(qco>)  und  zeige,  dass  eine  Operation  der  f^  stets  und  nur 
dann  0'(o)  =  #(#£»)  in  sich  transform! ert?  wenn  ihr  dritter  Coefficient 
y  durcb  g2  teilbar  ist.  Nun  beweist  man  dureb  elenaentare  Eechnung, 
dass  die  durcb 


(1)  (>  Jj  =  1,  (mod.  2);     y  =  0,  (mod.  #2) 

definierte  Gruppe  der  Stufe  #2  innerhalb  der  f^  eine  ausgegeicJinete 
Untergruppe  des  Index  g  ist;  die  wir  fff(fi)  nennen*).  Dieserhalb  wird 
sicb  1~(2)  beziiglich  f^)  auf  eine  endliche  Gruppe  G^  der  Ordnung  q 
reducieren,  die  infolge  der  Primzahleigenschaft  von  q  nur  eine  Gydisclie 
Gruppe  sein  kann.  Die  transformierte  Function  /(co)  =  0(go>)  geniigt 
demgemass  einer  Gleichung  gten  Grades: 

(2)  *'*  +  JR^,  J")  •  0'a-1  H h  JBaO*,  ^)  =  0> 

deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  e  und  J"  sind^  wahrend 
ihre  Monodromiegruppe  mit  der  cyclischen  Gruppe  ff2  holoedrisch 
isomorph  ist.  Aus  letzterem  Umstande  ergiebt  sich  nach  den  Prin- 
cipien  der  Galois'schen  Gleichungstheorie  das  Resultat,  dass  &f  mit 
Hillfe  einer  #ten  Wur#el  in  0  und  J  dargestellt  iverden  Izann. 

In  den  niedersten  Fallen  q  =  2,  3,  5,  .  . .,  wo  die  Reclmung  mit 
Hiilfe  der  aus  Bd.  I  bebannten  Modulfunctionen  leicht  auf  directem 
Wege  durchfuhrbar  ist,  finden  wir  dieses  Resultat  bestatigt. 

Es  ist  I  (2  03)  eine  Function  yierter  Stufe,  die  gegenuber  8  invariant 
ist  und  sich  deshalb  rational  in  ft<4(a>)  darstellen  lasst.  Aber  das 
Teilungspolygon  vierter  Stufe**)  bat  nur  drei  Spitzen  &  =  ioof  Q,  \, 
und  in  diesen  ninimt  A(2o)  die  Werte  bez.  oo?  0,  1,  dagegen  ^  die 
Werte  oo  bez.  1;  0  an.  Da  uberdies  in  der  ersten  Spitze  A(2o)?  wie 
^4(o)  mit  r""1  proportional  werden,  so  gewinnen  wir  ohne  weitere 
Rechnung  als  Beziehung  zwischen  den  beiden  in  Rede  stehenden 
Grossen : 

*)  Man  verwerte  Mer  etwa  die  in  I  p.  412  n.  f.  durchgeffihrte  tJberlegnng. 
**)  Yergl.  den  vierten  Teil  der  Figur  82  in  I  p.  355. 


110    IV,  3.    Grundlagen  fur  die  Transformation  wter  Ordmmg  hoherer  Stufe. 
(3) 


Gelien  wir  von  hier  aus  unter  Benutzung  der  Formeln  (3)  in  I  p.  665 
zu  den  Bezeichnungen  k,  kf  iiber,  so  folgt: 


Wenn  man  endlich  jetzt  noeh  p  auf  Grund  der  Formeln  I  p.  675 
durcli  die  Moduln  ft,  V  ersetzt,  sowie  die  vierte  bez.  zweite  Wurzel 
zielit?  so  entspringen  die  bekannten  Formeln: 

(4)  VAM=t7,    7/(2to) 


in  welchen  man  reehter  Hand  o>  als  Argument  von  jfe;  It'  zu  denken 
hat**).  Hier  drtickt  sicli  &2(2(o)  thatsachlich.  rational  in  i8(o)  und 
jfc'(o>)  ==  y  1  —  7c2(co)  aus?  woniit  miser  allgemeiner  Satz  im  Falle  g  =  2 
seine  Bestatigung  gefunden  hat. 

Fur  2  ==  3   kntipfen  wir  am  zweckmassigsten  an  |(™);   welche 

Grosse  zu  der  durch  /3E=0?  (mod.  9)  clefinierten  Congruenzgruppe 
neunter  Stufe  gehort.  Da  sicli  clieselbe  aber  bei  Ausiibung  von  S3 
nur  urn  eine  multiplicative  dritte  Einheitswurzel  andert;  so  geliort 

i3^)  zu  der  durch  j3  =  0;  (mod.  3)  definierten  T4  der  dritten  Stufe, 
deren  Polygon  man  leicht  aus  Fig.  81  in  I  p.  354  ausschneidet.  Nun 
wird  i3(i£J  in  der  Spitze  c?  =  ioo  dieses  Polygons  nur  einfach  unend- 

lick    Wir  schliessen  daraus,  dass  |3  f^—J  als  Hauptmodul  zum  dritten 

Transformationspolygon  JP4  gehort?  wenn  wir  an  der  im  vorigen  Kapitel 
(p.  40  u.  f.)  zu  Grunde  gelegten  Fixierung  desselben  festhalten.  Andrer- 
seits  gehort  auch  |8(co)  als  Hauptmodul  zum  letzteren  Polygon,  und 
da  ergiebt  sich  aus  dem  Verhalten  der  beiderlei  Moduln  in  den  Spitzen 
ohne  weitere  Eechnung  die  Relation: 


Die  Constante  c  bestimmt  man  durch  die  Substitution  co  =  ~-r-   Two- 

CO  V 

bei  fur  die  rechte  Seite  das  bekannte  Verhalten  von  |(o?)  in  Betracht 
komnit)  und  nachherige  Annaherung  bei  Q  =  ioo.  Man  findet  c  =  I 
und  damit  fiir  |(3co)  die  Darstellung: 


*)  Diese  Eelation  wurde  bereits  in  I  p.  673  benutzt, 
**)  Of.  Jacobi,  Fundamenta  nova  etc.>  Gesaminelte  Werke  Bd.  I  p.  149, 
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6  (3  co)  —  1 


die  unsern  obigen  Satz  fiir  q  =====  3  bestatigt. 

Mit  Hulfe  einer  bis  ins  einzelne  analogen  Uberlegung  finden  wir 
fiir  g  =  5  die  der  Formel  (5)  entsprecliende  Relation: 

,K  (s  2  —  £3)  f  (So)  +  (e  —  s4)        4  Al  4-  51/5 

(6)  -(e-a')gC5«0+(«'--0  =  F^^  +  126  -  A^. 

Rechter  Hand  sincl  liier  als  Argauiente  der  unter  dem  Wurzelzeichen 
stehenden  Formen  &i}  a>2  zu  denken;  der  Radicand  druckt  sich 
iibrigeas  mit  Httlfe  der  Formeln  in  I  p.  640  leiclit  durch  £(o)  aus. 

§  11.    Berechnung  von  &  bei  gegebenem  Modnl  dureh. 
Transformationsketten. 

Die  Formeln  des  yorigen  Paragraphen  geben  tins  die  Mittel  zu 
einer  eigenartigen  naherungsweisen  Auflosung  der  fundamental  en  Anf- 
gabe?  bei  gegebenein  Werte  einer  Modulfunction  z.  B.  A(«)  oder  g(o) 
den  Wert  des  zugeliorigen  Argumentes  co  zu  bestimmen.  Es  geseitieht 
dies  durcli  unendlich  oft  wiederholte  Anwendung  einer  und  derselben 
Transformation,  und  zwar  einer  solehen  der  zweiten  Ordnung,  wofern 
wir  mit  K  (03)  als  gegebener  Grosse  arbeiten  wollen. 

TJni  dies  des  naheren  auszufiihren,  sclireibe  man  zur  Abkurzung: 

(1)  1,(£»)  =  1(2VCD) 

und  entnehnie  aus  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  die 
Relationen: 


—  4  (2  A,  (A, 


von  denen  die  eine  die  Inversion  der  anderen  darstellt.  Damit  diese 
Formeln  fiir  nurnerische  Rechnung  brauchbar  oder  tiberhaupt  nur 
richtig  sind?  mtissen  die  in  ihnen  enthaltenen  Wurzeln  eindeutig  fixiert 
gedacht  werden.  In  diesem  Sinne  wollen  wir  erstlich  die  Wurzel 
y/Lv(lr  —  1)  dadurcli  zu  einer  wohldefinierten  Modulfunetion  machen, 
dass  wir  sie  auf  der  imaginaren  o-Aze  als  reell  und  positiv  denken, 
wanrend  andrerseits  ]/l  —  lv  fur  a)  =  0  gleich  1  sein  soil.  Nur  unter 
diesen  Voraussetzungen  sind  die  Formeln  (2)  correct,  wovon  man  sicli 
durch  Veranschaulichung  der  Werteverteilung  des  A  auf  dem  Polygon 
der  Hauptcongruenzgruppe  zweiter  Stufe  zu  uberzeugen  hat.  Fur 
ziemlich  grosse  Av  konnen  wir  demgemass  "tflv(kv  —  1)  aus 
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(3)         vX(A,-i)~  =  -  ^  +  *  +  si;  +  in?  + ' ' ' 

bereclinen  imd  ebenso  fur  binreicliend  Heine  hv  die  Wurzel  (1  — A,;)" 

aus 

(4) 


yj-^Tj-          -12-.     2.4-      < 

Nunmehr  denke  man  den  Zahlwert  von  /10  =  A(o)  gegeben,  jedoch 
von  0?  17  oo  verscliieden,  da  wir  far  letztere  Falle  die  zugehorigen  co 
als  reelle  rationale  Brtiche  sofort  charakterisieren  konnen.  Irgend  eiu 
zu  A0  gehoriger  Wert  co  wird  also  im  Innern  der  Halbebene  liegcn, 
und  demnach  wircl  sicb.  &v  =  2VG)  mit  wachsendeni  v  schneller  und 
sclineller  von  der  reellen  co-Axe  entfernen.  Um  aber  die  erste  Recursions- 
formel  (2)  zur  Verwendung  zu  bringen,  wollen  wir  unter  &  insbesondere 
dasjenige  zu  A0  gehorende  Argument  verstehen,  welches  innerhalb 
unseres  friiher  eingegrenzten  Polygons  F6  zweiter  Stufe  gelegen  ist 
(cf.  Fig.  68,  I  p.  279),  wobei  betreffs  der  Randpunkte  an  der  damals 
gegeben  en  Vorschrift  festzuhalten  ist. 

Bei  der  Berechnung  von  Jlt  aus  A0  verinoge  obiger  Formel  (2) 
miissen  wir  nun  einen  ausgiebigen  Gebrauch  von  den  beziigliclien 
Figuren  des  Bd.  I  maclien,  urn  namlich  das  Vorzeichen  der-Wurzel 
zu  treffen.  Durcli  die  Beziehuug  der  Jl-Ebene  auf 


das  Polygon  JP6*)  wolle  man  sicli  die  Lage  des  Punktes  co(^0)  im 
FB  ann'ahernd  veranschaulichen.  Liegt  der  reelle  Teil  von  co  zwischen 
+  |  und  —  -J-,  so  ist  der  reelle  Teil  von  (2  1  —  1)  negativ,  der  von 


—  1)  aber  positiv.  Die  erste  dieser  beiden  Beliauptungen  be- 
statigt  man  leicht  durch  JYergleioh  der  beiden  Figuren  75a  und  76  in 
I  p.  294;  zuin  Beweise  der  letzteren  beacbte  man,  dass  A  (A  —  1)  auf 
dem  ganzen  Rande  des  in  I  p.  289  gezeichneten  Polygons  FB  reell 
und  negativ  ist.  Man  setzt  diese  elementare  Betracbtung  leicht  fort 
und  wolle  tiberdies  bemerken,  dass  jede  einzelne  der  Zalilen  c?1?  o>2;  o^,  .  .  ._, 
falls  es  notig  sein  sollte,  durch  einmalige  'oder  wiederliolte  Ausubung 
von  $±2  nach  FQ  zuriickverlegt  werden  kann.  Da  aber  bei  S±2  weder 
A  nocb.  ]//l(/l  —  1)  eine  Anderung  erfahrt,  so  leitet  man  okne  Miihe 
die  folgende  bei  der  recurrenten  Berechnung  der  A1?  A2,  ...  aus  A0 
allgemein  gtiltige  Regel  ab:  Die  Zahl  y&v(kv  —  1)  ist  stets  so  $u 
wahlen,  dass  das  Vorgeichen  iJires  reellen  Teiles  dem  des  reellen  Teiles 


von  (2AV  —  1)   entgegengeseM  ist.     Ist  aber  ]/X(Av  —  1)  rein  imaginar, 
so  gilt  entwedcr  das  Gleiche  von  (2hv  —  1),  wo  dann  "beide  ZaJilen  ent- 

*)  Vergl.  die  zugeli5rigen  Zeicbnungen  in  I  p,  294  ti,  f, 
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gegengesetztes  Zeichen  Jidben  sollen;  oder  es  ist  (2&v —  1)  reell  und  absolut 
Ideiner  als  1,  und  in  diesem  Falle  ist  ]/X(/lr —  1)  als  positiv  imaginare 
Zalil  $u  fixieren. 

Liegt  cafv  =====  8^K(p^)  ini  Polygon  F6,  so  ist  Av  =  /L(cov)  =  l(o^); 
der  Punkt  co^  wird  aber  mit  wachsendem  v  niehr  und  mehr  in  die 
Spitze  co  =  ioo  von  FQ  hineingetrieben.  Nun  aber  ist  sehr  wichtig, 
dass  sich  von  coi  aus  infolge  der  nicht  naher  bestimmten  Zahl  K  das 
urspriingliche  co  noch  nicht  vollstandig  berechnen  lasst,  sondern  nur 
erst  dessen  imaginarer  Bestandteil,  der  offenbar  gleich  deal  durch  2V 
dividierten  imagin'aren  Bestandteil  von  co^  ist.  Inzwischen  liegt  es 
iiberhaupt  schon  im  Princip  der  bisher  eingeschlagenen  Uberlegung 
begriindet?  dass  wir  durch  dieselbe  vorab  nicht  mehr  als  den  imagi- 
naren  Bestandteil  von  o  bestimmen  konnen. 

Man  moge  nanilich  die  Eecursionsrechnung  vermoge  (2)  bis  zu 
einem  solchen  Av  bez.  co^  getrieben  haben,  dass  man  in  erster  An- 
naherung  die  fur  co  =  ioo  gultige  Formel 

(K\  ; LfT'^^v' 

(O)  **v  —        IQ& 

in  Anwendung  bringen  kann.  Hier  lose  man  nan  nach  co^  auf  und 
gehe  dann  sogleich  zum  urspriinglicheii  co  zuriick;  es  folgt 

log  (-  161J  ^ 

unter  c  eine  reelle  Zahl  verstanden,  die  hier  in  der  That  infolge  des 
links  auftreteiiden  Logarithrnus  unbestimmt  bleibt.  Verstehen  wir 
also  unter  z  in  iiblicher  Weise  den  absoluten  Betrag  der  Zahl  0,  so 
kornnit  encllich: 


(6)  a)  =  c,  +  i~^- ,  (I™  v  =  +~)» 

wo  (^  eine  nicht  n'aher  bestimnibare  reelle  Constante  ist  und  der 
Logarithmus  reell  genommen  werden  mag.  Unsere  ILette  von  Trans- 
formationen  zweiter  Ordnung  giebt  uns  also  nicht  fiereits  co  selbst,  sondern 
nur  erst  die  $ur  Operation  8  gelwrende  Bahncurve*},  auf  welcher  der 
Punkt  co  gelegen  ist. 

Um  co  vollstandig  zu  gewinnen?  miissen  wir  auch  noch  die  zweite 

Eecursionsformel   (2)    verwerten    und    verrnoge    derselben    von  A0  aus 
^  ^  «« 

die  Eeihe  der  Werte  yL_i?  A_2?  ---  berechnen.  Die  Uberlegung  ge- 
staltet  sich  hier  im  einzelnen  ganz  iihnlich  wie  vorhin:  Man  wolle 


*)  Cf.  I  p.  163  n.  f. 

Klein-Fricko,  Modulfunctionen.   II, 
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z.  B.  bernerken,  dass  der  einzelne  der  Punkte  co-i,  0-2,  -  -  -  entweder 
selbst  sclion  ini  JFG  gelegen  1st  oder  doch  durcli  einmalige  oder  wieder- 
holte  Anwendung  einer  Operation  TS±2T  naeh  ^  zuniekverlegt  werden 
kann  (vergl.  Fig.  68  I  p.  279  oder  ancnj^82  l  P-  355)'  Diese 
letztere  Operation  andert  weder  A  nocli  yf^T,  und  wir  stellen  fur 
die  Recursionsrechnung  mit  der  zweiten  Formel  (2)  leicht  die  Regel 
auf:  Das  Vorzeichen  von  yT^TA^  ist  stets  so  zu  wahlen,  dass  der 
reelle  Bestandttil  von  ]/l~^^  positiv^M^  rein  imaginar  kann  ]/l  —  A, 
fur  v  <0  nie  werden;  sollte  aber  "J/l  —  10  rein  imaginar  sein,  so  wahle 
man  diese  Grosse  als  solche  positiv. 

Fur   negative  Indices  v  konnen   wir,    wie    schon   bemerkt,  jeder 

G-rosse  &v  ein  o>/  durch 

(7)  T(<Dv')  =  S±**T(<ov) 

an  die  Seite  stellen,  so  dass  T(a*)  im  FQ  Hegi  Man  sieht,  dass 
solcherweise  »„'  mit  waclisendeni  v  mehr  und  melir  in  die  Spitze 
03  =  0  des  Polygons  FQ  hineingetrieben  wird;  liier  aber  konnen  wir 
von  w/  aus  bei  unbekanntem  %  nicnt  direct  auf  o>  zuriickscbliessen, 
sondern  vielnielir  nur  erst  auf  die  zu  TST  gehorende  Bahncurve, 
auf  welcher  CD  gelegen  ist 

Fur  die  Umgebung  der  Spitze  co  =  0  unseres  Polygons  F6   gilt 
nun  in  erster  Annaherung: 


woraus    sich    nacb   karzer  Zwischenrechnung  fiir  das   gesuchte   zu 
gehorende  ID  die  neue  Darstellung  gewinnen  lasst: 


Ura  Ubereinstimmung  mit  Formel  (6)  zu  erzielen,  haben  wir  bier  den 
Index  v  wieder  als  positive  Mnreiehend  gross  gewahlte  Zahl  gedacht. 
Den  Logaritlinaus  in  (8)  wolle  man  reell  wahlen;  er  wird  alsdann 
negativ  ausfallen  (da  A™r  mit  wacbsendem  v  sich  der  Null  nShert), 
und  dies  muss  ja  auch  der  Fall  sein?  damit  der  in  (8)  gegebene  Wert 
co  der  positiven  Halbebene  angehort  Bndlich  ist  <?2  eine  reelle  Con- 
stante,  die  unbestimmt  bleibt;  (8)  liefert  uns  also,  wie  schon  bemerkt,, 
nur  erst  die  zu  TST  gehorende  Bahncurve  durch  den  gesuchten 

Punkt. 

TJm  endlich  zu  e  selbst  zu  gelangen,  wird  man  die  G-leichungen 
(6)  und  (8)  mit  einancler  naultiplicieren,  um  alsdauu  durch  Trennung 
des  Reellen  vom  Iinaginaren  zwei  Gleichungen  fur  q  und  ca  zu  er- 
halten.  Wenn  wir  im  Verlauf  der  Eechnung  zur  Abkiirzung 
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(9)  A,,  =  _  log  lisy  •  log  |i6~H_r 

4tJ7r2 

schreiben,  so  komnit  fur  den  gesuchten  Wert  co  die  Darstellurig: 


/in\                          ,    2jfc,—                .         Vnkv  n.  ,          , 

(10)  co  =  + j r  — -  ^ : (bin  v  =  +  oo). 

X  y  — —     l^n,       1ft I")  1^«.       1fi 1?  "       V  '  / 


—  log  lie-1^!        log 

Es  ersclieint  hiernach  denkbar,  die  Gleicliung  A  (CD)  =» 

erne  doppelte  Kette  von  unendlich  vielen  guadratisclien  Gleiclmngen  ver- 

mittelst  Logarithms  aufaulosen.    Welcher  von  den  beiden  Werten  (10) 

iibrigens   der  richtige  1st,  wird  man   aus   der  gegebenen  Zalil  ^0  mit 

Hinblick  auf  die  Werteverteilung  von  A(co)  im  Polygon  FG  leiclit  ent- 

sclieiden*). 

Wenden  wir  auf  A  (CD)  die  dritte  Transformation  zweiter  Ordnung 
o)f  -—  ^__  —  wiederholt  an?  so  erhalten  wir  Werte  des  1  fiir  eine  Kette 

von  Punkten  co;  C71;  o>2?  ...  des  Polygons  JP0,  die  rnehr  und  mehr  in 
die  dritte,  bei  o>  =  1  gelegene  Spitze  von  .FG  hineingetrieben  werden. 
Die  betreffenden  Werte  A  werden  dabei  gegen  1  convergieren,  und 
es  hat  dies  zur  Folge,  dass  wir  etwas  Convergentes  erlialten,  wenn 
wir  alle  diese  A-Werte  niit  einander  multiplicieren.  In  der  That  zeigt 
sicn,  dass  das  solcherweise  zu  gewinnende  Product,  mit  einer  geeig- 
neten  Potenz  von  co2  multipliciert,  eine  hochst  einfache  Modulforni 

liefert.  Statt  iibrigens  A  (CD)  durch  co'=  ^  "T  zu  transformieren?  kann 
man  auch  __  •-  d.  i.  /£'2(o))  durch  &  =  2co  transformieren  und  hat  als- 

dann  unter  Gebrauch  der  Abkiirzung  Jcv'  =  lk'(2vai)  zufolge  der  Forniel 
(4)  des  vorigen  Paragraphen  die  Recursionsformel  zu  verwenden: 


Die  Bildung  des  unendlichen  Productes  yfc7c/ft2'  .  .  .  und  die  Aus- 
wertung  desselben  fiihren  uns  direct  auf  die  hier  in  Betracht  konimen- 
den  Entwicklungen  JacoWs  im  Artikel  38  der  Fundamenta  nova,  auf 


*)  Die  Entwicklung  des  Textes  in  ihrer  allgemeinen  Form,  welcke  den  gleich- 
zeitigen  Gebrauch  beider  Formeln  (2)  als  erforderlich  erscheinen  Hess  und  die  bei 
beliebigem  complexen  10  giiltige  Formel  (10)  ergab,  ist  erst  in  letzter  Zeit  vom 
Herausgeber  geleistet. 

**)  Dass  mit  wachsendem  v  die  aus  (11)  zu  berechnenden  &r'  gegen  1  con- 
vergieren,  folgt  ganz  unabhangig  von  der  voiiiegenden  Bedeutung  des  To'  aus 
der  Crawss'schen  Theorie  des  arithmetiscli-geometrischen  Mittels  (cf.  Gauss'  Werke, 
Bd,  3  p,  352  u.  f.) 

8* 
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welebe  wir  uns  liier  der  Kiirze  lialber  beziehen  diirfen*).  Jacobins 
Formeln,  in  die  nenere  Bezeichnmigsweise  mngesetzt,  liefern  die 
Relation  en: 

V2fc¥ 


(12) 


Die  Formeln  (11)  mid  (12)  ergeben  eine  sehr  merkwiirdige  Darstellung 
des  Argumentes  co2  bei  gegebeuen  Werten  von  A  und  A**). 


Es  unterliegt  keinera  Zweifel?  dass  Entwieklungen ,  wie  wir  sie 
liier  fiir  die  zweite  Stufe  durcbgeftilirt  liaben,  sicli  auch  an  die  Stufen. 
3?  47  ...  Imilpfen  lassen,  wo  dann  die  Fornieln  (5)  etc.  des  voran- 
gehenden  Paragraphen  in  Kraft  treten.  Inzwisclien  wiirden  mis  solclie 
Entwieklungen  zu  weit  abftihren  nnd  doeh  qualitativ  niclits  Neues 
darbieten. 


*)  Vorgl.  Jacobi's  Werke,  Bd.  I  p.  149  n.  f. 

**)  Das  genane  Aualogon  der  Jacob!1  sch  en  Productbildung  wiirde  fiir  die 
beiden  zuerst  betrachteten  lieprlisentanten  der  Transformation  zweiter  Ordnung 
darin  bestelien,  dass  wir  im  Anschluss  an  die  zweite  Formel  (2)  p.  Ill  die  un~ 
cndliclie  Heihe: 

ao  +  i_i  +  i_s  +  --- 

herstellten,  von  der  ersten  Formol  (2)  p.  Ill  aus  aber  die  Reihe: 


t  Jedoch  niusseu  wir  bier  yon  einer  eingebenden  Untersuchung  dieser  Eeihen  ab- 
sehen. 


-  Viertes  Kapitel. 

Von  der  Attfstellmig  der  Modnlargleiclmngen  lioherer  Stufe  imter 

besonderer  BeriicksicIitigttBg  von  m  =  5  Hud  16. 

Unter  den  Transforniationsgleichungeii  holierer  Stufe,  fur  deren 
Existenz  mid  Beschaffenheit  im  vorigeii  Kapitel  die  allgemeinen  Grund- 
lagen  entwickelt  wurden,  zeichneten  sicli  durcli  ihre  eleganten  Eigen- 
schaften.  die  Modulargleicliungen  hoherer  Stufe  aus;  solche  wollen  wir 
ini  gegenwartigen  Kapitel  wirklich  bilden.  Modulargleicliungen  gab 
es?  wie  wir  fanden;  nur  fur  Hauptmoduln;  aber  es  scheint  im  Gebiete 
der  Congruenzgruppen  nur  eine  beschrankte  Anzahl  solcher  Moduln  zu 
geben;  so  dass  aucri  die  Zahl  verscliiedenartiger  Modulargleichungen 
eine  begrenzte  sein  wtirde*).  Unsere  Betracntung  bleibt  naturlich  auf 
die  von  I  her  bekannten  Hauptmoduln  besclir'ankt,  und  zwar  sollen 
in  erster  Linie  die  Galois'schen  Hauptmoduln,  sodann  aber  die  bei  der 
aehten  und  secLzehnten  Stufe  auftretenden  Wurzeln  aus  A  eta  zur  Gel- 
tang  kommen.  Nur  diese  letzteren  Gleichungen  sind  der  iiberlieferten 
Theorie  bekannt**)7  und  sie  gehoren  gewiss  auch  zu  den  einfachsten 
iiberhaupt  existierenden  ModulargleieLungen.  Dagegen  gewannen  wir 
erst  vermoge  unserer  gruppentheoretisclien  Principien  die  naturgemasse 
Begriffsumgrenzung  der  Modulargleichungen,  und  dass  tier  die  Modular- 
gleichungen der  Galois'schen  Hauptmoduln  eben?  weil  sie  zu  ausge- 
zeichneten  Untergruppen  gehoren,  die  erste  und  wichtigste  Stelle  ein- 
nehmen  niussen,  wird  man  leicht  ermessen. 

Wir  nennen  gleich  die  beiden  Hiilfsinittel,  durch  welche  die  Auf- 
stellung  der  Modulargleichungen  in  den  beiden  fur  uns  in  Betraeht 
kommenden  Fallen  von  vornherein  vereinfacht  werden  kann.  Tor  alien 
Diugen  werden  wir  gewisse  invariantentheoretische  Operationsweisen  ver- 


*)  Vgl.  die  fur  Primzahlstufen  vollstandige  Aufzahlung  der  Hauptmoduln  in 
Hrn.  G-ierster's  Arbeit:  Uber  Congruenzgruppen  von  Primzahlstufe ,  Math.  Arm. 
Bd.  22  (1883). 

**)  Man  vgl.  die   geschichtlichen  Eeferate  in   dem   p.  2    genannten  Werke 
von  Enneper-Muller. 
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weiiden;  die  uns  der  Art  naeh  aus  den  Vorlesungen  iiber  das  Ikosaeder 
bekamit  siud;  und  deren  Eingreifen  in  die  hier  vorliegende  Prage- 
stelhmg  sicli  leiclit  aus  den  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  ergiebt. 
Hieriiber  bin  aus  werden  wir  einen  wenn  aucb  beschrankten  Gebraucb 
von  der  Ver&weigung  der  Modulargleichung  zu  rnachen  haben.  Ins- 
besondere  fur  niedere  Transformatiousgrade  kann  man  mit  Hulfe  dieser 
Mittel  die  Gestalt  der  Modulargleichimg  so  weit  umgrenzen,  dass  nur 
nocli  wenige  Zalilencoefficienten  durch  Einsetzung  der  nach  Potenzen 
von  r  fortsehreitenden  Reihenentwicklungen  unserer  Modulo,  zu  be- 
reclmen  bleiben. 

Bei  alien  diesen  Darlegungen  bandelt  es  sicli  um  jene  Grund- 
gedaiiken,  welclie  Hr.  Klein  zumal  in  seiner  wiederholt  genannten  Ar- 
beit vom  Herbst  1879  entwiekelt  hat  (Zur  Theorie  der  elliptischen  Modul- 
fimctionen,  Sitzungsber.  d.  Munchener  Akademie  vona  Dec.  1879,  Math. 
Ann.  Bd.  17).  Die  Ausfiihrungen  in  ibrer  hier  vorliegenden  Form 
sind;  so  weit  nicht  andere  Citate  angeinerkt  werden ;  erst  vom  Her  aus - 
geber  gegeben  word  en,  so  insbesondere  die  unten  folgenden  Entwick- 
lungen zur  Theorie  der  Jacobi-Sohncke;schen  Modulargleicbungen. 

§  1.     Existenz  und  Anzalil  der  Modulargleichungen  fur  die  211 
betracktenden  Hauptmoduln. 

Ftir  die  Galois'schen  Hauptmoduln  A(o>);  S(o>),  (t(ci)  und  g(®) 
oder;  anders  ausgesprocheD;  fiir  Doppelverhaltnis,  Tetraeder-;  Oktaeder- 
und  Ikosaederirrationalitat  ergeben  sich  aus  den  Entwicklungen  des 
§  8  Kap.  3  (p.  102  u.  f.)  unmittelbar  folgende  Eesultate: 

Die  ein#elne  der  genannten  vier  Moditlfunctionen  besiM  fur  jeden 
(jegen  ihre  Stufe  m  relat^v  primen  Transformationsgmd  n  im  gan&en 
li>(m)  verscliiedene  Modulargleichungen,  die  alle  aus  einer  unter  ihnen  da- 
durcli  Jiervorgehen ,  dass  loir  tei  ungeandertem  iirsprunglichen  Modul  auf 
den  transformierten  der  Eeihe  nacli  die  p(m)  wdhlbekannt&n  linear  en  A~, 
I)e0.  |-7  ...  Substitutionen  der  endlichen  G^m)  ausuben* 

Eine  erste  unter  diesen  ilbrigens  durchaus  coordinierten  G-leichungen 
ist  &.  S.  diejenige,  welche  den  "betreffenden  Hauptmodul,  gelildet  fur  die 
Arguments 

(i)  E(«)  = 

SM  Wurseln  hat,  die  Bezeichnungen  von  (1)  in  der  Bedeutung  von  (7) 
p.  108  gebraucM,  so  dass  wir  in  (1)  ein  &um  Schema  {'  J  gehorendes 
Reprasentantensystem  mtei  Stufe  Jiaben. 
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Bei  der  sechzehnten  Stufe  gebrauchen  wir  an  Stelle  der  f/A  etc. 
sogleich  die  in  I  p.  665  erklarten  Bezeiclmungen  cp,  ijj}  %.  Die  zu 
diesen  Modulfunctionen  gehorenden  Gruppen  F48  waren  jeweils  in  einer 
gewissen  zur  zweiten  Stufe  gehorenden  T3  ausgezeichnet  enthalten*), 
und  die  einzelne  dieser  F3  reducierte  sieh  bezfiglich  ihrer  F48  auf  eine 
Diedergruppe  6r16;  der  betreffende  Hauptmodul  <p;  ty  oder  %  erfuhr  bei 
dieser  6r16  die  Diedersubstitutionen  in  der  wohlbekannten  Gestalt.  Wir 
schliessen  sofort: 

Der  Hauptmodul  <p  (ebenso  wie  auch  tf  und  %)  besitet  filr  jeden 
ungeraden  Transformationsgrad  n  sech&elm  unterscliiedene  Modularglei- 
clmngen, welche  alle  aus  einer  unter  iJinen  dadurch  entstelien,  dass  wir 
J)ei  unverandertem  urspriinglichen  Modul  auf  den  transformierten  die 
sechzelm  Diedersiibstitutwnen  der  Gw  ausiiben.  In  der  That  werden  ja 
die  Gruppen  f48?  wie  man  sich  iiberzeugeii  wolle,  alle  drei  durch 
W(ai)  =  nco  in  sieh  transforniiert. 

Unter  den  sechzehn  Modulargleichungen  ist  eine  diejenige;  welche 
zu  Wurzeln  die  betreffeiide  Modulfunction;  gebildet  fur  die  Argumente 


(2)        B(.)-F,     7=,     (mod.  16), 


hat.  Indessen  wolle  man  bemerken;  dass  die  drei  gleichberechtigten 
T48  eine  ausgezeichnete  r384:  gemeinsam  haben;  die  sich  modulo  16 

auf  die  6r4 

/I,  0\      /5,  8  \      /9,  0\      /IS,  8\ 
\0,  lJ9    \8,  13/?    \0,9/;    \8?  5/ 

reduciert.  Wir  diirfen  also,  unabhangig  davon?  welche  Yon  den  drei 
Functionen  <p;  ty,  %  gerade  betrachtet  wird,  den  in  (2)  gegebenen  E  eine 
beliebige  Operation  der  F384  vorsetzen  und  wahlen  hierzu  die  besondere 


welche  sich  mit  V  zu  der  Modulsubstitution  vereint: 


CO 


Das  in  Rede  steliende  Eeprasentantensystem  nimmt  daraufhin  die 
stalt  an: 


*)  Vgl.  hier  iiberall  die  Augaben  von  I  p.  665  u.  f. 
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(3)         JR(a>)  =  — 


w>  Aj  !>,  D  die  belcannten  Sedingungen  lestehen,  dass 
0  <J  B  <  D   is£,   WM$  <7ass  .A,  B,  D   einen  gemeinsamen  Factor  niclit 
aufweisen, 

Von  hier  aus  werden  wir  mis  die  48  Repr'asentantensysteme  fiir 
den  einzelnen  unserer  clrei  Hauptmoduln  cladurch  herstellen,  dass  wir 
48  beziiglich  der  zugehorigen  T48  inaquivalente  Modulsubstitutionen 
auf  (3)  ausiiben.  Seclizelm  unter  diesen  48  Systemen  (durch  die 
betreffende  fs  bestimnat)  correspondieren  den  sechzehn  Modular- 
gleichungen;  den  tibrigen  2  -  16.  Reprasentantensystemen  entsprechen 
ersiclitlicli  zwei  Systeme  von  je  16  Gleicliungen,  welclie  mit  den 
Modulargleicliungen  an  Grad  und  Gestalt  in  voller  Ubereinstiinmung 
sind,  nur  dass  (sofern  es  sich  etwa  um  9  handelt)  das  transformierte 
90  durcli  cliese  Gleichungen  niclit  an  das  ursprtingliche  90,  sondern 
statt  clessen  an  das  nrspriingliche  i/j  bez.  %  gebunden  erscheint.  Wollen 
wir  aucli  fur  diese  Reprasentantensysteme  die  Relationen  zwisclien  ur- 
spriinglicheni  und  transforniiertem  cp  liaben,,  so  werden  wir  eben  nicht 
melir  niit  Gleichungen  des  Grades  ty(ri)  zu  thun  haben;  yielmehr 
werden  nacli  den  Regeln  des  vorigen  Kapitels  liier  im  ganzen  vier 
irreducibele  Relationen  des  Grades  8^(n)  eintreten,  — 

Modulargleicliungen  fiir  ]/A  lassen  sich  aus  den  16  Modularglei- 
cliungen von  ]/yl  ohne  weiteres  dadurch  herstellen,  dass  man  dieselbeu 
in  gewisser  Reihe  zu  Paaren  mit  einander  multiplicieri  Fahrt  man 
in  gleiclier  Weise  fort,  so  gewinnt  man  Modulargleicliungen  fiir  ]/X 
und  kami  endlicli  dadurcli,  dass  man  die  3-16  <p?  ty,  ^-Modular- 
gleicliungen in  richtiger  Folge  zu  je  acht  multipliciert,  die  sechs 
A  -Modulargleicliungen  aus  ihnen  lierstellen.  Andrerseits  konnte  man 
versuclien?  in  einer  einzelnen  qp-Modulargleichung  etwa  <p  =  #2?  gp'==^2 
zu  setzen;  und  die  entspringende  Relation  2^(n)teri  Grades  zwischen  x 
und  y  auf  ilire  Reducibilitat  untersuchen.  1st  unsere  obige  Angabe 
iiber  die  Nichtcongruenzmoduln  (p.  98)  begrtindet,  so  darf  eine  Re- 
duction in  zwei  Relationen  des  Grades  ^(n)  hier  nicht  mehr  eintreten. 
Wir  werden  das  weiter  unten  an  einem  einzelnen  Beispiele  wirklich 
durchfuhren. 

Wenn  man  sich  die  Rechnungen  vergegenwartigt;  welche  die 
Modulargleichungen  von  |//l  in  die  fur  j/A  iiberfuhren?  so  ist  evident, 
dass  erstere  Gleichungen  einfachere  Gestalt  darbieten  werden  als  letztere. 
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Aucli  bei  den  Wurzeln  aus  A  warden  die  Transformationsgleichungen 
urn  so  einfacher,  je  holier  die  Stafe  der  betreffenden  Wurzel  war. 
Von  diesem  Gesichtspunkt  geleitet  wircl  man  es  zweckniassig  findeu., 


auch  noch  den  Hauptniodul  2]/A(A  —  I)  zur  Bildung  von  Modular- 
gleichimgen  heranzuziehen*);  denn  die  Stufe  desselben  war  m  ==  48, 
und  wir  werden  demgemass  nur  den  Transformationsgrad  auf  ungerade 
dureh  3  nicht  teilbare  Zahlen  n  einzuschranken  haben,  sofern  wir  an 
den  Voraussetzungen  des  vorigen  Kapitels  festhalten  wollen.  That- 
sachlich  sind  auch  diese  Modulargleichungen  verschiedentlich  betrachtet 
worden  (wortiber  wir  noch  weiter  nnten  die  Nachweise  geben);  ent- 
wickeln  wir  also  hier  noch  kurz?  welche  Grnndlage  das  vorige  Kapitel 


fur  die  Modulargleichungen  von  2]/Jl(Jl  —  1)  ergiebt! 


Der  Hauptmodul  ]/A(A  —  1)  andert  sich  bei  einer  beliebigen;  nur 
der  Bedingung  y  ^  0  (mod.  2)  geniigenden  Modulsubstitution  nach 
unseren  friiheren  Untersuchungen  uni  den  Factor: 


fi\  (%\  -J 

(4)  (-)e 

'  \ccJ 

und  gehort  sonach  zu  einer  T72  der  Stufe  48,  welche  sich  vollstandig 
durch  die  drei  Congruenzen  charakterisieren  lasst: 

(5)  y  =  0,  (rod.  2),     aft  +  yd  ^  0,  (md.  3),     ft  +  -  ^  0,  (md.  8). 

In  der  durch  die  erste  dieser  Bedingungen  definierten  T3  der  Stufe  2 
ist  T72  ausgezeichnet  enthalten,  und  T3  reduciert  sich  bez.  T73  auf  eine 
cyclisclie  (r24;  als  deren  Erzeugende  wir  8: 


(6) 

ansehen  konnen.  Ba  ffir  jeden  gegen  2  und  3  primen  Transformations- 
grad n  =  n—1  (mod.  24)  ist,  so  beweist  man  aufs  leichteste  an  den 
Congruenzen  (5),  dass  F72  durch  W(ro)  =  «o,  modulo  48  betrachtet, 
in  sich  transformiert  wird,  Es  ergeben  sich  also  unmittelbar  die 
Satze:  Fur  unseren  in  Rede  stehenden  Hauptmodul  existieren  bei  jedem 
gegen  6  relativ  primen  Transformationsgrad  n  im  gamen  24  verscliiedene 
Modidargleicliwigen;  dieseTben  entstehen  alle  a^is  einer  unter  iJmen,  ind&m 
man  dm  transformierten  Modul  (bei  unvercindertem  ursprilnglichm)  der 
aus  (6)  m  ersseugenden  cydischen  G^  unt&rwirft.  — 

Die  init  der  T72  gleichberechtigten  Untergruppen,  sowie  sonstige 
Hauptmoduln  ziehen  wir  nicht  mehr  besonders  in  Betracht. 


*)  Vergl.  hier  und  weiterMn  I  p.  674, 
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§  2.    Von  der  Vertansclibarkelt  der  Argumente  in  den  linken 
Seiten  der  Modiilargleiehungen. 

Die  linke  Seite  einer  Modularglelcliung  erster  Stufe  f(J'9  J)  =  0 
war  eine  synimetrische  Function  ilirer  beiden  Argumente  Jr  und  J, 
wir  untersuchen  nunmehr,  welehen  Verb  altnis  sen  wir  in  dieser  Bichtung 
bei  deu  Modulargleiclmngen  hoherer  Stufe  begegnen.  Sei  deninach  x 
ein  Hauptniodul  wter  Stufe,  fur  welehen  bei  Transformation  niQK 
Ordnimg  %  Modulargleiclmngen  existieren.  Eine  unter  ihnen  schreiben 
wir  f(r'?  TT)  =  0  und  clenken  die  linke  Seite  derselben  als  ganze 
Function  sowohl  von  v?  wie  tr';  gestallet,  welcbe  beide  Argumente 
alsdann  in  /'  bis  auf  den  Grad  ^(n)  ansteigen.  Ausfiihrlicher  ge- 
scliriebeu  ist: 


imd  da  diese  Gleichung  in  co  identiscli  besteht;  iso  ziehen  wir  aus  der- 
selben sofort  die  weitere  Gleichung: 

(2) 

v   J 


~  ceo 


Wir  schreiben  in  (2)  fur  den  ursprtinglichen  Modal  T(O)  wieder  kurz 
V,  fur  den  transformierten  T',  wodurch  unsere  Gleichung  in  f(t,  tr')  =  0 
iibergeht.  Sie  ist  offenbar  selbst  wieder  eine  der  %  Modulargleichuiigen 
und  also  folgern  wir  miihelos  den  Satz:  "Bei  Vertausclmng  der 
Argumente  v  ,  tf  werden  die  linken  Seiten  imserer  %  Modidargleiclmngen 
teils  0ib  Paaren  vertausclit,  teils  vielleielit  in  sicli  selbst  trans  formiert; 
von  etwa  zutretenden  constanten  Pactoren  sehen  wir  clabei  zunachst 
vollig  ab. 

Des  genaueren  konnen  wir  den  erhalteuen  Satz  folgendermassen 
dnrchbilden:  Die  Gleichungen  (2)  sehreiben  wir  unter  Aufuahme  einer 
sogleich  naher  zu  bestimmenden  Modulsubstitution  V: 


Es  soil  aber  V  so  gewahlt  werden,  dass  V\^—^~-  ,-—  )  und 
0  ?  \  —  cco-j-a/ 


-  in 
d 


dem  namlichen  unter  den  M  zu  den  »  Modulargleichungen  gehorenden 
Reprasentantensysternen  enthalten  sind;  wir  erreichen  das  stets  und 
mir  dadurch;  dass  wir  V  aus  der  Congruenz 

1)\         aca        b      ,        ,        N 

d.  m) 


bestimmen.     Des  weiteren  nehmen  wir  die  Porniel: 
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(4)  .(P-i^-AlM  +  B 

zu  Hiilfe  und  fiihren  solcherweise  die  Gleichung  (2)  iiber  in 
f&\ 

(5) 


welch'  letzterer  Gleichung  x  ==  Tf™-x^    genugt.    Also  das  Resultat: 

Wenn  wir  in  der  ursprimglich  vorgelegten  Gleichung  die  Argumente  der 
linlcen  Seite  t'  und  t  mil  einander  vertauscJien,  sodann  aber  auf  tr  nocli 
eine  gewisse,  in  der  0ugehorigen  GK  enthaltene  lineare  Substitution  aus- 
iiben,  so  Jcommen  wir  #ur  urs-priingliclien  Gleichung  $wrilck. 

Die  nahere  Untersucliung  wird  sich  bei  dieser  SacHage  vor  allero. 
auf  die  Substitution  F  bezielien,  als  deren  Coefficienten  wir  aus  (3) 
die  folgenden  bereclmen: 

_,  (a  =  (a?  +  l)c)n-~i,     d=(bc  +  <P)»-M       '    .       , 

(o)  {          /      i    ji\7      i  )      i     7\        /     (mod.  m). 

l/5^(a  +d)bn-1^     y  =  (a  +  d^cn-1,)    ^  } 

Man  wircl  nun  zweckmassig 

/a,  J\  =  /««',  A 

1  j  Vc,  <z/     W,  *'/ 

setzen  imd  erMlt  solcherweise  aus  alien  K  in  Betraclit  koimnenden 
Reprasentantensystemen  je  eine  einzelne  Transformation  wter  Ordnung, 

wenn  man  in  (7)  die  Modulsubstitution  (    /  ^,1  ein  zur  f/^  von  T(G)) 
x/  \y;o/  ^  xy 

gehorendes  Eeprasentanteusystem  der  T^  durchlaufen  lasst.     Vermoge 

X 

(7)  nelimen  aber  die  Coefficienten  (6)  von  V  die  Gestalt  an: 


(a~ 
l/J  = 


/J  =  /»  V  +  ^n-i),     y  =  /(n«'  + 

Der  b.emerkenswerteste  Specialfall  ist  der?  dass  die  so  gewonnene  Sub- 
stitution F  der  F^  angehort:  Stets  und  nur,  wenn  dies  der  Fall  ist,  wird 
die  Modular  gleiehung,  welcJie  0um  ~betreffenden  Eeprasentanten  (7)  gehort,  lei 
VertauseJiung  von  t'  und  t  in  sich  selbst  ubergelien. 

Wir  erlautern  diese  Satze  jetzt  dadurcli,  dass  wir  erstlict  den 
Fall  der  Modulargleichungen  ftinfter  Stufe  m  =  5  besonders  betrachten-, 
wir  bezeichnen  dabei  die  in  (7)  rechts  zur  Geltung  kommende  Operation 
der  GQQ  durch  F'  und  miissen  ubrigens  die  vierfache  Pallunterscheidung 
n=  I,  2,  3;  4;  (mod.  5)  treffen: 

Ist  erstlicli  n^l,  so  folgt: 

(9)  F-^EEEF'2,  (mod.  5), 
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woraus  oline  weiteres  der  Saiz  entspringt:  Nw  wenn  V  die  Identitdt 
oder  eine  der  15  in  der  6760  entlialtenen  Operationen  der  Periode  wvei 
ist,  ivird  V  der  Hauptcangmcnggruppe  f60  angeJioren;  fur  n=l  (mod.  5) 
werdcn  sonach  tmter  alien  seclwig  Modulargleiclmngen  mvr  sechzehn  lei 
Vertauschung  der  Argumente  in  siclb  selbsk  ubergehen. 

Im  Palle  n=  —  I  folgt: 
(10)  F-1  =  TATA,  (mod.  5), 

wobei  wir  unter  A  in  gewobnter  Weise  die  Spiegelung  an  der  ima- 
ginaren  co-Axe  yerstelien.  Soil  F""1^!  sein?  so  muss  V'A  eine  Operation 
der  Periode  zwei  in  der  erweiterten  (TGO  sein;  in  dieser  Gruppe  aber 
gab  es  seclizelin  Spiegelungen  (fiinfzelin  niit  reellem  Syminetriekreise 
und  eine  oline  einen  solclien) :  Auch  filr  n  ^  —  1  giebt  es  somit 
seclizelin  ModularglcicJmngen,  welche  l)ei  Vertauscliung  der  Argumente  in 
sieli  iibergelien.  Die  zugehorigen  secbzehn  Reprasentantensysteoie  sincl 
natiirlich  keineswegs  durcligehends  wieder  jeue;  welcbe  bei  n  =  -f- 1  die 
Modulargleichungen  rnit^  vertauscliungsfahigen  Argumenten  lieferten; 

jedoch  wolle  man  beinerken;  dass  das  zuni  Schema  (   '  1  J  gehorende 

System,  dem  V  =  1  zukommt,  in  beiden  Fallen  F""1  ^  1  liefert. 

Uni  bei  n  ^  +  2  diejenigen  V  zu  finden,  welche  F^  1  liefern, 
miissen  wir  alle  Losungen  von 

±  2a*  +  fi'y'  =  ±  3 d"  +  j8y  =  ±  1 , 
(+  2<*'  +  *')]8'  =  (±  2*'  +  *0y'  =  <>; 

/•   &/  /i  ^      /  . ^ 

a  o    —  p  y   =  1 

aufstellen.     Die  Auzahl  ist  in  beiden  Fallen  zehn;  und  also  giebt  es 

fur  n  =  +  2,  we  /w  ^  ^  —  2  unter  den  seelmg  Modtdargleichungen 
insgesamt  zelm  mit  vertauschungsfaMgen  Argumenten.  Setzen  wir 

F' ==  1,  so  wird   F^L;  ^J;   also   der  Satz:  Bei  n  =  +  2  gelit  die 

&im  Schema  ('  1 J  gehorende  Modulargleichimg  in  sicli  Ober,  'wenn  man 

r'  durcli  t,  t  aber  durch ;  ersetsst.     Nebenher  wolle  man  noch  an- 

;  T 

merken:  Die  #u  den  Schemata  (  }     n   )'   (9  '   n)  9e^ren^en  Modular- 

gleichungen  gehen  in  alien  vier  Fallen  bei  Vertauscliung  der  Argumente 
in  sicli  uber. 

Wir  nelimen  ferner  m  =  16,  beriicksichtigen  dabei  aber  nur  die 

93-Modulargleichungen  und  bezeichnen  die  zum  Schema  ( n?  .  J  gehorende 
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Gleiclmng    durch   /*(g>',  g?)  =  0.     Fur   dieses    Schema    folgt    aus    (8) 
F  =  I    '     __ij  (mod.  16),  und  es  ist  nach  I  p.  670: 


welche  Gleichung  jetzt  im  speciellen  an  Stelle  der  obigen  Gleichung 
(4)  tritt.  Der  Hermit  gewonnene  Satz  aber  heisst:  Die  Modular* 
gleichung  f(<pf,  <p)  =  0  geht  in  sich  uber,  wenn  man  (p  an  Stelle  von 


<p',  und  zugleicli  (—  1)  8  q>'  an  Stelle  von  g>  setet;  liier  liaben  wir 
also  Vertauschbarkeit  zunachst  nur  fur  n*=*8h+l.  Urn  auch  in  den 
Fallen  n  =  Sh  +  3  Schemata  anzugeben,  bel  denen  die  zugehorige 
Modulargleichung  f=  0  den  urspriinglichen  und  transforinierten  Modul 
vertauschungsMiig  entbalt,  specificieren  wir  (8)  in  folgender  Weise: 


n  = 


n  = 


(md.  16). 


Diese  Substitutionen  Fx  lassen  <jp(a>)  unverandert?  und  also  gehen  die 
zugehorigen  Modulargleichtingen  ff((p(V^(nK)^)}  y(o3))  =  0  bei  Ver- 
tauschung  der  beiden  Argumente  in  sich  iiber.  Bei  der  Wirkung  der 

Vx    auf  cp  folgt  ubrigens?   dass  f'(    ~L  <p',  cp\   bez.  f(icpf,  <p)    direct 

v  y^         / 

die  linke  Seite  der  zum  Schema  (   '     j  gehorenden  Gleichung  f(tp,  9) 

ist: 

(12)  fV'  ?    -/•(?>',  9>),    ^  =  8^  +  3, 


(13)  f  (»,>',  9)  =  /fo',  9),    «  =  8A  +  5. 


Einen    dabei    etwa   noch   auffcretenden   Factor    denken    wir    mit   in   f 
hineingenomnien.  — 

Geht  eine  Modulargleichung  bei  Vertauschung  der  beiden  Moduln 
in  sich  selbst  fiber,  so  wird  ihre  linke  Seite  bei  fur  unabhangig  an- 
gesehenen  Argumenten  sich  jedenfalls  bis  auf  einen  Factor  reproducieren, 
wenn  wir  diese  Argumente  permutieren.  Aber  man  folgert  aus  der 
Irreducibilitat  der  Gleichung  gerade  wie  bei  der  ersten  Stufe;  dass  die 
linke  Seite  der  Modulargleichung  fur  diesen  Fall  direct  eine  symmetrisclie 
Function  ihrer  beiden  Argumente  sein  mitss.  Fur  die  9P-Modularglei- 
chungen  f(y>i  cp)  =  0  konnen  wir  bei  unabhangig  gedachten  cp\  y  im 
Falle  n  =  8Ji  +  3  nur  erst  die  Gleichung: 
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(14)  f(g>,  -cp')  =  c-  f(<p',  <p), 

sowie  weiter  den  Satz  folgern:  Die  ganze  Function  f((pf,  cp)  der  beiden 

Veranderlichen  <p'  und  <#  ist  syminetriscli  in  ~~~-(pr,  cp  bez.  in  iy>'?  cp, 

]/2 

je  naetidem  n  ==  Sh  +  3   oder   87^  +  5  ist     Um   aber  von  liier   aus 

c  zu  bestimnien,  wolle   man  nocli  die  folgende  Uberlegung  anstellen: 

Soil  eine  Wurzel  <p'=  tp(E(co))  unserer  Modulargleichung  unendlicli 

werden,   so  muss  H(oo)  —  —  werden  mit  a  =  y  =  1   (mod.   2);   denn 

es  muss  in  diesem  Falle  naeli  I  p.  665  (2)  das  Argument  von  <p  in 
eine  (mod.  2)  mit  CD  *=  1  aquivalente  Polygonspitze  hineinwandern. 
JSTach  der  Gestalt  des  E  (cf.  (3)  p.  120)  folgt  umgekehrt 


(15)  eo  =  ™  =  B-1  (-J,     «'  =  /  =  1  (mod.  2), 

so  dass  das  zu  cp'  =  oo  gehorende  9?  gleichfalls  oo  ist.  Da  man 
diese  Uberlegung  leicht  unikehrt,  so  folgt  der  aueh  anderweit  nutz- 
bringende  Satz:  Unter  den  beiden  Grossen  cp'  und  cp  ist  jede  eine 
gan$e  alge'braisclie  Function  der  andern.  Die  Gestalt  von  f(cp',  cp) 
ist  also: 

(16)  f(q>'9  cp)  =  <p'v  +  cg>v  H , 

wobei  in  den  ausgelassenen  Gliedern  die  Exponenten  von  cp'  und  cp 
durchgehends  <  ^  sind. 

In  Formel  (16)  hat  nun  c  offenbar  dieselbe  Bedeutung  wie  in  (14); 
da  ty(n)  fiir  n>  2  stets  eine  gerade  Zahl  ist.  Der  Wert  von  c  aber 
entspringt  sofort  aus  dem  Umstande,  dass  f(cp'9  cp)  synimetrisch  in 

-— ^op'    cp  bez.  icp'    cp  ist:  man  hat  offenbar 
V*       "  *  '  *       ' 

fiir  n  =  8h  +  3, 

Unter  Btickgang  auf  die  Bedeutung  von  ty(n)  ergiebt  sich  hieraus 
schliesslich  der  in  beiden  Fallen  n  =  8Ji  +  3  gultige  Satz:  In  der 
Gleichung  f(cp,  —  cp')  =  db/'Cy'?  <p)  9^  n^r  ^n  &em  ^inen  Falle  einer 
Primjsahlpotene  n  das  untere  Zeichen;  enfh&U  aber  n  wenigstens  &wei  ver- 
scMedene  Primfactoren]  so  gilt  stets  das  dbere  Zeichen. 

§  3.    Grnndlegung  der  invariantentheoretisclien  Metliode  fiir 
die  Anfstelrung  der  Modulargleichnngen. 

Sei  T(O»)  ein  Hauptinodul,  der  fiir  Transformation  ni&T  Ordnung 
ini  ganzen  %  Modulargleichungen  besitzt.  Jede  beliebig  vorgeschriebene 
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unter  denselben  f'(v}r)  =  Q  koimen  wir?  wie  bekannt,  aus  einer  ersten 
f^g'j  T)  =  0  dadureli  lierstellen,  dass  wir  bei  unverandertem  t  auf  tr 
erne  bestimmte,  der  Gleiahung  f  =  0  zugeordnete,  lineare  r  '-Sub- 
stitution der  Gruppe  G-%  ausiiben.  Denken  wir  die  liiiken  Seiten  der 
%  Modulargleichungen  als  ganze  Functionen  von  tf  und  T  gesekneben, 
so  haben  wir  in  diesem  Sinne  auch  bei  unaKhangig  gedactten  r'?  t 
die  Identitat: 

(1)  /"(*',  t}  =  Const,  (c'r'  +  d'r-  /•(^$4  '  r)  • 

Aber  bei  der  soeben  erkannten  Reciprocitat  zwisclien  ursprunglicliem 
und  transformiertem  Modul  konnen  wir  z.  B.  YOB.  /'(V?  T)  =  0  aus 
die  tibrigen  Gleichungen  aucli  dadureli  lierstellen,  dass  wir  T'  tm- 
verandert  lassen  und  auf  x  die  Operationen  der  6r*  ausiiben.  Ins- 

besondere  wird  es  eine  bestimmte  Substitution  (    ;  _)  in  der  Gry,  geben, 

\(?^    Co-' 

welche  auf  x  angewandt  zu  f(v',  T)  =  0  zuriickflilirt;  es  wird  in  diesem 
Sinne  die  Gleichung  identiscb.  bestehen: 

(2)  ft*',  *)  =  Const,  (cr  +  $*  •  f  (T',  £±|)  • 

Durch  Combination  der  Identitaten  (1)  und  (2)  folgt  als  nene 
Identitat 

(3)  f(,',  r)  =  C  •  (c  V  +  rfT  («  +  *)+ 


wobei  C  eine  nocli  nieht  naher  bestimmte  numerische  Constante  ist. 
Diese  Identitat  benufeen  wir  nun,  urn  von  ihr  aus  eine  invarianten- 
fheoretische  MetJiode  0ur  Aufstelltmg  der  Modulargleichungen  #u  entwicJceln. 
Wir  werden  die  betreffende  Methode  ani  Schlusse  des  yorliegenden 
Paragrapben  nocn  ausfuhrlicner  bezeiehnen;  furs  erste  geben  wir  eine 
Reihe  von  Vorbemerkungen.  Man  beachte  vor  allem?  dass  fur  die 
besondere  Modulargleichung  f=Q  durcb.  (3)  eine  eindeutige  Bezietung 
der  endlichen  Gruppe  Gx  auf  sicb  selbst  begriindet  ist,  welche  wir 
dureh  die  Nebeneinanderstellung  der  Substitutionen  : 


andeuten  konnen.     Diese  Beziehung  der  Gr%  auf  sieh  ist  uns  sehr  be- 
kannt:  Sekreiben  wir  namlieh  die  in  Rede  stehende  Modulargleicbung 
ausfiihrlicli  f[r(]R(cd))j   T(CO)]  =  0,    so  konnen  wir,   da  dieselbe  in  o 
identisch  besteht,  aucb 
(5)  f[r(EV(a>)),  r(F(«))]  =  0 
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schreiben.     Hier    wahlen    wir   HUB    V  aus    der   f^   mid    denken   diese 

X 

Substitution  tiberdies  bezuglich  f^  reduciert,  so  dass  derselben  erne 
bestinimte  r-Substitution  der  G-x,  etwa  die  zweite  Substitution  (4) 

enispriclit.     Mit  f^  wird,  wie  man   sofort   sieht,   auch  I"",,,  modulo  m 

y. 

redueiert,  durch  E  in  sicli  transform  iert,  so  dass  auch  UFU""1  der 
r^t  angehort  und,  beziiglieli  f,t  reduciert,  auf  eine  weitere  Operation 

y. 

der  ffx  fulirt.  Bin  Blick  auf  (5)  zeigt,  dass  diese  Operation  keine 
andere  als  die  erste  Substitution  (4)  sein  kann.  Die  hier  vorliegende 
Bezielmng  der  6rx  auf  sicli  sellst  ist  gerade  die,  wclclie  wir  sonst  durcJi 
Transformation  vcrtnoge  E  bewerkstelligten. 

Solche  zwei  Substitutionen  (4);  wie  wir  sie  nun  zusamnie'n- 
geordnet  fanden,  werden  wir  wir  jetzt  als  eine  siwiultane  Substitution 
der  l)eiden  Varidbelen  r',  t  bezeichnen;  die  x  simultanen  Substitutionen 
bilden  dann  natiirlich;  abstract  genommen,  wieder  unsere  Gruppe  Gry.. 
Wollen  wir  also  Gleichung  (3)  vorlaufig  daliin  zum  Ausdruek  bringen, 
dass  jede  Modulargleicliung  eine  Gruppe  G*  von  %  unterschiedenen  siwiul- 
tanen  Substitutionen  in  sicli  gulasst. 

Aber  zuni  vollen  Wert  gelangen  dieser  Satz  und  die  Gleichung  (3) 
erst  dadurcli,  dass  wir  hier  wiederurn  die  liomogene  Betrachtungsweise 
benutzen.  Wir  werden  also  etwa  v(&)  nacli  den  in  I  p.  616  u.  f. 
entwickelten  Regeln  in  den  Quotienten  zweier  Modulformen 
If1(<o1)  G?2);  t2(coiy  o>2)  spalten  und  setzen  hierauf  nacli  Anologie  cler 
bei  der  ersten  Stufe  getroffenen  Massnalimen  (cf.  p,  37)  : 


(6)  r/te,  »,)  =  t,  ««,  +  fa,  V±- 

Die  Substitutionen  (4)  denken  wir  so  gewahlt,  dass  ihre  Determiuante 
1  ist;  jede  Substitution  (4)  spaltet  sich  alsdann  in  0wei  honiogene? 
fiber  deren  Zusaminenordnnng  eben  durcli  die  Festsetzung  (6)  in  ein- 
deutiger  Weise  verftigt  ist.  Insgesamt  entspringt  eine  liomogene  G^* 
simultaner  binarer  Substitutionen  der  Ibeiden  Variabelenreihen  %';  T2'  und 
tlf  T2.  Vor  allem  aber  setzen  wir  nun: 

(7)  VV/K,  *)  =  f«,  <;  *i  ,  *!,), 

wodurch  die  UnJce  Seite  unserer  Modtilargleichung  #u  einer  doppelt- 
I  mar  en  Form  der  Varialelenreihen  T/?  r2'  und  TI  ,  v2  gcworden  ist,  und 
0war  von  der  Dimension  ty  in  jeder  dieser  Reihen.  Die  Gleicbung  (3) 
scbreibt  sicli  daraufhin  in  die  geglattete  Gestalt  um: 

(8)  /fyV+&V;  <?V+^V5  «^i  +  K>  ^%  +  ^2)==Of'/(%>/5  ^1^2); 
wo  wir  nur  gegen  (3)  die  Bedeutung  des  nunaerisclien  Factors  C  in 
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zweckmassiger  Weise  modificierten.  Zufolge  (8)  hat  die  doppelt-Uncire 
Form  f  die  fundamentals  EigenscJiaft,  sich  lei  Aiisiibung  der  2n  simul- 
tanen  Substitutionen  der  6r2j>  je^veils  Us  auf  einen  Factor  %u  reproducieren. 

Die  Oonstante  C  anlangend  ist  es  besonders  interessant,  dass  wir 
in  den  weitaus  nieisten  Fallen  den  Wert  derselben  durch  rein  gruppeu- 
theoretische  Schlussweisen  von  vornherein  angeben  konnen.  Es  liegt 
dies  daran,  dass  wir  die  Structur  der  jeweils  in  Betracht  konimenden 
Gruppe  (?#  von  friiher  her  kennen.  Nehmen  wir  z.  B.  m  =  5; 
nnd  also  den  Fall  des  Ikosaeders,  so  ist  GW  die  homogene  Ikosaeder- 
gruppe.  Aber  die  letztere  lasst  sich  bekanntlich  aus  zwei  Sub- 
stitutionen 8,  T  erzeugen,  von  denen  die  erste  die  Periode  fiinf.,  die 
zweite  die  Periode  vier  bat,  w'ahrend  (ST)B  =*  1  ist.  T2  bestelit  im 
Zeichenwecbsel  der  vier  Grossen  rt,  ir/,  und  Merbei  bleibt  /  sicher 
unverandert.  Bei  Ausiibung  von  T  kann  also  f  hochstens  nocli  einen 
Zeichenwechsel  erleiden:  GT=  +  1,  wahrend  f  bei  Austibung  von  S9 
allgemein  zu  reden;  eine  multiplicative  funfte  Einheitswurzel  annimmt: 
Os  _  sv^  gjer  QfoGT  H1USS?  ^a  gy  von  ^er  Periode  drei  ist,  +  ev  eine 
dritte  Einheitswurzel  sein,  und  also  ist  Cs  =  C?=  +  !•*)  Die  Unite 
Seite  f(%i,  f/;  ^  Q  einer  Modulargleiclmng  funfter  Stufe  Ueibt  dbsolut 
invariant  gegeniiber  alien  120  simultdnen  Mnaren  Substitittionen  der  6r120. 

Das  gleiche  Eesultat  ergiebt  sich  fur  die  bei  m  =  3  auffcretenden 
i-Modulargleichungen^  wahrend  wir  bei  m  =====  2  und  4  fur  die  Modular- 
gleichungen  von  K  und  p  durch  Anwendung  der  gekennzeichneteu 
gruppentheoretischen  Schlussweise  nur  erst  C  =  +  1  folgern  konnen. 
Um  fur  m  =  16  die  Modulargleichungen  von  <p  (a)  noch  etwas  aus- 
fuhrlicher  zu  betrachten,  so  ist  hier  die  homogene  Dieclergruppe  C?32 
zu  Grunde  zu  legen.  Dieselbe  lasst  sich  aus  einer  Substitution  8  der 
Periode  acht  und  einer  zweiten  T  der  Periode  vier  erzeugen ;  deren 
Product  8T  gleichfalls  die  Periode  vier  aufweist.  Statt  S  und  T 
konnen  wir  aber  auch  T  und  ST  als  Erzeugen de  dieser  (r32  ansehen, 
und  nun  bemerkt  man  leicht  wieder,  dass  sowohl  gegeniiber  T  wie 
ST  die  Form  f(fpi,  <p/*,  (Pi,  g?2)  entweder  unverandert  bleibt  oder 
Zeichenwechsel  erfahrt:  Die  linke  Seite  ffa',  q>%]  <Pi,<pz)  einer  tp-Modnlar- 
gleichung  "bleibt  gegenuber  den  32  Jiomogenen  simultanen  Substitutionen  der 
6r82  entweder  durchaus  unverandert  oder  wechselt  docli  nur  ihr  Zeichen. 
Einzig  fur  die  bei  der  Stufe  m  =  48  eintretenden  Modulargleiehungen 
von  ]/A  (A  —  1)  gelingt  die  Bestimmung  von  C  mit  Hiilfe  solcher 
gruppentheoretischer  Uberlegungen  allein  noch  nicht7  weil  n'amlich 


*)  Es  ist  dies  genan  dieselbe  Schlussweise ,  die  bereits  in  Bd,  I  p.  694  zur 
Verwendung  kam. 

Klein-iFricko,  Modulfunctionen.  H.  9 
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kier  Gr*  eine  cyclische  G&  wird.     Docli  betrachten  wir  dlese  Modular- 
gleichungen  an  gegenwartiger  Stelle  nicht  besonders. 

So  oft  C  nicht  mehr  diircligangig  +  1?  sondern  +  1  ist,  muss 
offenbar  gerade  der  Halfte  der  Substitutionen  von  <?8x  der  Wert  (7=  +  1 
zukoinmen,  der  andern  Halfte  C=  —  1.  Jene  x  Substitutionen  mit 
(7-=-j-l  mussen  alsdami  eine  innerhalb  Gr%%  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe  G-*  bilden,  die  bei  Fortgang  zur  nicht- homogenen  Sclireib- 
weise  eine  iunerhalb  G-x  ausgezeichnete  6^  ergiebt"*1'*).  So  ist,  wofern 

2 

for  m  =  4  wirklich  C*=*  +  l  auffcritt,  G*_  die  in  der  Oktaedergruppe 

2 

ausgezeiclmet  enthaltene  Tetraedergruppe,  fiir  m  =  2   die  in  der  GCt 
enthaltene  cycliselie  6?3$  fiir  m  ==  1G  aber  ware  6^  eine  von  den  drei 

T 
in  der  Dieder-(?16  ausgezeichnet  enthaltenen  Untergruppen  ff8.**) 

Inimer  habeii  wir  jetzt  eine  Cr2x  oder  doch  eine  Gy.  hoinogener 
siuiultaner  Substitutionen  unserer  doppelt-binaren  Formen  f  in  sich 
nachgewiesen  und  grtinden  HUB  auf  dieses  Resultat  die  folgencle 
Methode  der  Aufstellung  der  Formen  f(r^  ^'5  r±',  T2):  StaU  direct 
die  Gestalt  von  f  mt  nntcrsuclicn }  stetten  wir  uns  vielmehr  die  Aufyabe, 
vorab  allgcmein  die  doppeU-Unaren  Formen  gleicher  Dimension  in  x^  r2' 
^md  t1?  ^  <M0ngeben,  welclie  im  Mnselfall  gegemfoer  der  G-nippe  der 
simultanen  8id)stitutionen  den  Gharakier  der  (absoluteri)  Invariants  Ijesitecn. 
Wir  crehen  insbesondere  darauf  aus7  immer  die  vollen  Systeme  soldier 
Formen  0u  gewinnen;  denn  hernach  werden  wir  die  linken  Seiten  der  in 
Betracht  kommenden  HodulargleicJmngen  (iinter  EilclmcUndlime  auf 
deren  Dimension  ip)  als  gcwse  rationale  Functioned  der  Formen  jenes 
vollen  Systems  mit  Hiilfe  einiger  unbekanntm  numerischen  Ooeffieienten 
sofort  hinselirei'ben  Jconnen.  Wie  wir  diese  letzteren  bestimmen  inogen; 
wird  Gegenstand  weiterer  Uberlegungen  sein  miissen;  zunachst 
bringeE  wir  den  hiermit  exponierten  invariantentheoretischen  Ansatz 
durch  Betrachtung  einiger  Beispiele  zur  wirldichen  Durchbildung. 

§  4.  vTon  der  Bildung  der  vollen  Formensysteme  diircli  Polarisation 

im  Faile  der  Gogredienz*:I'*). 

Die  Durchfiihrung  des  soeben  eiitwiekelten  Ansatzes  hangt  in 
erster  Linie  davon  ab?  welcher  Art  die  ofter  genannte  Beziehung  der 

*)  Die  hier  vollzogene  SchluBsweise  wurde  bereits  IE  Bd.  I  p.  624=  bei  den 
Wurzeln  aus  A  zur  Anwendxmg  gebracht. 

**)  Cf.  I  p.  466  n.  f.  s 

***)  Man  vgl.  zu  diesem  Paragraphen  die  Lehrb^cher  der  Tnvariantentlieorie, 
z.  B.  Clebsch^  Theorie  der  Mnciren  atyebraischen  Formen  (Leipzig,  1872),  erster 
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Gruppe  Gz%  auf  sieh  selbst  im  Einzelfalie  ist.  In  dieser  Hinsiclit  1st 
offenbar  der  denkbar  einfachste  Fall  der;  dass  jede  Operation  der  G^x 
sicli  selbst  zugewiesen  Ist;  in  diesem  Falle  erfaliren  die  birfaren 
Variabelen  t^9  T/  gleichzeitig  ininier  dieselbe  Substitution  wie  TI?  r2? 
und  es  sind  demnach  beide  Systeine  als  cogredient  zu  bezeielmen  *). 
Wollen  wir  sogleicli  entwickeln,  welclie  Uberlegung  "in  diesem  Falle 
der  Cogredienz  zur  Gewinnung  eines  gewiinscMen  vollen  Foroien- 
systems  hinffihrt!  Es  liandelt  sieli  dabei  uni  einen  in  der  Invarianten- 
theorie  woMbebannten  Ansatz,  den  wir  bier  in  aller  Kiirze  ableiten 
inogen. 

Sei  ffai,  r2';  rly  %%)  oder  kiirzer  f(r[,  tt}  irgend  eine  doppelt- 
binare  Form  vter  Dimension  in  jeder  Variabelenreihe^  welche  gegeniiber 
der  G^x  Invarianz  besitzt;  dureli  Identisclisetzen  der  beiden  Variabelen- 
reilien7  r/s=T4-?  entspringt  aus  f  eine  einfacli-binare  Form: 

(1)  ffa,  T2;  r1?  r2)  =*  g(vl9  ^ 

der  Dimension  2v,  welche  gleichfalls  gegenfiber  den  Operationen  der 
GZX  unverandert  bleibt.  Von  letzterer  Form  bilde  roan  nun  die 
vie  Polare  nach  r/?  r/  und  benutze  fur  dieselbe  die  Bezeichnung: 

/o\  F     f        f  \  vl 

(2)  jfrfa   ^  •  »1;  r2)  =  - 


wobei  rechts  eine  bekannte  symboliscke  Schreibweise  fiir  die  lioheren 
Ableitungen  von  g  gebraucht  wurde.  Es  ist  ein  in  den  Elementen 
der  Invariantentheorie  zu  beweisender  Satz?  dass  eine  Form  g(v1}  r2) 
jede  ihrer  Polaren  als  Covariante  besitzt?  sofern  nur  die  neueii  Varia- 
belen mit  den  alten  cogredient  sind;  es  ist  also  auch  ^(T/;  rt)  eine 
zur  Ga%  gehorende  Inyariante. 

Wolle  man  nun  ferner  vermoge   des  Euler'sclien  Satzes  von  den 
hoinogenen  Functionen  aus  (2)  den  SeKLuss  ziehen?  dass 

(3)  grfa,  r2;  rl7  T2)«»gf(irl7  t?3) 

ist;  eben  deswegen  muss  mit  Eiicksicht  auf  (1)  die  Differenz 

(4)  /(r/?  ir/;  vl9  ra)  —  ^(r/;  <;  TI;  T2) 

unter  der  Bedingung  %i  =  trt-  mit  Null  identisch  werden.  Aber  dieser 
Umstand  ergiebt  wiederum  als  Folgerung?  dass  die  Form  (4)  die 
Deterniinante  : 

(5)  (r,  r)  =  r/r2  —  T^ 

als  Factor  besitzen  muss,  so  dass  wir  die  Identitat  gewinnen: 

Abschn.  §  7    oder  G  or  dan,   Vorlesungen  uber  Tnvariantentheorie  (heransgegeben 
yon  Kerschensteiner,  Leipzig  1887),  II,  1,  §  7. 
*)  Of.  ,,Ikos."  p-  232. 
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(6)  /'«,  ir/;  *!,  ir2)  =  £„(*/,  <rf)  +  (*',  t)  -  /v-.i(ir/,  *,), 
wobci  /,_!    eine  doppelt-bin&re  Form  (v — l)tor  Dimension  in  jeder 
der  beiden  Variabelenreihen  1st. 

Die  Deteraiinante  (5)  1st  durcli  die  Eigenscliaft  ausgezeiehnet,  bei 
alien  simultanen  Substitutionen  der  cogredienten  r/;  ti  unverandert  zu 
bleiben,  da  wir  ja  diese  Substitutionen.  als  solclie  der  Determinante 
+  1  fixierten;  (V,  T)  benennen  wir  dieserlialb  als  identiselie  Invariants. 
Mit  Riicksiclit  Herauf  folgt  aus  der  Identitat  (6),  dass  aueh  /J,_i  bei 
alien  2n  Operationen  der  6-^y,  unverandert  bleiben  muss.  Jetzt  aber 
wiederliolt  sicli  derselbe  Gedankengang,  den  wir  in  der  That  auf 
fv~~i  gerade  so  gut  anwenden  konnen,  wie  wir  ilin  soeben  auf  f 
selbst  anwandten.  Wir  warden  zu  einer  mit  (6)  gleicligebildeten  Iden- 
titat gelangen: 

/ir-i(r/,  t«)  ==^_i(t/;  ti)  +  (/,  T)  •/;„ 2 fa' ;  ^)? 
und  indein  wir  dieselbe  Schlussweise  jetzt   auf  /i_2  und  so   fort  im 
ganxen   v   Male   liinter    einander   anwenden ,    alsdann    aber   aus    alien 
diesen  Gleichungen  fv-i?  /v— 2  u.  s.  w.  eliminieren?  entspringt  scliliess- 
lieh  die  Identitat: 

(7)  f(ni]  *,)  =  gv  +  (r,  -t)  -  gv~i  +  (J,  r)2  -  ^_2  H h  (^,  ^)r  •  fl'o- 

JBs  'bedeuten  also  Merin  die  g^  stets  ^te  Polaren  einfacli-bindrer  Form.cn 
2ftter  Dimension,  die  im  oft  genannten  Sinne  #ur  G%%  gelwren;  aus  solclicn 
Polaren  und  ubrigens  der  identiscJien  Invariante  (r,  r)  lasst  sicli  jede 
olten  charaMerisierte  Form  ffa  r^  rational  imd  gang  gitsammensetgen. 

Im  Gebiete  der  einfach-binaren  Pormen  lassen  sich.  alle  fur  die 
einzelne  G%%  in  Betraeht  kommenden  Pormen  bei  den  von  tins  zu 
untersuchenden  Fallen  stets  aus  drei  speciellen  Pormen  ihrer  Art 
Fi7  JF2,  JPS  rational  und  ganz  aufbauen?  und  zwar  sind  diese  Formen 
selbstverstandlich  von  gerader  Dimension  (weil  sie  doch  auch  bei 
gleicbzeitigem  Zeichenwechsel  von  r1;  %  unverandert  bleiben).  Da 
andrerseits  die  Polare  einer  Summe  gleich.  der  Summe  der  Polaren  der 
einzelnen  G-lieder  ist;  so  werden  wir  also,  um  alle  Polaren  gv  rational 
und  ganz  darstellen  zu  konnen;  offenbar  nur  die  Formen  F®FJF%  mit 
beliebigen  ganzen  positiven  Zalilen  a,  /J,  y  in  bezeichneter  Weise 
polarisieren  miissen.  Diese  Aufgabe  aber  reduciert  sich  durcli  folgen- 
den  Gedankengang:  Sei  die  Gesamtdimension  von  F*F$FY  die  2vte 
Und  ffy(r/;  vj)  ihre  viQ  Polare,  seien  ferner  fl^r/,  *$,  <?a(tr/;  r<),  6rs(tr/?  t£) 
die  von  JP1?  F^  F%  zu  gewinnenden  Polaren  gleicher  Dimension  in 
den  ursprtinglichen  wie  neuen  Veranderlichen.  Es  folgt  dann  durcli 
die  namliclie  Uberlegung,  welclie  vorhin  zur  Formel  (6)  fuJh.rte?  jetzt 
die  Identitat: 
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(8)  <?,(*/,  r£)  -  Gl G$  Gl  +  (*',  t)  -  /;_!«,  *,) , 

wobei  />_!  eine  invariante  Form  von  der  Dimension  (v  —  1)  in  jeder 
Variabelenreihe  ist.  Hier  mtissen  wir  nun  Formel  (8)  niit  (7)  zu 
einem  recurrenten  Process  vereinigen:  fv—±  stellen  wir  nacli  (7)  durch. 
(r';  r)  und  Polaren  einfach-binarer  Formen  dar;  deren  Dimension 
<L2v  —  2  ist.  Diese  letzteren  Formen  sehreiben  wir  wieder  als 
Sumrnen  von  Gliedern  FfFlFj*  lain  und  haben  nun  ihre  Polaren  nach  (8) 

1  A  3  X        ' 

aus  (t'?  t\  G13G^?GB  sowie  solchen  Formen  f(r-,  rf)  ganz  und  rational 
zusamraenzusetzen,  deren  Dimension  in  der  einzelnen  Variabelenreihe 
nunmehr  <v  —  2  ist.  Man  tiberblickt  sofort,  wie  der  hiermit  ein- 
geleitete  Process  nach  einer  endlichen  AnzaH  yon  Schritten  zum  Ab- 
schluss  komnit,  und  gewinnt  iusbesondere  als  Hauptsatz:  Jede  yegen- 
iiber  den  2x  simultanen  Substitutionen  der  G%y,  invariante  doppelt-Unare 
Form  gleicher  Dimension  in  den  beiden  Variabelenreihen  ist  rational  und 
gam  darstellbar  in  (v',  r)}  Gl(rt^  T,-);  G%(vz',  T/)?  GB(^?  tt), 

Hiermit  ist  die  Frage  nact  dem  yollen  System  doppelt-binarer 
Formen  im  Falle  der  Cogredienz  zur  vollen  Erledigung  gebracht, 

§  5.    Von  der  Tragweite  des  Falles  der  Cogredienz, 

Ehe  wir  nacli  den  Eegeln  des  vorigen  Paragraplien  voile  Formen- 
systenie  wirklicli  iterstellen,  mlissen  wir  uns  iiber  die  Tragweite  des 
bislang  allein  betracliteten  Falles  der  Cogredienz  unterrichten.  Wir 
miissen  zu  dem  Zweck  die  folgende  gruppentheoretisclie  Uberlegung 
anstellen?  bei  der  wir  uns  auf  die  niclit-liomogene  Gruppe  Gx  be- 
schranken  diir£en;  und  die  speciell  ftir  n  =  5  bereits  ,,Ikos."  p.  232  u.£ 
besprocben  wurde. 

Wir  konnen  sogleich  %  Arten  angeben,  die  Gruppe  Gx  auf  sich 
selbst  holoedrisch  isomorph  zu  bezielien;  indem  wir  nanilick  G-x  nacli 
einander  durch  ihre  %  Substitutionen  transforniieren  und  dabei  im 
Einzelfall  immer  die  transforniierte  Substitution  der  ursprunglichen 
zuordnen.  Soil  eine  dieser  Zuordnungen  die  identische  sein  und  also 
zu  Cogredienz  fuhren,  so  muss  die  zur  Transformation  benutzte  Sub- 
stitution der  G*  innerhalb  dieser  Gruppe  ausgezeichnet  sein,  und  solches 
gilt  bei  den  fur  uns  in  Betracht  kommenden  Gruppen  in  der  Regel 
nur  von  der  Identitat;  die  einzige  Ausnahme  ist  die  Diedergruppe 
G%v  von  geradem  v,  wo  sich  in  der  That  neben  1  noch  eine  ausge- 
zeichnete  72  vorfindet  *),  Wir  gelangen  also  in  gekennzeiehneter  Weise 

*)  Von  den  Modulargleiohungen  fur  2 j/^(Z  —  I),  bei  denen  Gy  cyclisch 
wird,  senen  wir  der  Kurze  halber  ab,  zumal  da  diese  Gleichnngen  von  anderer 
Seite  ausgiebig  betrachtet  worden  sind  (cf.  unten). 
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ini  ganzeu  zu  K,  bez.  beini  Dieder  ntit  geradein  v  zu  —  verschiedenen 
Beziehungen  der  Gx  auf  sicli  selbst. 

Liege  iiiimnehr  irgend  eine  beliebige  holoedrisch  isomorphe  Be- 
ziehung  der  Gx  auf  sicli  selbst  vor,  so  werden  wir  von  ihr  aus  gleicli 
im  ganzen  %  bez.  ^K  solche  Beziehungen  herstellen  konnen,  wenn  wir 
niimlich  in  der  scliou  eben  bezeichneten  Weise  hinterher  noch  durch 
die  Operationen  der  Gx  transformieren.  Diese  %  bez.  \%  Beziehungen 
fassen  wir  zu  einer  Clause  zusammen,  findet  sicli  in  derselben  die 
identische  Zuordnung,  so  kommen  wir  offenbar  zu  jener  ersten  Classe 
zurfick,  welche  wir  nun  auch  als  die  „ Classe  der  Cogredienz"  be- 
zeichnen  konnen.  Diese  besondere  Classe  der  Cogredienz  existiert 
iiattirlich  fiir  jede  Gruppe  6rx.  Ob  clamber  hinaus  noch  weitere 
Classen  vorkomnien,  hangt  selbstverstandlich  von  der  Eigenart  der 
Gruppe  G%  ab;  immer  aber  ist  evident,  dass  die  An#ahl  aller  moy- 
liclien  Begiehtrngen  der  Gx  auf  sick  sclbst;  tin  Mnltiplum  von  K  bets,  ^n 
ist,  und  dass  der  Quotient  aus  dieser  Ansalil  und  x  l)e&.  \K  die  Zalil 
der  Classen  giebt. 

Fiir  unsere  invariantentheoretischen  Fragen  nach  doppelt-binaren 
Formen,  welche  der  einzelnen  Zuordnung  der  Gx  angehoren,  wercleu 
wir  alle  K  bez.  |-%  Zuordnungen  der  einzelnen  Classe  gleicli  miter- 
ledigt  haben,  wenn  wir  nur  ftir  eine  unter  ihnen  das  voile  Formen- 
system  berechnet  haben.  Offenbar  treten  hier  ganz  dieselben  Verhalt- 
nisse  ein;  wie  bei  den  Modulargleichungen  selbst:  In  den  Formen  jencs 
vollen  Systems  werden  wir  nach  einander  etwa  lei  unveranderten  tr/?  t* 
auf  tly  v2  alle  Siibstitutionen  der  "homogenen  G-^^  (w&iiben,  um  fiir  alle  % 
leg.  3fK  in  Eede  stelienden  Bezielmngen  der  Gruppe  auf  sicli  selbst  die 
vollen  Formensysteme  m  gewinnen.  Der  blosse  Zeichenwechsel  von 
TJ,  T2  ergiebt  dabei  keine  wesentlich  neue  Formen ;  und  beini  Dieder 
mit  geradem  v  wird  auch  die  ausgezeichnete  F2  im  wesentlichen  auf. 
dasselbe  Formensystem  zuriickftihren. 

Jetzt  ist  es  fiir  den  Fortgang  der  Betrachtung  fundamental,  dass 
wir  fur  alle  zu  betrachtenden  Gruppen  von  vornherein  die  Anzahl  aller 
isomorphen  Beziehungen  der  einzelnen  G-x  auf  sich  selbst  angeben 
konnen,  wie  wir  solches  zunachst  an  der  Ikosaedergruppe  G^60  in  folgen- 
der  Weise  erlautern.  Die  Q-^  lasst  sich  aus  zwei  ihrer  Substitutionen 
F5?F2  mit  (F5F2)3=1  erzeugen.  Bei  einer  Beziehung  der  (?60  auf 
sich  selbst  entsprechen  den  F5,  F2  wiederum  zwei  Substitutionen  F5',  F/ 
mit  (F/F/)3=1,  und  andrerseits  werden  wir  stets  eine  isomorphe 
Beziehung  der  $GO  auf  sich  selbst  cladurch  definieren  konnen;  dass 
wir  irgend  zwei  derartige  Substitutionenpaare  F5?  F2  imcl  F6';  V* 
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einander  entsprechen  lassen*).  Nun  fanden  wir  berelts  In  I  p.  481,  dass 
es  120  Paare  F5?  V2  fraglicher  Art  in  jeder  6fGO  giebt?  und  also  lasst 
sicli  erne  IJcosaedergrivppe  auf  120  Arten  isomorph  auf  sicli  seTbst  lesiehen; 
cliese  120  Arten  werden  swei  Classen  lilden,  von  denen  die  sine  diejenige 
der  Cogredieng  ist**). 

Es  fragt  sich  jetzt,  ob  bei  der  Transformation  nter  Ordnung  funfter 
Stufe  thatsaehlich  beide  Classen  zur  Geltung  kommeii;  clem  1st  in  der 
That  so,  wie  wir  leieht  ins  einzelne  ausfuhren.  Fur  den  Transforrna- 
tionsgrad  n  haben  wir  namlich  die  Fallunterscheidung  n  =  +  1,  +  2; 
(mod.  5)  zu  treflfen.  Der  erste  Fall  n  =  1  gehort  ersicfitlich  0ur  Glasse 

(n    0\ 
'     J    unniittelbar  hinfiihrt. 

Beim  zweiten  Fall  n  =  —  1  entsprechen  den  lioniogenen  Substitutionen 
S}  Ty  sofern  wir  wieder  das  Scnema  (  n?  J  zu  Gruncle  legen;  die  neuen 

S~~"1}  T~l.    Aber  diese  Substitutionen  genugen  den  Congruenzen: 

T-1  =  U-1TU,    (mod.  5), 


unter  U  die  honiogene  Substitution  (^;'o)  verstanden;  gelien  also  aus 


S  und  T  vermoge  transformation  durch  eine  Operation  der  6rGO  selbst 
hervor.  DemnacJi  fuhrt  aucli  n  =  —  1  &iw  Glasse  der  Cogredients,  und 

wir  werden,  sofern  wir  immer  ~beim  Schema  (    '  1  J  verbleiben  wollen,  ein 

wiles  Formensystem  fiir  n  ^  —  1  aus  demjenigen  der  Cogredieng  dadnrch 
dbleiten,  dass  wir  im  leister  en  —  ga,  ^  an  Stelle  von  ^1?  ^2  seteen.  Die 
beiden  rtickstandigen  Falle  n  ^  +  2  fiihren  aber  uotwendig  zur 
zweiten  Classe,  welche  wir  als  die  Classe  der  Digredienz  bezeichnen 
niogen***).  In  der  That  sind  ja  die  Operationen  $^2?  welche  bei 

Gebrauch  des  Schemas  f  n;     J  der  Operation  S  zugeordnet  sind?  inner- 

halb  der  ff120  wohl  unter  einander;  aber  nicht  mit  S  gleichberechtigt. 
Die  Falle  n  ^  +  2  (mod.  5)  werden  also  durch  die  Regeln  des  vorigen 
Paragraphen  noch  nicht  mit  erschopft;  wir  niussen  ihnen  vielmehr 
weiter  unten  eine  besondere  Betrachtung  widmen. 

*)  Of.  I  p.  455  u.  f. 
**)  Vgl.  hierzn  ,,Ikos.u  1.  c. 

***)  In  den  Vorlesungen  fiber  das  Ikosaeder  ist  der  eben  gemeinte  Fall  als 
clerjenige  der  Contragredunz  bezeichnet.  Es  erscheint  aber  zweckmassig  statt 
dessen  die  im  Texte  befurwortete  Bezeickmmg  zu  gebranchen,  weil  namlicli  der 
Begriff  der  Contragredienz  weiter  unten  in  einer  typischen,  bier  aber  niclit  vor- 
liegenden  Bedeutung  gebraucht  wird. 
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Jetzt  beachte  man  gleich  welter:  Die  Oktaedergruppe  6?24  enthalt 
seclis  F4?  uncl  insofern  von  jeder  Oktaeclerecke  vier  Kanten  auslaufen, 
lassen  sich  jeder  VA  vier  F2  zuordnen,  welche  (F4F2)3  =  1  liefern.  Die 
Gu  lasst  sich  daher  nur  in  24  Arten  isornorpb  auf  sich  selbst  be- 
ziehen,  so  dass  hier  einzig  die  Classe  der  Cogredienz  existiert.  Fur  die 
Tetraedergruppe  (?12  weisen  wir  sofort  24  Paare  F3?  F2  mit  (F3F2)8=  1 
nach,  Hier  entspringen  also  zuyorderst  zwei  Classen;  die  aber  offenbar 
in.  eine  zusainniengelieii;  sobald  wir  zur  Transformation  der  6r12  aucli 
noch  die  Substitutionen  derjenigen  Oktaedergruppe  znlassen,  in  welclier 
(r12  ausgezeichnet  enthalten  ist:  Fiir  die  Modulargleichungen  von  ft(ca) 
mid  |(co)  werden  uns  also  die  wllen  Formensysteme  bereits  erschopfend 
durch  die  Polarisationsprocesse  ,des  vorigen  Paragra-phen  geliefert* 

Es  bleibt  endlich  der  Fall  einer  Diedergruppe  Gr%v,  welche  wir 
aus  zwei  niclit-honiogenen  Substitutionen  s  und  t  erzeugen,  die  den 
Bedingungen  gentigen: 

s"— 1,    £2=1?     (sf)*  =  l. 

Unter  den  Substitutionen  sv  haben  <p(y)  die  Periode  v\  irgend  eine 
derselben,  mit  einer  der  v  Substitutionen  svt  combiniert,  ergiebt  Gr^v. 
Letztere  Gruppe  lasst  sich.  also  in  vg)(v)  Arten  isomorph  auf  sicli 
selbst  beziehen?  und  diese  Arten  bilden  ^tp(v)  bez.  cp(v)  Classen?  je 
nacbclem  v  ungerade  oder  gerade  ist.  Fur  v  =  3  liaben  wir  nur  die 
eine  Classe  der  Cogredienz,  so  dass  fur  die  "bei  m  =  2  eintretenden 
h-Modulargleicfamgen  die  Polarisationsprocesse  des  vorigen  ParagrapJien 
eine  erscliopfende  Gmndlage  abgeben.  Ftir  die  bei  m  =  16  eintretenden 
Modulargleichungen  yon  9(03)  =  ]/i(co)  entspringen  zunachst  yier 
Classen  ?  von  denen  jedoch  nur  zwei  bei  Transformation  niOT  Ordnung 
wirklieli  zur  Geltung  kommen.  Als  Operationen  s,t  liaben  wir  namlicli: 


T 

welche  nach  der  Tabelle  (5)  in  I  p.  670  bez,  den  Modulsubstitutionen 
(  ;  L  (  ;  J  entsprechen.  Legen  wir  nun  bei  Transformation  ntor 

Ordnung  das  Schema  f  '  j  zu  Grunde,  so  werden  offenbar  den  beiden 
Substitutionen  (1)  die  nachfolgenden  zuzuordnen  sein: 

it  in 

(C)\  ff      \    "^[  j.f  /      \    _^      * 

Hier  liegt  fiir  n  =  8  A  +  1  direct  Cogredienz  vor;  aber  auch  in  dein 
Falle  n  ~  8/2-  —  1  befinden  wir  uns  in  der  Classe  der  Cogredienz, 
indem  namlich 
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s'  =  t-^st,     tr  =t-Ht 

liier  zutrifffc.  In  eine  zweite  Olasse  gehoren  indessen  die  beiden  Falle 
n  =  QJi  -j-  3;  aber  man  lialte  fest,  dass  aucli  Her  wieder  die  fur 
n  =  8h  —  3  durch  (1)  und  (2)  festgelegte  Beziehung  der  G1G  auf  sich 
selbst  durcli  Transformation  vermoge  t  in  die  fur  n  =  8k  +  3  giiltige 
tibergefuhrt  wird.  Sollen  wir  die  beiden  Mermit  zur  Geltung  gekom- 
nienen  Classen  wieder  als  diejenigen  der  Cogredienz  und  Digredienz 
unter  sclieiden,  so  wolle  man  anmerken:  Fur  die  bei  n  =  Sh  +  1  ein- 
tretenden  Falle  der  jCogredieng  geben  die  Entwicklungen  des  vorigen  Para- 
graphen  eine  erscliopfende  Grundlage;  die  Falle  der  Digredienz,  namlich 
^  =  8fe  +  3,  bleiben  noch  m  erledigen. 

§  6.    Aufstelliing  der  vollen  Formensysteme  fiir  die  bei  m  =  5 
auftretenden  ModulargleicliTingen  des  Ikosaeders. 

Aus  dem  gesamten  Gebiete,  welch.es  unsere  bisherige  Betrachtang 
umspannt,  wahlen  wir  uns  jetzt  zur  besonderen  Discussion  einerseits 
die  Modulargleicliungen  funfter  Stufe,  sodann  aber  die  bei  m  =  16 
auftretenden  Modulargleicliungen  von  9(0).  Nur  fur  diese  werden 
wir  demnach  die  Yollen  Formensysteme  aufstellen  und  haben  Herbei 
offenbar  Gelegenlieit;  die  beiden  einzigen  durcla  die  BetracMung  der 
Cogredienz  noch  niclit  miterledigten  Falle  der  Untersueliung  zu  unter- 
ziehen.  Zun'achst  stellen  wir  die  g-Formen  auf;  es  ist  dabei  im 
Interesse  einer  ubersiclitliclien  Bezeichnungsweise  wunschenswert,  wenn 
wir  die  transformierten  g17  ^  niclit  wie  bislier  durcli  &,  §£,  sondern 
durcli  eine  specielle  Benennung;  etwa  %?  if2  auszeickaen.  Uni  tibrigens 
in  g1?  g2  wirblich  Modulformen  funfter  Stufe  zu  besitzen,  mtissen  wir 
jetzt  unter  £1;  g2  diejenigen  Grossen  verstelien,  welche  wir  friiher  mit 
£3?  ^  bezeichneten  (cf.  I  p.  631  (9)).  Als  Erzeugende  S,  T  der  homo- 
genen  Ikosaedergruppe  haben  wir  demgemass  die  1.  c.  unter  (10)  ge- 
gebenen  Substitutionen  in  Ansatz  zu  bringen.  Des  naheren  unter- 
sclieiden  wir  nun  gleicli  zwischen  Cogredienz  und  Digredienz. 

Erstlich  im  Falle  der  Cogredienz  sind  die  Erzeugenden  der  6rm 
der  simultanen  Substitutionen: 

8:    ifc'-fiV,     %'=£s%;        ^  =  «S&i,     g2'=^ 


(1) 


'  =  -  (S>  -  s^  -  (s  -  «*)% 

'-  +  (e  -«*)£.  -(«•-«")&. 

=  -  (a2  -  a3)  ^  -  (a  -  a4)  ^  . 


138  IV,  -1.    Atifstellung  der  Modulargleichungen  hoherer  Stufe. 

Das  voile  For mensy stem  umfasst  iieben  der  identischen  Invariante 
Ai  =  %£2  —  %£i  die  secliste,  bez.  zehnte  und  funfzehnte  Polare  der 
drei  wohlbekannten  Ikosaederforinon  f,  Hy  I.  Die  Bereehnung  dieser 
Polaren  1st  in  den  Vorlesungen  liber  das  Ikosaeder  auf  p.  215  durch- 
gefuhrt;  es  sincl  namlich  die  dort  angegebenen  Formen  S'9  C',  D  ge- 
radezu  die  fragliclien  Polareu,  wenn  wir  nur  statt  der  1.  c.  gebrauchten 
Grossen  A0  ?  kt ,  Aa  deren  Bedeutung : 


(r\ 
0 
) 

der   Transformation    findet    sich    solcnerweise    erstlich    ftir    den   Fall 
n  =  5fc  +  1  als 

voiles  Fownensystem  der  ^ ,  &  fur  n  =  1  (mod.  5)  : 


At;  = 


+  {C'?,10S310+  rt10)  +  lO'ij^^&C^gs8  + 
+  45V%2WO?/&fi  +  %V) 

+  i^^^e/g,3^,1?/  +  ^e,1) 

+  210V^i4£/( 
A1B  =  (^"'g^  +  i?,"?,15)  + 

•  {  nfoiX6  +  %5?rr>)  +  7 

Vfii'^C^fe  +  %?i'))  -  (fli'Si8  + 


+  2275  yWtftfWS*  +  tftf)  +  3003  tfrftf 

' 


Wenn  wir  jetzt  auch  im  Falle  n  =  5h  —  1  das  Schema 

der  Transformation  beibehalten,  so  wird  das  beztigliche  Formensy stern 
nach  den  Eegeln  des  vorigen  Paragraphen  dadurch  entstehen,  dass 
man  bei  unveranderten  ty  an  Stelle  von  g1?  £2  einfach  —  S2?  61  schreibt. 
So  entspringt  als 
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wiles  Formensystem  der  yl}  &  filr  n=  —  I  (mod.  5) : 


(3)  -  - 

lBAO?i>  %j  5u  £2)  ~  A/,(^1?  %;  —  ?2;  Si) 5  ^  =  6;  1^>  1^  . 
Audi  fur  den  Fall  der  Digredienz  ist  (auf  Grund  6r0n?cm;scher 
Untersucliungen)  das  voile  System  der  doppelt-binaren  Formen  in  den 
Vorlesimgen  liber  das  Ikosaeder  aufgestellt,  wo  man  dasselbe  p.  196 
oben  vorfindet.  Da  es  indessen  schwer  halten  konnte,  jene  Ent- 
wicklungen  ausser  dein  Zusammenhange  zu  iiberblieken?  so  mogen  wir 
Mer  in  Kurze  einen  Gedankengang  skizzieren,  der  zu  jenen  Formen 
hinfiilirt.  Wir  setzen  n  =  2  (mod,  5)  voraus  und  faaben  dann  den 
liomogenen  Substitutionen  S,  T  die  beiden  folgenden  Operationen  zu- 
zuordnen : 

0,  -  1 


S'  = 


T'  = 


/O, 

^  d; 


Die    Erzeugenden   der    6r120 
denigeniass: 


\?  (mod.  5). 
der   120    simultanen    Substitutionen   sincl 


(4) 


T: 


Die  einzelne  g- Substitution  geht  also  dadurch  in  ihre  entsprechende 
^-Substitution  iiber,  dass  man  s2  an  Stelle  von  a  setzt;  bei  dieser 
Ersetzung  muss  zugleich  das  Zeichen  von  ]/5  =  s  +  fi4:  —  fi2  —  ^  §e~ 
wechselt  werden. 

Die  gesuchten  Fornien  sind  nun  jeclenfalls  ganze  homogene  Func- 
tionen  der  vier  Grossen: 

welch'  letztere  zufolge  leichter  Eechnung  gegentiber  den  unter  (4)  ge- 
gebenen  Operationen  S  und  T  das  folgende  Verbal  ten  zeigen: 


:      yv 


(6) 


1/5 
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Setzen  wir  aber  welter  (y  =  0,  1,  2;  3,  4): 

fiinf  Formeln,  aus   denen  sicli  die  y  sofort  in  der  Gestalt  berechiien: 

so  werden  die  gesuchten  Formen  auch  als  ganze  honiogene  Functioneu 
der  &v  angesprochen  werden  koiinen.  Aber  fiir  die  0  berechnen  wir 
aus  (6)  das  folgende  Veiiialten  gegenuber  S  und  T: 

a.     ?> r „   .  . 

(9)        l&-    -— '+1' 


^3  ' 


Da  der  simultane  Zeielienweclisel  der  7]^  ^  die  yv  nicht  andert,  so 
wird  aus  den  erzeugenden  Permutationen  (9)  eine  Ikosaedergruppe  6^GO, 
und  es  ist  unmittelbar  evident,  dass  dies  die  Gruppe  der  geraden  Ver- 
tausclmngen  der  fiinf  8V  ist. 

Wenn  wir  jetzt  die  linke  Seite  der  Modulargleicliung  als  ganze 
honiogene  Function*  der  #  schreiben,  so  wircl  sie  zufolge  des  eben  er- 
haltenen  Resultates  die  Gestalt  annehmeii 


(10)  /(%,  %;  fe,  y  =  5i  + 

wo  s1;  s2  irgend  zwei  symmetrische  ganze  Functioneu  der  fdnf  #v,  D 
aber  deren  Discrirninaate  ist.  Nun  aber  soil  sicli  f(qt<)  g4)  nacli  den  in 
§  2  (p.  124)  entwickelten  Eegeln  bis  auf  einen  Factor  reproducieren, 
wenn  wir  an  Stelle  von  ^1?  ^2,  ?i?  £a  bez.  —  g2?  Si?  ^i;  %  schreibeu. 
Diese  Umanderung  hat  flir  die  y  die  Permutation  yv'  *=*  y%v  ^ur  Folge; 
und  diese  wieder  ergiebt  fur  die  #  die  ungerade  Permutation  0/  =  #s,,? 
so  dass  (%  —  S$VD)  bis  auf  einen  Factor  mit  (s1  +  52|/D)  iiberein- 
stimmen  muss.  Ersichtlich  ist  dies  nur  dadurch  nioglich;  class  entweder 
SJL  oder  52  identisch  verschwinden,  und  von  beiden  Fallen  ist  der  eratere 
deshalb  nicht  moglich,  weil  alsdann  die  Modulargleicliung  reducibel 
sein  wtirde.  Die  Unite  Seite  der  Modulargleichung  ist  dieserlialb  cine 
gan#e  symmetrische  Function  der  filnf  8V  und  als  solctie  gan&  und  rational 
in  den  elementaren  symmetrischcn  Functionen  der  G-rossen  0V. 

Ziehen  wir  zufolge  dieses  Kesultats  zur  Gewinnung  eines  vollen 
Formensystems  etwa  die  ftinf  Potenzsuinmen  der  0V  heran,  so  fallt 
.  dabei  ins  Gewicht,  dass  nach  (7)  sowohl  die  Summe  der  09  wie  auch 
die  Sunime  der  Quadrate  der  0  mit  Null  identisch  ist.  Es  bleibt  nur 
noch  die  dritte,  vierte  und  funfte  Potenzsumme^  welche  wir  bei  der 
Unirechnung  auf  ^/,  £,  von  den  Factoren  15  bez.  20  und  5  befreien. 
So  gewinnen  wir  als 
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voiles  Formensystem  filr  n  =  2  (mod.  5)  : 


-  3%  V 


(ii) 


3  c.   c»  4     J      "1  (\  4  £•  3  £*  2      I  F)  /  £*  5      I      £•  5"\ 

Deni  reiht  sicli  nun  oline  weiteres  fiir  das  Schema  (    ;   ,  J  an  als 
voiles  Formensystem  fiir  n  =  &  (mod.  5) : 

§  7,    Aufstellung  der  vollen  Formensysteme  fiir  die  bei  m  =  16 

auftretenden  Modnlargleichniigen  von  95(05). 
Letzten  Endes  wollen  wir  aucli  noeh  fiir  die  Modulargleichungen 
16ter  Stufe  von  <JP(O>)  =  j/&  die  vollen  Formensysteme  angeben.  Dabei  ist 
es  wieder  zweckmassig,  die  bislier  gebrauelite  Bezeichnungsweise  einer 
ahnliehen  Modification  zu  unterwerfen,  wie  im  vorigen  Paragraphen, 
und  wir  gehen  in  dieseni  Sinne  etwa  auf  die  seit  lange  gebrauchte 
Bezeichnung  <p  =  u,  cp'  =  v  zuriick,  welclie  Modulfunctionen  wir  dann 
zum  Zweck  honiogener  Sclireibweise  durch  die  Quotienten  % :  u2  be- 
ziehungsweise  v^:  v2  ersetzen.  Wie  man  bemerken  wird?  ist  es  nieht 
erforderlich  diese  %,  w2  e^c-  ^och  ausdrucklicher  als  Modulformen  zu 
definieren. 

In  §  3  fand  sich  nur  erst,  dass  die  linke  Seite  einer  (hoinogen 
gesehriebenen)  Modnlargleichung  von  g?(e)  sich  vom  Vorzeichen  ab- 
gesehen  bei  den  32  Substitutionen  der  homogenen  Diedergruppe  6r32 
reproducierte.  Hier  ist  des  naheren  zu  entscheiden?  ob  thatsachlich 
bei  der  Halfte  jener  32  Substitutionen  Zeichenwechsel  eintritt  oder 
nicht.  Zu  deni  Zweck  berechnen  wir  aus  den  Angaben  von  §  2  und 
insbesondere  aus  den  damaligen  Formeln  (16)  und  (17)  folgende  An- 
fangsglieder  fiir  die  linke  Seite  der  Modulargleichung  *) : 

'fl   =   8Jb  +    ^  3        f(?l9     ^25     %?     %) 

n  =  SJi  +  3 ,    f(vi9  ^27  uii  ^2) 

it)    ifj  \p    iff     i  f-i    t{J — 2    ^ — 2     i  \   r\ 


*)  Durcli  diese  Gestalten  kommt  eben  der  fruher  bereits  erwahnte  Satz  zum 
Atisdruck,  dass  sowoH  u  und «?,  wie  aber  auch  vT1  und  w""1,  von  einander  gange 
algebraische  Functionen  sind. 
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Hinzuzusetzen  ist,  class  fur  w  =87*4:  3  der  Transformationsgrad  n 
als  Primzahlpotenz  vorausgesetzt  wurde  (a-ndernfalls  batte  das  zweite 
Glied  V$UL  das  positive  Zeicben  bekommen  miissen);  dieser  Fall  der 
Primzahlpotenz  (fur  n  =  8/^  +  3)  soil  aber,  als  in  erster  Linie  wichtig, 
bier  allein  Beriicksiehtigung  finden.  Wir  geben  nun  zur  Einzeldiscussion 
der  verscbiedenen  Falle. 

Ini  Falle   n  =  87*  4  1    haben  wir,   imrner   nnter  Gebrauch    des 

Scbeinas  (    '  1  J,  cogredionte  vf,  n{,  mid   zwar  sind   die  Erzeugenden 

der  (r32:|:): 

(2)      s: 


Da  ^  stets  eine  gerado  Zahl  ist,  so  folgt:  f(vi7  %)  verJidlt  sich  gegen- 

nler  den  32  simultanen  Substitutionen  dbsolnt  invariant.     Jetzt  ist  im 

einfacb-binaren  Gebiet  das   voile  System   der  invarianten  Form  en   ge- 

geben  durcb : 

(3)  t^XS    Vc  +  <fi,    th^CV-Ws1")-**) 

Wir   bilden    von   diesen   Formen    bez.   die    zweite ;   aelite    und  neunte 

Polare  und  setzen  ubrigens  die  identiscbe  Invariante  liinzu.     Die  ent- 

springenden  Bildungen  lassen  sicb,  indeni  wir   sie  zweckmassig  coin- 

binieren,   nocb    mehr   vereiiifacben,    und   es   kommt   als   voiles   System 

doppelt-lmarer  Formen  filr  die  aus  (2)  entspringende  6r-32: 


Diesen  fur  n  =  8h  4  1  giiltigen  Formeln  reihen  sich  ohne  wei- 
teres  diejenigen  fiir  n  =  8h  —  1  an;  wir  haben  einzig  u^  und  u2  zii 
permutieren  (p.  136)  und  gewinnen  so  als  voiles  Formensystem  filr 

(5) 

Hieran  reihen  wir  fiir  n  =  S/i  +  1  nocb  die  folgenden  Siitze:  Die 
Modulargleicbung  bleibt  bei  Permutation  der  beiden  Variabelenreihen 
Vi9  Ui  unverandert,  und  ein  Gleiches  gilt  von  den  Formen  /(#/,  %)?  wie 
ein  Blick  auf  die  erste  Gleichung  (1)  lehrt.  Demgemass  werden  Ax 

*)  Of.  wlkos."  p.  37  Formel  (20). 
**)  Cf.  ,,lkos."  p.  63  Formel  (5a). 
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und  B9  nur  in  geraden  Potenzen  fur  die  Formen  f  zur  Geltung  kommen. 
Eben  deshalb  aber  werden,  da  doch  ifr  stets  eine  gerade  Zahl  ist, 
auch  A9  und  B1  in  den  beziiglichen  f  nur  in  geraden  Potenzen  enthalten 
seiu.  Wir  konuen  also  fur  die  linken  Seiten  der  Modulargleiehungen 
als  voile  Formensysteme  direct  diese  angeben: 

.    Q  7,  "1    »      D   2       D          D          D   2 

H  =  O  tl  1  .     O1   ,    D2  ,    D8  ,    Dj)    .    

Iin  Falle  n  =  SJi  +  5  haben  wir  die  nicht-homogene  6r10  derart 
auf  sich  selbst  zu  beziehen,  dass  den  s,  t  die  Operationen  s5,  t  ent- 
sprechend  gesetzt  werden.  Beini  Riickgang  zu  den  homogenen  Sub- 
stitutionen s,  t  entsteht  die  Frage,  welche  von  den  beiden  s5  sowie 
auch  t  zugehorigen  honiogeuen  Substitutionen  den  beiden  unter  (2) 
geschriebenen  ^-Substitutioneu  s,  t  zuzuordnen  sind.  Hieruber  diirfen 
wir  aber  willkiirlich  entscheiden,  weil  namlich  (infolge  des  geraden  ^) 
ein  Zeichenwechsel  der  einen  Variabelenreihe  die  Form  f  unverandert 
lasst.  Als  Erzeugende  der  32  simultanen  Substitutionen  setze  man 
daraufhin  etwa  fest: 

&3ti 

(?)    *••  '"       "~" 


Gegenwartig  ist  ^  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl;  es  folgt,  dass 
f  sowdlil  gegeniiber  s,  wie  t  Zeiclienwechsel  crleidet  und  demmfolge  erst 
lei  derjenigen  homogmen  Dieder-G1G  absolut  invariant  lleibt,  welclie  die 
beiden  Ergeugenden  hat: 


/  _    ,a. 

o     -  o    . 


"2  ; 

Ttt 

'**,, 


e  8  ^l.2,    u2'=      e  8  ttx  , 
?1*  —  .11 


Hier  ist  es  aber?  da  doch  ^  eine  gerade  Zahl  ist,  erlaubt,  in  der 
^-Substitution  s'  rechter  Hand  das  Zeichen  von  %,  t?2  zu  wechseln. 
Schreiben  wir  dann  noch 


so  haben  wir  in  den  so  eingefiihrten  neuen  Variabelen  als  erzeugende 
Substitutionen  der  homogenen  Gruppe  6r16: 
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(8)    *': 


ya"    1?     2       y¥"    2? 
l~~-y*> 


l> 

1/2  1/2 

so  class  wir  verinoge  dieser  indirecten  Operationsweise  wieder  cogrediente 
Variabele  Xj,  yi  erreiclit  Laben.  Als  Form  en  system  berechnet  sicli 
daraufhin  zuvorderst  in  den  xi?  y£: 

XlVs  —  ^22/1?       ®l®2Vl!/2i       ^Vl     +  X**!/^) 

OVA  +  fyyJfaW  -  -<y/)? 

das  man  mm  riickwarts  fur  u,  v  umrechnen  wolle.  Die  entspringenden 
Formen  darf  man  dann  wieder  mit  Rucksicht  auf  den  geraden  Grad  der 
Modulargleichung  einigen  zweckmassigen  Combinationen  unterwerfen, 
und  es  findet  sicli  scliliesslich  fiir  unseren  Zweck  als  voiles  Formen" 
system  lei  n  =  81i  +  5: 


Nodi  merlce  man  a,n:  JBci  Ausulmng  der  unter  (7)  gescJirielenen 
stitutionen  s  und  t  lleiben  A2  wad  A0  &ei&  Male  unveriindert,  wdhrend 
A2'  wwd  \  Zeicliemveclisel  erleiden.  Bei  Aufstellung  der  Modular- 
gleichungen  gewinnt  dieser  Satz  eine  leicht  ersichtliche  Bedeutung. 

Endlich,  wird  man  sicli  im  Falle  n  ==  8h  +  3  sofort  die  Er~ 
zeugenden  s  und  t  der  simultanen  Substitutionen  bilden  und  zeigen, 
dass  ffyi,  %)  auch  jet#t  wieder  lei  s  und  lei  t  Zeiclienwechsd  erleidet 
Des  naheren  gestalten  sicli  die  Verlialtnisse  ganz  ahnlich,  wie  in  dein 
soeben  erledigten  Falle,  und  wir  gewinnen  inslesondere  als  ein  fur  unsere 
Zwecke  ausreicJiendes  Formensystem  lei  n  ===  8fe  +  3: 

o  f 

<•>.  "1  "o  tt'1  M'Q  ,        Dg    ' 


Audi  liier  gilt  wieder  der  Satz,  dass  B/  und  B4  gcgenuber  s  und  t 
ZeichcnwecJisel  erleiden  ,  wahrend  B2  und  B6  durchgangig  unverdndert 
Neiben*  — 

§  8.     Weitere  Hiilfsmittel  zur  endgiiltigen  Bestimmnng  der 
Modulargleickungen.     GescMchtliche  Notizen. 

Bildet  man  im  Einzelfalle  aus  dem  gerade  zur  Geltung  kommen- 
den  vollen  Formensystem  den  Ansatz  flir  die  linke  Seite  der  Modular- 
gleichung, so  werden  in  deniselben  im  allgemeinen  immer  noch 
mebrere  numerische  Coefficienten  unbekannt  bleiben,  und  es  handelt 
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sich  weiter  darum,  wie  man  die  letzteren  zu  bestirnmen  hat.  Die 
beiden  Hulfsmittel,  welche  in  dieser  Beziehung  fur  die  niedersten 
Transformationsgrade  ohne  "besondere  Mtihe  zur  Kenntnis  der  fertigen 
Gestalt  der  Modulargleicliungen  fiihren?  sind  iramer  dieselben?  welche 
wir  aueh  im  Voraufgehenden  bei  ahnlichen  Gelegenheiten  zur  Ver- 
wendung  brachten. 

Man  wird  sich  erstlich  flir  die  Formen  des  vollen  Systems  im 
Einzelfalle  EeihenentwicMungen  nach  ansteigenden  Potengen  wn  r  ver- 
schaffen  konnen  und  daraufhin  den  fur  die  linke  Seite  der  Modular- 
gleichung  aufgeschriebenen  Ansatz  in  eine  Potenzreihe  nach  r  ent- 
wiekeln,  Deren  Co  efficient  en  sind  lineare  Punctionen  der  in  jenem 
Ansatz  noch  unbekannten  Zahlen,  und  nun  muss  offenbar  jede  dieser 
linearen  Functionen  mit  Null  identiscli  sein,  da  doch  die  Modular- 
gleicliung  unabhangig  von  co  erfiillt  ist.  Die  so  gew'onnenen  linearen 
Gleichungen  fiir  die  fragliclien  unbekannten  Zahlen  werden  aber  fiir 
die  letzteren  ein  und  nur  ein  Losungssysfceni  durch  nieht  sarntlich  ver- 
schwindende  Grossen  ergeben,  was  man  aus  der  Existenz  und  Irre- 
ducibilitat  der  Modulargleichung  ohne  weiteres  folgert. 

Fiirs  zweite  wolle  man  sich  des  bei  der  ersten  Stufe  ausgiebig 
benutzten  Mittels  efinnern,  die  Verzweigung  der  Modulargleichwng  der 
naheren  Untersuchung  zu  unterwerfen.  Selbstverstandlich  konnen  wir 
auch  bei  den  hoheren  Stufen  aus  einer  solchen;  in  das  eigentliche 
Wesen  der  algebraischen  Abhangigkeit  von  nrsprfinglichen  und  trans- 
formierten  Modul  einfiihrenden  Betrachtungsweise  zweckmassige  Satze 
ffir  die  Aufstellung  der  Modulargleichungen  abziehen.  Wir  gedenken 
in  dieser  Hinsicht  z,  B.  kurz  der  Modulargleichuugen  von  9(0?)  =  w(co) 
ftir  Primzahltransforniation  n  =  q. 

An  die  Stelle  der  gewohnlichen  complexen  w-Ebene  setzen  wir 
hierbei  in  liblicher  Weise  sogleich  die  diedrisch  (v  =  8)  geteilte  Kugel, 

deren  beide  Pole  die  Werte  u  —  Q  und  u  =  oo  trageu,  wahrend  auf 

JL   i  ^     t    ^   i  ^ 

deni   Aequator  die   acht  Werte  u  =  1,  — — -?  i,  — -= — 7  —  1?  ...  in 

1/2  y2 

gleichen  Intervallen  aufgetragen  sind.  Um  die  Verzweigung  der  Mo- 
dulargleichung  zu  versinnlichen,  werclen  wir  diese  Kugel  mit  (q  -f-  1) 
Blattern  uberdecken,  und  nun  erkennt  man  sofort,  class  nur  an  den 

zehn  Stellen: 

l+»     .    —  i+t          1     —  l  —  i          .    1  —  i    1 

(i)    u-Q,™,-^-,*,-^-'-1'-^'-*'^-'1 

Verzweigungspunkte  auftreten  konnen;  eben  diese  Werte  u  sind  es 
namlich?  welche  von  den  Spitzen  des  zugehorigen  Fundameiitalpolygons 
der  oHalbebene  geliefert  werden.  Die  in  Eede  stehende  Flache 

Klein- Fricke,  Modulfunctionen.   II.  10 
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hat  welter  die  wichtige  Eigensehaft,  dwrcli  sechtsehn  eindeutige  Trans- 
formationen  in  sich  ubersugehen,  die  wir  ja  vorhin  durch  die  sechzehn 
simultanen  w-'y-Substitutionen  darstellten*).  Als  besonderes  Ergebnis 
entspringt  daraus:  Die  Veraweigung  von  ~F2+i  ist  bei  u  =  oo  gerade  so 
beschaffen,  wie  an  der  Stelle  u  =  0,  und  desgleichen  in  den  acht  Punkten 

u  =  1?  -~^9  .  . .  gerade  so  wie  im  ersten  unter  ihnen,  u  =  1.    Indem 

]/2 

wir  die  nahere  Besprechung  demnach  auf  die  Stellen  u  =  07  1  ein- 
sehranken  konnen,  merken  wir  noch  an,  dass  diese  Werte  den  Spitzen 

co  =  ioo  und   co  =  0  angehoren.     Als  Wurzeln  der  von  uns  stets  be- 

fn     0\ 
vorzugten  Modulargleichung  des  Schemas   f  ^  1 }    schreiben  wir  uns 

\U?  I/ 

jetzt  fiir  gegenwaitigen  Fall  n  ===  q_  aus  (3)  p.  120  die  folgenden  ab: 

CQ  +  16  8\ 

.       „          .     .  x      ^      / ) 

^/  -  -     .     -  ,  /    co  4-  8<y  +  16s 


Durch  bekannte  Rechnungen  findet  man  von  hier  aus  leicht  das 
Eesultat:  In  alien  0ehn  VergweigungspunUen  ist  die  Vereweigung  eine 
solche,  dass  sbets  ein  Slatt  isoliert  verlauft,  wahrend  die  q  anderen  im 
Gyelus  gusammetihangen.  Wir  setzen  hinzu;  dass  bei  it  ==  1  das  dort- 
selbst  isoliert  verlaufende  Blatt  den  Zweig  v$  unserer  algebraischen 
Function  v(u)  tragt. 

Weiter  kann  man  fragen,  welche  Werte  von  v  an  den  einzelnen 
Verzweigungsstellen  eintreten.  Die  beiden  Pole  unserer  diedrisch  ge- 
teilten  Kugel  haben  wir  in  diesern.  Betracht  schon  friiher  erledigt,  in- 
dem  wir  namlich  fanden;  dass  u  ==  0?  oo  stets  auch  v  =  0  bez.  oo 
nach  sich  zog.  Von  clen  tibrigen  Verzweigungsstellen  berticksichtigen 
wir  nur  noch  u  =  1.  In  dem  dort  liegenden  Windungspunkte  findet 
der  Wert: 

(3)  ^  (0)  —  u(ff)  =  1 
statt?  im  isoliert  verlaufenden  Blatte  dagegen 

(H(fy  =  1        fur  2  —  8A  +  1, 

(4)  t;0(0)  = 


•*")  Hierzu  tritt  natiirlich  ancli  noch.  diejenige  Substitution  der  Periode  zwei 

(o  \ 
— \u  gegeben  ist. 

**)  Man  gelangt  zu  diesen  Eesultaten  einfacli  dadurch,  dass  man  in  den 
betreffenden  Formeln  (2)  den  Wert  co  =  0  eiusetzt  und  bei  der  Answertung  des 
zugeb5rigen  u  von  der  Tabelle  (5)  in  I  p.  670  Gebrauch  macht. 
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Man  kann  dieses  Resultat  auch  in  die  Gestalt  Ideiden:  SeM  man  in 
der  homogen  geschriebenen  lin'ken  Seite  der  ModulargleicJmng  (cf.  Formeln 
(1)  p.  141)  ut  =  u%  =  1,  so  entspringen  folgende  Identitdten: 

(5)  (J  =  8h  —  1?    f(Vl'  V^  1?  ^  =  ^l  ~  ^+1> 

Bevor  wir  alle  nun  zur  Verfugung  stehenden  Hiilfsmittel  zur  wirk- 
lichen  Herstellung  einiger  Modulargleichungen  in  Anwendung  bringen? 
ist  hier  der  geeignete  Ort?  init  ein  paar  Worten  auf  die  alteren 
Untersuchungen  fiber  unseren  Gegenstand  hinzudeuten. 

Die  oft  genannten  Modulargleichungen  fur  9(0?)  =  W(GJ)  mogen 
wir  fortan  als  die  Jacobi'schen  bezeichnen?  da  in  der  That  Jaeobi 
zuerst  zu  ihnen  gefuhrt  wurde*),  und  zwar  bei  der  algebraischen 
Transformation  des  Legendre'schen  Normaldifferentials  erster  Gattung. 
Aus  Jacobi's  ursprunglichen  Entwicklungen  ergaben  sich  die  Modular- 
gleichungen fiir  die  Grade  n  =  3  und  5  in  fertiger  Gestalt;  weiterhin 
aber  gelang  die  Herstellung  dieser  Gleichungen  direct  noeh  nicht, 
und  hier  ist  es  die  durch  Abel  und  Jaeobi  geschaffene  und  durch- 
gebildete  transcendente  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  welche 
zur  Uberwindung  der  sich  entgegenstellenden  Schwierigkeiten  heran- 
gezogen  werden  musste.  Dieses  geschah  in  den  auf  Jacobfs  An~ 
regung  einige  Jahre  nach  Erscheinen  der  ,,Fundamenta"  ausgefiihrten 
Untersuchungen  Sohnke 's:f:*).  Es  sind  dort  aus  den  Reihenentwick- 
lungen  der  ursprunglichen  und  transformierten  Moduln  ]//o  nach  Po- 
tenzen  der  Entwicklungsgrosse  c[  (die  in  der  von  uns  gebrauchten 
Bezeichnungsweise  mit  r%  identisch  ist)  Eigenschaften  der  Modular- 
gleichung  entwickelt  worden?  welche  sich  sowohl  auf  Vertauschbarkeit 
der  Argumente?  als  auf  die  simultanen  Substitutionen  der  Modular- 
gleichung  in  sich,  wie  endlich  auf  die  Gestalt  der  Modulargleichung 
fiir  den  speciellen  Wert  u  =  1  beziehen.  Daraufhin  gelangt  Sohnke 
zu  Ansatzen  fiir  die  linke  Seite  der  Modulargleichungen,  in  denen  die 
noch  bleibenden  unbestimmten  Coefficienten  hernach  durch  die  im 
Anfang  des  gegenw'artigen  Paragraphen  geschilderte  Methode  der  Reihen- 
entwicldungen  bestiinmt  werden.  Solcherweise  sind  von  Sohnke  die 
Modulargleichungen  fiir  die  Transforrnationsgrade  77  11 ,  13 ,  II,  19 
wirklich  bereehnet  worden. 

Wie  man  sieht,  gebietet  Sohnke  bereits  tiber  alie  diejenigen  Ge- 


*)  Man  vgl.  die  ersten  Artikel  der  Fundamenta  nova  (Konlgsberg  1829). 
**)  Vgl.  dessen  Abhandlung :  Aequationes  modulares  pro  transformatione  func- 

tionum  elliuticarum ,  Crelle's  Journal  Bd.  16  (1836). 

10* 
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sichtspunkte,  welche  wir  im  Laufe  der  letzten  Paragraphen  fur  die 
AtifstelluBg  der  Jacobi'sehen  Modulargleichungen  in  Bereitschaft 
gestellt  haben.  Es  liegt  dernnaeh  hier  em  ganz  besonders  gilnstlges 
Beispiel  fur  die  Brorterung  der  Frage  vor,  inwieweit  die  uberkommene 
Tlieorie  durch  diejenigen  Principien  eine  Forderung  erfahren  hat,  deren 
Gebrauch  im  Laufe  unserer  Untersuchungen  uberall  befiirwortet 
wurde.  Man  hat  bemerkt,  wie  in  Sohnke's  Satzen  iiber  u  =  1  der 
Keiin  zur  tlntersuchung  der  Verzweigung  der  Modulargleichung  ent- 
h  alien  ist.  Was  aber  thatsachlich  der  zielbewusste  Gebrauch 
Riemann'scher  Vorstellungsweisen  fur  die  Probleme  derTransformations- 
theorie  bedeutet,  brauchen  wir  nacli  den  Erortenmgen  der  vorauf- 
gehenden  Kapitel  nicht  Boch  besonders  zu  erklaren*).  Indein  wir 
hieran  nur  im  Vorbeigehen  erinnern,  yerweilen  wir  etwas  ausfiihr- 
licher  bei  dem  anderen  Gesichtspunkte,  der  hier  zu  nennen  ist:  Es 
handelt  sicfi  urn  den  conseguenten  G-ebrauch  der  aus  Galois'  Ideen  ent~ 
sprungenen  gruppentheoretisclien  BetracMmgsweise.  Dass  im  Palle  der 
Jacobi'schen  Modulargleichungen  die  Satze  liber  Transformation  der- 
selben  in  sich  von  der  G1G  aus  nnd  zugleich  nnter  Gebrauch  der 
hornogenen  Schreibweise  vollstandiger  und  glatter  herauskommen,  als 
bei  Sohnke,  ist  freilich  far  das  nachste  Ziel  der  Uatersuchung, 
n'amlich  fur  die  Aufstellung  der  Modulargleichungen ,  von  geringerer 
Bedeutung,  und  in  der  That  wird  man  auch  iiber  die  von  Sohnke 
berechneten  Gleichungen  hinaus  weitere  nicht  roehr  bereclmen  wollen, 
Aber  man  rnoge  doch  bemerken,  dass  im  Verlauf  der  letzten  Kapitel 
nur  durch  steten  Gebrauch  der  Modulgruppe  und  ihrer  Untergruppen 
alle  die  Pragen  in  einer  erschopfenden  Weise  beantwortet  werden 
konnten,  welche  sich  auf  die  Existenz  der  Transformationsgleicliungen; 
auf  ihre  Reducibilitat,  auf  den  Umfang  des  Begriffs  der  Modular- 
gleichungen u.  s.  w.  bezogen.  Vom  Standpunkt  der  tiberlieferten  Lehre 
wird  man  sagen  diirfen:  Der  Gebrauch  Galois?scher  und  Riemann'scher 
Gesichtspunkte  hat  im  Gebiete  der  elliptischen  Punctionen  nicht  erst 
eine  Theorie  zu  erschaffen  brauchen;  aber  fur  die  uberlieferte  Trans- 
formations- und  Teilungstheorie  giebt  er  uns  die  Mittel  an.  die  Hand7 
sowohl  die  nattirliche  Begrewzung  dieser  Theorie  zu  iiberblicken 
(die  sich  denn  als  sehr  viel  weiter  reichend  erwies  als  man  bis 
dahin  angenoninien  hatte),  als  auch  innerhalb  dieser  Begrenzung 

*)  tJbrigens  darf  nicht  nnerwahnt  bleiben,  dass  aucb.  bereits  vor  der  plan- 
massigen  Verwertung  Riemann'scber  Methoden  die  Verzweigung  der  Jacobi'schen 
Modulargleichungen  gelegentlich  der  Betrachtung  unterzogen  worden  ist.  Wir 
finden  in  dieser  Beziehung  besonders  bemerkenswert  die  Barsfcellung  in  Briot- 
t,  Theorie  des  fonctions  dliptiques,  Buck  8,  Kap.  21  (Paris  1875). 


IV,  4.    Aufstellung  der  Modulargleiehungen  hsherer  Stufe.  149 

eine  nach  Principien  geordnete  und  erschopfende  Darstelluug  zu  er- 
moglichen. 

Indeni  wir  die  geschichtlichen  Bemerkungen  fortsetzen,  bemerken 
wir,  class  es?  wie  wir  oben  bewiesen  haben;  fur  alle  Congruenz-Haupt- 
moduln  (unter  gewissen  Beschrankungen  fur  den  Transformationsgrad) 
Modulargleichungen  giebt.  Im  Gegensatze  dazu  hatte  man  frtiher 
ausser  den  Modulargleichungen  fur  <p  nur  noch  solche  ftir  das  Product 
cpijj  beziehungsweise  T/<JP^  betrachtet  Auf  die  Gleichungen  flir  die  <p^> 
ist  wolil  zuerst  Joubert  aufmerksarn  geworden*);  und  es  hat  dann 
Konigsberger  dieselben  einer  naheren  Untersuehung  unterworfen **) 5 
die  Gleichungen  fiir  }/<p^  treten  zuerst  bei  Schlafli  auf***).  Wir  haben, 
wie  wir  schon  andeuteten,  eine  ausfuhrliche  Untersuchung  dieser  Glei- 
chungen um  so  eher  unterlassen  konnen,  als  dieselben  in  dem  bereits 
p.  2  genannten  Werke  von  Hrn.  H.  Weber  ausgedehnte  Beriicksichti- 
gung  gefunden  haben. 

Die  Modulargleichungen  der  Galois'schen  Hauptmoduln  konnen 
wir  aus  naheliegendern  Grunde  auch  als  die  Modulargleichungen  der 
reguldren  Korper  bezeichnen  und  also  insbesondere  die  g-Modular- 
gleichungen  als  diejenigen  des  Ikosaeders.  tlber  die  Existenz  und 
Aufstellung  dieser  Gleichungen  entwickelte  Hr.  Klein  zuerst  in  den 
Math.  Ann.  Bd.  14  (1878)  die  grundlegenden  Satze;  der  ausfilhrlichen 
Durchbildung  des  invariantentheoretischen  Ansatzes  fiir  die  Modular- 
gleichungen der  regularen  Korper  hat  sich  dann  in  den  Jahren  1884/85 
auf  Anregung  von  Klein  Hr.  G.  Friedrich  unterzogen.  Die  Resultate 
sind  in  der  Leipziger  Dissertation  desselben  ,,Die  Modulargleictmngen 
der  Galois3 sclien  Moduln  der  2tea  bis  5ten  Stufe"  zusammengestellt  f), 
und  wir  teilen  aus  derselben  im  folgenden  Paragraphen  insbesondere 
einige  Modulargleichungen  des  Ikosaeders  rnit.  Die  bei  der  zweiten 
Stufe  eintretenden  Modulargleichungen  waren  bereits  frtiher  von 
Cay  ley  ff)  clurch  zweckmassige  Zusammenfugung  coordinierter  Jacobi- 

*)  Sur  diver ses  equations  analogues  aux  Equations  modulaires.  Comptes 
Rendus  47,  1858. 

**)  Algebraiscfie  Untersuchung  en  aus  der  Theorie  der  elliptiscJien  Functlonen, 
Crelle's  Journ.  Bd.  72,  1869. 

***)  Im  Yerlauf   der   Abhandlung:   Beweis   der  Hermite'schen    Verwandlungs- 
tafcln  fur  die  elliptischen  Modularfunctionen,  Crelle's  Journal  Bd.  72  (1870). 
f)  Vergl.  auch  Grunert's  Archiv,  zweite  Reilie  Bd.  3  (1886). 
ff)  Philosophical  Transactions    Bd.  164   p.  450    (1874).     Wir  verweisen  bei 
dieser  Gelegenheit  auf  die  bemerkenswerten  geometrisclien  "[Inters uchungen,  welche 
Stephen  Smith  uber  die  in  Rede  stehenden  Modulargleichungen  angestellt  hat 
(On  the  Singularities  of  the  Modular  Equations  and  Curves,  Proc.  of  the  London 
Math.  Soc.  vol.  9,  1878). 
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scher  Modulargleichungen  gewonnen  (vergl.  oben  p.  120).  Bndlich 
finden  wir  noeh  fiir  die  Oktaederniodulargleichungen  zu  benierken, 
dass  dieselben  infolge  der  Relation  (3)  p.  110  durchaus  mit  den  zur 
aehten  Stufe  gehorenden  Modulargleichungen  von  <pa?  ^2?  %2  uberein- 
stimnien  miissen. 

§  9.  Zusammenstellung  einiger  Modulargleiclrangen  5tor  nud  16lur  Stufe. 

Bemerkung  iiber  Mchteongruenzmoduln. 

KeilieiientwickluDgen  nacli  Potenzen  von  r  fur  die  letzthiu  (lurch 
£1;  £2  bezeichneten  Modulformen  fiinfter  Stufe  konnen  wir  aus  der 
Darstellung  dies  or  Moduln  durch  die  zu  n  =  5  gehorenden  Teilwerte 
tfji)/u  entnehmen  (cf.  Formel  (4)  p.  32),  wenn  wir  fiir  die  letzteren 
Teilwerte  ihre  Potenzreihen  nacli  r  heranziehen.  Unter  ^(co1;  co2) 

wircl  man  clann  zweckmassig  &(co1;  --)  verstehen;  worauf  die  Keiheii- 

entwicklungen  fiir  die  ^8-  unmittelbar  aus  denen  der  £/  gebildet  werdon 
konnen,  Jedenfalls  kann  man  sich  auf  diesem  Wege  einige  Anfangs- 
glieder  der  bezuglichen  Entwicklungen  fiir  die  in  §  6  zusammengestellten 
vollen  Formensysteme  der  vji}  &  verschaffen*).  Mit  Htllfe  clieser  Beihen- 
entwicklungen  lassen  sich  clann  nach  der  im  Anfang  des  vorigen 
Paragraphen  entwickelten  Regel  die  nuinerisclien  Coefficienten  be- 
stimmen,  welche  im  Ausdruck  der  linken  Seite  cler  Modulargleichung 
zunachst  noch  unbekannt  sind. 

Es  ist  hier  naturlich  keineswegs  der  Ort,  Rechnungen  dieser  Art 
ausfiihrlich  zu  entwickeln;  nioge  es  vielmehr  genugen,  wenn  wir  fiir 
einige  niedere  Transformationsgrade  die  ferfcig  berechneten  Gleichungen 
in  den  Bezeichnungen  des  §  6  gleich  mitteilen.  Besonders  einfach 
gestalten  sich  die  Ikosaedermodulafgleichungen  fiir  die  Falle  der 
Digredienzj  wir  haben  hier  z.  B. 


(1) 


n  =    2  :  A3  «F=  0 , 

..4    7    .  A2  AA      (\ 

II  i    .  Md  M.J  Mr}   U  ; 

n  =  13  :  B83 B6  —  B32  B/  —  B4B6»  =  0 . 


Daran    reihen    wir    in,    den    Fallen    der    Cogredienz    noch    folgende 
Beispiele: 


*)  Wir  bemerken  dbrigens,  dass  im  folgeoden  Abschnitt  Potenzreihen  fur 
f8  explicite  mitgeteilt  werden. 
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(2) 


4 
6: 


16  •  121  V 


11-17V  — 18 -49V  AW 

—  17-73A112  =  0, 

11  •  17B62  +  6  •  49B1»B10  +  11  •  16  •  53B16B6 
_  17- 5776^  =  0, 

11 :     11  •  17A62  —  18  •  49  VAio  -  8  •  11  •  335 VA, 
-  17- 75841  A112  =  0.  — 

Um  fur  die  Jacobi'schen  Modulargleichungen  etwa  erstlieh  den 
niedersten  Falle  n  =  3  zu  erledigen,  so  haben  wir  aus  dem  Formen- 
systeni  (10)  p.  144  solche  Verbindungen  herzustellen,  welche  in  den 
Vi  (und  Wf)  von  vierter  Dimension  sind  und  zugleich  bei  Ausubung  der 
Operation  s  das  Zeichen  weehselu.  Die  einzigen  Verbindungen  dieser 
Art  sind  B4  und  B2B2',  und  da  B4  jedenfalls  als  besonderes  Glied  in 
der  linken  Seite  der  Modulargleichung  enthalten  sein  wird  (zufolge  (1) 
p.  141),  so  lautet  der  Ansatz: 

/  \^1  )    %!  J       1 )       2/  ^     •"  22* 

Die  Formel  (5)  des  vorigen  Paragraphen  liefert  jetzt: 

(%\    f(m    »;•  1    ri  =  t>,* —  vf -4- aVivJvi*  —  v 22)  =  (®!  +  w2) («i  —  «a)3? 
(?)    T\vi>  vzi  *->  *-)       "i         2    '       i  ^v.  i         * ' 

woraus  sich  a  =  -  2  ergiebt.  Fur  n  =  5  gelangen  wir  in  analoger 
Weise  durch  Benutzung  der  Satze  von  §  7  zum  Ansatze: 

woraus  wir  durch  Benutzung  der  Identitat  (5)  p.  147  miihelos  a=  —  4, 
1  =  8  bestimmen.  In  entsprechender  Weise  verfahre  man  auch  in 
den  nachstfolgenden  Fallen.  Wir  stellen  etwa  die  fertigen  Formeln  fur 
n  =  3;  5,  7  hier  zusammen: 

0, 


26.8,' 


(4) 


oder  in  ausfilhrlicher  Gestalt,  und  zwar  nicht  komogen: 


(5) 


=  3: 

=  5: 

=  7 


_  2vu(v*v?  —  1)  =  0  , 


—  I)6 


0, 


0. 


Die  fQr  n  _  3  und  n  =  5  mitgeteilten  Formeln  gehen  in  die  sonst 
bekannten  Gestalten  dieser  Modnlargleichungen  erst  durch  Zeichen- 
wechsel  des  u  iiber.  Dies  muss  aber  auch  so  sein;  denn  man  hat 
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sonst  iinnier  die  transformierten  i6  —  vs>  wie  wir^sie  in  der  ersten 
Reihe  (2)  p.  146  definierten,  ohne  weiteres  auch  in  den  Fallen 
^  «  8A  +  3  gebraucht.  Es  wiirde  das  fur  uns?  wie  man  leicht  be- 
rechnen  wird;  darauf  hiimuskommen,  dass  wir  den  Fallen  n  =  8h  +  3 

das  Transformations -Schema  ('  1J  zu  Grunde  legen.  — 

Wir  kniipfen  hieran  noch  eine  erganzende  Bemerkung  betreffs 
nnserer  frtiheren  Behauptung  fiber  die  Transformation  von  Nichtcongruenz- 
nioduln.  Der  TraDsformation  dritter  Ordnung  der  Function  zweiter 
Stufe  9s  gehorfc  eine  ModulargleichuDg  vierten  Grades  zu,  die  wir  uns 
durch  eine  vierbliittrige  Riemann'sche  Flache  versinnlichen.  Zur 
Tragerin  der  complexen  Werte  <p8  wahlen  wir  wieder  eine  Kugel, 
deren  Pole  die  Punkte  0;  oo  tragen,  wahrend  sich  auf  dein  Aequator 
die  Werte  vom  absoluten  Betrage  1  vorfinden.  Die  fraglicbe  Eiemann- 
sche  Flache  ist  bei  <p8  =  0,  1,  oo  derart  verzweigt,  dass  stets  ein 
Blatt  isoliert  verlauft,  wahrend  die  drei  anderen  cyclisch  zusamnien- 
hangen.  Flir  diese  Flache  aber  ist  g>8  und  g?'8  ein  voiles  Functionen- 
systeni.  Jetzt  bilde  man  unsere  Flache  auf  die  Kugel  der  complexen 
Werte  von  g?4  ==  1/(ps  ab;  es  wird  fiber  jener  Kugel  eine  gam  ahn- 
liche  Flache  F±  entspringen,  die  nur  einen  Verzweigungspunkt 
beschriebener  Art  mehr  aufweist,  namlieh  bei  (p4-  =  —  1.  Fiir  diese 
Flache  ist  <p4?  gp/s  ein  voiles  Function ssy stem ;  verbunden  durch  eine 
irreducibele  Relation,  in  der  go'8  auf  den  vierteii?  <p4  aber  auf  den 
achten  Grad  steigi  Auf  der  neuen  J?4  ist  9  '4  =  f/ig/8  jedenfalls  un- 
verzweigt,  ob  aber  auch  eindeutig,  ist  die  Frage.  1st  letzteres  der 
Fall,  so  wird  die  eben  gemeinte  Relation  im  Bereiche  94?  ip'4-  reducibel, 
und  nun  wissen  wir  aus  clem  Congruenzcharakter  der  Function  <p* 
dass  die  Eeducibilit'at  in  der  That  eintritt.  Den  gekennzeichneten 
Schritt  konnen  wir  nun  noch  zweimal  in  vollig  analoger  Weise  in  it 
demselben  Erfolge  wiederholen,  urn  derart  zur  ersten  Gleichung  (5) 
zu  gelangen.  Wollen  wir  nun  aber  weiter  u  =  x2,  v  ==  if  setzen,  so 
muss  die  entspringende  'Relation: 

(6)  y8  —  2j/6^6  +  2y2x*  ~~xs~=Q 

im  Bereiclie  x}  y  irreducibel  sein,  wenn  anders  wisere  Behauptung  ge- 
grimdet  ist,  dass  fur  Nichtcongrue^modttln  Modulargleichungen  allgemein 
nlcU  exiskieren*  Die  Irreducibilitat  von  (6)  lasst  sich  nun  aber  wirk- 
lich  leicht  aufweisen;  wie  wir  im  folgenden  zeigen: 

Jedenfalls  isb  namlieh  die  linke  Seite  von  (6)  irreducibel  im 
Rationalitatsbereiche  y*,  %,  und  also  auch  in  y,  $?.  Man  kann  sich  dies 
etwa  functionentheoretisch  deutlich  machen;  indem  man  davon  ausgeht 
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dass  z.  B.  bei  der  Substitution  $16  die  Function  Yv  (co)  =  ]/w  (3  «)  bei 
unverandertem  M(O)  das  Zeichen  wechselt,  nnd  dass  sich  also  bei 
gegebenem  u  aclit  zugehorige  Werte  von  YV  durch  Monodroinie  des  u 
erreiclien  lassen.  Sollte  unsere  Gleichung  also  iin  Bereiche  x,  y  in 
zwei  Pactoren  zerfallen,  so  muss  der  einzelne  derselben  nngerade 
Potenzen  sowohl  von  y,  wie  x  aufweisen.  Daraufhin  schreiben  wir 
den  ersten  Factor  in  der  Gestalt: 


wo  ay  I,  Cj  d  gauze  Functionen  von  x  und  y  sind,  die  nur  noch  gerade 
Potenzen  dieser  Grossen  enthalten.  Da  aber  iin  Product  beider 
Factoren  y  nur  nocli  in  gerader  Potenz  enthalten  ist,  so  wird  der 
zweite  Factor  aus  (7)  einfach  durch  Zeichen  wechsel  des  zweiten 
Gliedes  entspringen.  Der  Ausdruck  der  linken  Seite  von  (6)  wiircle 
dainit: 

(8) 


und  da  ungerade  Potenzen  von  x  doch  nicht  niehr  auftreten  diirfen, 
so  trifft  einer  der  folgenden  vier  Falle  zu: 

1)  a  =  c  =  0,  3)  1)  =  c  =  0, 

2)  a  =  d  =  0,  4)  &  =  rf  =  0. 

Der  erste  und  letzte  Fall  sind  hier  sofort  auszuschalten;  trafe  einer 
von  ihnen  zu7  so  wiirde  f  nur  noch  gerade  Potenzen  von  x  enthalten. 
Audi  6  =  c  =  0  kann  nicht  zutreffen;  hier  wiirde  namlich  (8)  in 
(d?y2  —  a?x2)  iibergehen,  und  das  Glied  y8  mtisste  von  d*y*  geliefert 
warden,  entgegeu  dem  Unistande,  dass  y  in  d  doch  nur  in  zweiter 
Potenz  enthalten  sein  kann*  Es  bleibt  der  Fall  (2);  der  die  Identitat 
mit  sich  brint: 


Da  in  c  die  $9  y  nur  auf  den  zweiten  Grad  steigen;  so  setze   man 
-f-  72/2  +  $,  u^d  es  miisste  hierauf 

*  +  ^y2  -f  dyx*y2  +  yB  -  x8  -  2yQ&6  +  2?/V 

mit  dem  Quadrat  einer  ganzen  Function  von  $2?  j/2  identisch  werden. 
Man  berechnet  leicht  ins  einzelne,  dass  dies  durch  keine  Wahl  der 
numerischen  Grossen  a,  (H,  y,  $  erreichbar  ist.  Die  linke  Seite  von 
(6)  ist  demnach  thatsachlich  irreducibeL 
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§  10.    Von  den  irrationalen  Gestalten  der  Jacobi'selien  Modular- 

gleiclrangen,  den  Modularcorrespondenzen  und  den  Kelationen 

zwisclien  transformierten  ^-Wullwerten. 

Es  1st  eine  seit  lange  bekannte  ThatsacLe,  dass  die  Jacobi'selien 
Modulargleichungen  fiir  einlge  Transform  atlonsgrade  eine  iiberraschend 
einfaclie  Gleicliungsform  annehmen^  wenn  man  in  deren  Ausdruck 
neben  den  Wurzeln  aus  dem  Legendre'schen  Integralmodul  immer 
aucjh.  nocli  die  Wurzeln  aus  dem  complementaren  Modul  Jt2  ==1  —  Jfc2 
zulasst.  Wir  wollen  diese  ,,irrationalen  Gestalten  der  Modulargleicliung^ 
fiir  die  Transformationsgrade  3  und  7  wirklich.  ableiten,  wo  wir  za 
besonders  einfachen  Formeln  gefiilirt  werden;  wir  verstehen  hierbei 
nnter  Z2  nnd  I'2  die  entsprechenden  transformierten  Moduln. 

Bei  dem  Transformationsgrade  n  =  3  ist  es  niclit  direct  die 
Jacobfscke  Modulargleicliung  (5)  §  9;  welclie  man  in  die  irrationale  Gestalt 
urnsetzt,  sondern  vielniehr  die  entsprecliende  Modulargleicliung  acliter 
Stufe.  Nacli  frlilieren  Kegeln  werden  wir  diese  gewinnen,  wenn  wir 
in  der  ersten  Gleichung  (5)  p.  151  bei  unverandertem  v  das  Vorzeichen 
yon  u  wecliseln  und  die  so  entspringende  Gleicliung  niit  der  ur  sprung- 
lichen  multiplicieren.  Es  folgt  solcherweise: 


was  man  sofort  in  die  Gestalt  umsetzt: 

(1  -  O  (1  -  vs)  =  (1  —  wV/. 
Setzt  man  hier  *ts=  7c3;  1  —  t&8=  7c/2;  Vs  =  I2,  1  —  v8=  I'2,  so  kommt: 


und    durcb.   Auszielien   der   vierten    Wurzel    endlich    die    gewtinscnte 
Gleichung: 

(i)  Ykyi  +  ywyv  ==  i  *). 

Fiir  die  Transformation  siebenten  Grades  bleiben  wir  direct  bei 
der  dritten  Gleicliung  (5)  p.  151  ,  die  wir  explicite 

(2)  vs+  us-~~S  vV+28vV—  56^V+70^%4--56vV+28^V—  8«;w==  0 
sclireiben.     Man  sieht,  dass  sicli  (2)  sofort  in  die  einfache  Gestalt: 
(1—  ^(l-v8)  =  (1—  Mt?)8 

*)  Diese  Entwicklung  ist  von  Jacobi  in  Art.  30  der  Fundainenta  nova  ge- 
gel>en  worden;  Gleicliung  (1)  ist  iibrigens  bereits  Legend  re  bekannt  gewesen 
und  fuhrt  nach  ihm  den  Namen  der  Legendre'schen  Modulargleicliung. 
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zusamnienziehen  lasst,  welche  nach  Ausziehen  der  achten  Wurzel  und 
Emfiihrung  der  7*?  Jcf,  I,  T  die  beabsichtigte  Relation  ergiebt: 


Indem  wir  liier  unterlassen,  aach  noch  fur  n  =  5  erne  entsprechende 
Relation  zu  entwickeln  (die  iibrigens  etwas  weniger  einfaeh  ausfallen 
wiirde**)),  wollen  wir  yielmehr  die  iiiteressanten  Aufschliisse  andeuten, 
welch  e  unsere  in  Bd.  I  entwickelte  Theorie  vom  Wesen  dieser  merk- 
wiirdigen  Relatioiien  an  die  Hand  giebt.  Wir  sagen  gleich  ganz  all- 
geniein  so:  Es  sei  f«  eine  Oongruenzgruppe  wter  Stufe  und  #,  J  ein 
voiles  Modulsystem  derselben;  es  sei  ferner  der  Transforniationsgrad  n 
relativ  prini  zu  m,  und  I~^  werde,  modulo  m  genommen,  durch  a/  ==  nm 
in  sich  selbst  transformiert.  Dann  lehren  die  Principien  des  vorigen 
Kapitels,  class  &'  =  0(nco)  einer  irreducibelen  Gleichung  ^ten  Grades 
geniigt;  deren  Coefficienten  rational  in  0  und  J  sind.  Man  denke  sich 
nun  das  Polygon  F^  zu  einer  iin  Raume  geschlossenen  Flache  F^  um- 
gestaltet;  auf  dieser  werden  dann  dem  einzelnen  Punkte  Immer  ^  Werte 
^'  zugewiesen  sein,  und  es  sind  das  ersichtlich  die  Werte  j&'(J 


wo  die  Et  ein  zum  Schema  (n?  1  )   gehorendes   Reprasentantensystem 

durchlaufen.  Jetzt  liegt  aller  Nachdruck  darauf,  dass  wir  jeclem  dieser 
^  Zahlwerte  ^(^(co))  jeweils  auch  nocli  den  zugehorigen  Wert  J(Rt  (co)) 
hinzugesellen  konnen.  Solcherweise  entspringen  als  dem  ursprilnglichen 
Wertsystem  s9  J  zugewiesen  ^  Wertsystenie  &fy  J',  und  durch  diese 
letzteren  kann  man  offenbar  ^  Punkte  der  Flache  Ffl  als  definiert 
ansehen.  Der  Transformation  nic*  Ordnung  von  bestimmtem  Schema  ent- 
spriclit  in  diesem  Sinne  eine  gewisse  Pwiktcorresypondeng****)  auf  der 
Eiemann3  sclien  Fldclie  F^,  lei  welcher  jedem  Punkte  der  F^  lestimmte 
il>  Punkte  derselben  zugewiesen  sind,  eine  Corresponded,  die  als  soMie 
vom  gerade  gcivalMen  Modulsystem  &,  J  undbliangig  istf). 


*)  Diese  Gleichung  1st  von  G-iitzlaff  enfcwickelt  in  der  Abhandlung:  Aeguatio 
modularis  pro  transformatione  functionum  elUyticarmn  septimi  ordinis,  Crelle's  Jour- 
nal, Bd.  12  (1832). 

**)  Of.  Fundamenta  nova  Artikel  SO. 

***)  Diese    zuerst   in   der  Geometrie   gebrauchte  Benemrang   (man   sehe   die 
gleich  folgende  Entwieklung)  rtihrt  von  Chasles  her. 

f)  In  der  That  lasst  sich  das  namliche  Resultat  anfs  leichteste  mit  Htilfe 
der  Satze  des  vorigen  Kapitels  unter  directern  Gebrauch  der  Eeprasentanten  -Kt.(oo) 
und  der  Fundamentalpolygone  der  co-Halbebene  zur  Ableitung  brlngen,  ohne  dass 
dabei  irgend  wie  von  bestimmt  gewahltea  zum  Polygon  gehorigen  Modulfunc- 
tionen  die  Rede  ware.  Auf  die  hiermit  gemeinte  Auffassung  werden  wir  welter 
unten  (im  letzten  Absehnitt)  noch  ansfuhrlicher  zuruckkommen. 
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Die  so  gewonnene  Auffassung  der  Transformation  ist  ganz  un- 
abhangig  davon,  ob  das  Geschlecht  der  Fl'ache  FfL  p  =  0  oder  p  >  0 
ist.  Trifft  ersteres  zu,  so  sei  0  ein  zugehoriger  Hauptmodul;  wir  werden 
in  diesem  Falle  die  fragliche  Correspondenz  durch  eine  algebraisclie 
Gleichung  f(&',  $}  =  0  in  Bezug  auf  &'  vom  Grade  ^  ausdrucken, 
welche  offenbar  die  zugehorige  Modulargleiehung  ist.  Ist  aber  p  >  0, 
so  kann  eine  einzelne  Grosse  &  zum  Ausdruck  der  Correspondenz 
nicht  mehr  hinreichen;  da  wiirde  die  Relation  f(#',  0)  =  0,  wie  wir 
wissen  den  ifjien  Grad  uberschreiten.  Vielmehr  werden  wir  hier  die 
Moduln  0Q,  019  .  .  .,  8v-i  eines  vollen  Systems  immer  tzugleicti  der  ein- 
gelnen  Transformation  nter  Ordnung  imterwerfen  milssen;  ivie  wir  aber 
diese  MJoduln  $  ubrigens  wahlen,  ist  durcliaus  gleichgultig.  Wenn  wir 
jetzt  vermoge  der  &  die  Flache  F^  nach  den  in  I  p.  557  u.  f.  auseinander- 
gesetzten  Anschauungsweisen  auf  eine  Carve  G  des  Raumes  Kv  von 
v  Diniensionen  abbilden,  so  werden  wir  den  vorhin  ausgesprochenen 
Grundsatz  auch  folgendermassen  forniulieren  konnen:  Auf  der  Curve 
C  des  G-eschlechtes  p  'begnmdet  die  Transformation  wter  Ordnung  von  "be- 
stimmtem  Schema  eine  gewisse,  ubrigens  algebraische  ,  Correspondent,  lei 
der  jedem  Purihte  der  C  'bestimmte  ty  tceitere  Punkte  derselben  ttugeordnet 
sind.  Diese  Correspondenz,  die  wir  hinfort  als  eine  Modularcorrespondeng 
bezeichnen  wollen;  wird  darch  die  algebraischen  Relationen  zwischen 
den  ursprilnglichen  nnd  transformierten  Moduln  #Q,  #1}  .  .  .,  zv—  i  zum 
Ausdruck  gebracht. 

So  hat  sicn;  indein  wir  der  Transformation  der  Hauptnioduln 
diejenige  der  Modulsysteme  anreihen,  die  Lehre  von  den  Modular- 
gleichungen  als  erstes  Glied  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Modular- 
corresponden&en  erwiesen,  welch7  letztere  in  alien  wesentlichen  Punkten 
die  Einfachheit  der  Modulargleichungen  teilen,  in  Anbetracht  des 
Grades  ty,  der  Vertauschbarkeit  der  Argumente  und  der  Galois'schen 
Gruppe*).  An  die  ausfiihrliche  Betrachtung  der  Modularcorrespondenzen 
wollen  wir  mit  alien  Mitteln  der  modernen  Functionentheorie  heran- 
treten;  um  dieselben  aber  herbeizuschaffen,  niiissen  wir  diese  Unter- 
suchung  bis  in  den  tibernachsten  Absehnitt  verschieben.  Hier  nur 
noch  die  Deutung,  welche  die  Gleichungen  (1)  und  (3)  init  Hiilfe  der 
jetzt  gewonnenen  Gesichtspunkte  erlangen, 

Die  beiden  Modulfunctionen  ]/A,  ]/l  —  A  oder;  wie  wir  hier 
zweckmassiger  sagen^  "j//c?  j/F  bilden  das  voile  Modulsysteni  einer  zur 


*)  Diese  zu  dea  Modularcorrespondenzen  fiihrende  Gedankenentwicklung 
•wurde  von  Hrn.  Klein  zuin  eraten  Male  in  der  zu  Anfang  des  Kapitels  genannten 
Arbeit  sMzziert;  auf  die  hieraer  gehorigen  Arbeiten  der  Herren  Hurwitz  und 
E.  Fiedler  komroen  wir  unten  ausfuhrlich  zuruck. 
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16ten  Stufe  gehorenden  ausgezeiehneten  r384;  welche  man  in  Bd.  I 
p.  679  (oben)  definiert  findet.  Das  Polygon  derselben  wird  vermoge 
dieses  Modulsystems  eindeutig  auf  die  Curve  achter  Ordnung: 

bezogen,  welcbe  wir  unter  Aufnahme  der  horaogenen  Coordinaten 
(5)  XitXt'.fy  —  yk:  Yk' :  1 

in  der  bomogenen  Gleicbungsform  anschreiben: 
(fi\  r  s    i    r  s T  s  _  A 

Vuy  •*-!    ~  ^2          ^3  J- 

1st  nun  der  Transform ationsgrad  n  eine  beliebige  ungerade  Zahl,  so 
wird  ganz  offenbar  die  T384?  modulo  16  reduciert,  dureh  to'  =====  n  CD  in 
sieh  transformiert?  so  dass  z.  B.  fiir  n  =  7  auf  der  durch  (6)  dar- 
gestellten  (78  eine  algebraische  Correspondent  entspringt,  die  jedem 
Punkte  der  C8  acht  weitere  Punkte  zuweist.  Hier  werden  wir  nun 
die  Gleiehung  (3)  dahin  interpretieren,  dass  die  in  Eede  stehende 
Correspondent  in  einfachster  Weise  durch  gerade  Linicn  sum  Aussclmitt 
gebracht  wird.  Fuhren  wir  namlich  der  Gleiehung  (5)  entsprechend 
fiir  die  tracsformierten  Moduln  die  Bezeichuung  ein: 

so  schreibt  sich  Gleiehung  (3)  in  die  neue  Gestalt  urn: 

(7^  y    X          \       y^X       y    X      =    Q. 

Jedem  festen  Punkte  (xl9  x^  x^)  der  C8  entspreehen  soleherweise  bei 
unserer  Correspondenz  diejenigen  acht  weiteren  Punkte,  welche  durch 
die  Gerade  (7)  ausgeschnitten  werden;  naturlich  sind  dabei  die  y£  als 
die  laufenden  Coordinaten  der  Os  anzusehen.  In  ganz  aualoger  Weise 
wird  man  die  Interpretation  der  Legendre'schen  Modulargleiehung  (1) 
an  die  ausgezeiehnete  f96  der  aehten  Stufe  resp.  an  die  zugehorige 
Curve  vierter  Ordnung  anknlipfen. 

Gehen  wir  beilauftg  dureh  Adjunction  von  |/&7c'  zu  den  Stufen  12 
bez.  24  und  48 ,   so  sind  z.  B.  auch  die  folgenden  Relationen : 

+  2       f/MFf=l? 
(8) 


die  der  Eeihe  nach  den  Transformationsgraden  n  =  5,  11?  23 
spreehen,  auf  Grund  der  skizzierten  Theorie  der  Modularcorrespondenzen 
unmittelbar  verstandlich;  es  handelt  sieh  dabei  urn  Correspondenzen 
gten?  -^2ten  und  24ten  Grades  auf  den  zugehorigen  Raumeurven.  Wir 
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kornmen,  wie  sclion  gesagt,  auf  diese  Gegenstande  im  letzten  Abschnitt 
nodi  ausfiihrlicli  zuruek,  wo  wir  dann  auch  die  naheren  litterarischen 
Angaben  iiber  die  Gleichungen  (8)  zu  machen  haben. 

Die  hierniit  gekennzeichnete  functionentlieoretisclie  Auffassung  der 
irrationalenModulargleichungen  ist;  wie  wir  bemerkten;  clurchaus  neueren 
Datums;  die  friilieren  Untersuchungen  anderer  Mathematiker  zielten 
mehr  auf  directe  Herstellung  einzelner  fur  besondere  Falle  geltender 
eleganter  Formeln  ab;  Dies  1st  beispielsweise  die  Tendenz^  welch  e  die 
Dissertation  von  Hrn.  Scfiroter**)  beherrscht.  Was  die  dort  verwandte 
Metliocle  angeht;  so  bemerke  man,  dass  die  soeben  mitgeteilten 
irrationalen  Modulargleichungen  vermoge  der  auf  p.  30  angegebenen 
Formeln  (5)  in  Eelationen  zwischen  den  urspriinglichen  und  trans- 
formierteii  ^-Nullwerten  &Q9  ^2;  ^  ubergehen.  Das  Problem  war  also; 
entsprechende  Relationen  zwischen  ^-Teilwerten  fiir  die  einzelnen  Trans- 
forniationsgrade  direct  herzustellen;  und  die  Operationsbasis  lieferten 
hierfur  die  Reihen-  und  Productentwicklungen  der  0-. 

Die  Betrachtung  derartiger  ^-Relation en  gewann  daclurch  ein 
historisches  Interesse,  dass  man  ini  Gauss;sclien  Nachlass  hierher  ge- 
horige  Entwicklungen  vorfand**).  Gauss'  ?7neue  Transcendenten" 
P(ic),  Q(%),  R(x)  sincl  geraclezu  rait  den.  Nullwerten  ^0?  ^27  ^3  iden- 
tisch;  und  die  Gauss^schen  Entwicklungen  ergeben  bei  dieser  SacMage 
^-Relationen  fur  die  Transformationsgracle  3  und  5.  TJntersucliungen 
liber  derartige  Relationen  fur  n  =  33  5?  7  ....  sind  sehr  zahlreicli 
angestellt  worden  und  setzen  sich  bis  in  die  neueste  Zeit  fort***). 
Man  hat  sich  dabei  im  allgemeinen  keineswegs  nur  auf  eine  einzelne 
Relation  fiir  jeden  Transforrnationsgracl  beschrankt,  welche  geeignet 
ware,  die  betreffende  Jacobi7sche  Modulargleichung  zu  ersetzen.  Viel- 
mehr  ergaben  die  Methoden  zumeist  gleich  eine  grosse  Menge  ver- 


*)  De  aequationibus  modulanbus,   Regiomonti  1854;    vergl.  aucli    die  Mit- 
teilung  in  Bd.  V  der  Acta  Mathematica ,  p.  208  (1884). 

**)  Man  sehe  die  Abhandlungen  »Zur  Theorie  der  neuen  Transcendenten"  Im 
dritten  Bande  der  gesammelten  Werke  p.  465. 

***)  Wir  machen  etwa  die  folgenden  Abbandlungen  namhaft:  Sc  her  ing, 
Mitteilungen  uber  den  dritten  Band  von  Gauss'  WerJaen  (Math.  Ann.  Bd.  1,  1868); 
Goring,  Untersuchung  fiber  die  Teilwerte  der  Jacob? schen  Thetafunctionen  und 
die  im  Gauss'sclien  NacMasse  mitgeteilten  Bezitliungen  derselben  (Math.  Ann. 
Bd.  7,  1874);  Herstowski,  Zw  Theorie  der  Jacob? schen  Thetafunctionen  (Math. 
Ann.,  Bd.  11,  1876);  Krause,  Sar  la  transformation  des  fonctions  elliptigues 
(Acta  Math.  Bd.  3,  1883);  F.  Muller,  Zwr  Transformation  der  &-Functionen 
(Grunert's  Archiv,  2te  Beihe  Bd.  1,  1884);  Rohde,  Zwr  Transformation  der 
fr-Functionen  (ebenda  Bd.  3,  1885);  Bus s el,  On  hi  — VI'  modular  equations, 
(Lond.  Math.  Soc.  Proc.  Bd.  19,  1888). 
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sehiedener  Relationen,  von  denen  man  die  eleganteren  fertlg  berechnete, 
ohne  Indessen  des  geuaneren  die  zwisclien  Ihnen  bestehenden  alge- 
braischen  Bezieliungen  zu  verfolgen.  Wie  diese  Bezienungen  aus  der 
Theorie  der  Modulfunctionen  entspringen7  und  wie  daraufliin  die 
Gesamtheit  der  beiui  einzeinen  •  Transform ationsgrad  eintretenden 
^-Relationen  auf  Grund  einheitlicher  algebraischer  Principien  leicht 
uberblickt  werden  kann;  1st  vom  Herausgeber  gelegentlich  erortert 
und  fur  die  Transformationsgrade  n  ==  3,  5  vollstandig  durchgefuhrt 
worden*). 


*)  Vgl.  die  Leipziger  Dissertation:  Uber  Systeme  elUptiscJier  Modulfunctionen 
(Braunschweig,  1886)  sowie  die  Abbandlung:  Die  Congruensgruppen  der  sccJisten 
Stufe  (Math.  Ann.  Bd.  28,  1886). 


Punftes  Kapitel. 

Anwendung  der  Modulatgleiclmngeii  erster  Stnfe  araf  die  Tlieorie 
der  gaimaliligen  Mnaren  quadratisclien  Eormen. 

Ini  Abschnitt  II  Kap.  3  (Bel.  I  p.  243  u.  f.)  ist  die  Anwendung 
auseinandergesetzt,  welehe  die  Modulteilung  der  ca-Halbebene  auf  die 
Lehre  von  den  ganzzakligen  binaren  quadratischen  Formen  der 
elementaren  Zahlentheorie  zulasst.  Vermoge  zweckm'assiger  geo 
metrischer  Representation  der  Forrnen  gelang  es,  die  Aequivalenz  und 
Reduction  der  Formen  mit  den  rein  anschaulichen  Mitteln  der  Modul- 
teilung  zur  Darstellung  zu  bringen,  und  zugleich  wurde  die  Endlichkeit 
der  Classen anzahl  bei  gegebener  positiver  wie  negativer  Determinante 
D  durch  ein  paar  tinzukomniende  arithmetische  ScMusse  festgestellt. 
Man  weiss,  dass  die  Bestimmung  dieser  Classenanzahl  bei  gegebener 
Determinante  D  den  Hauptgegenstand  in  der  eingehenderen  Tlieorie 
jener  quadratisclien  Formen  ausmacht;  und  liier  ist  es  nun?  wo  uns 
die  in  den  voraufgehenden  Kapiteln  entworfene  Transformationstheorie 
und  insbesondere  die  Theorie  der  Modulargleichungen  eine  Reihe 
schoner  Anwendungen  zu  Gebote  stellt.  Die  Arbeiten  von  Kronecker 
und  Stephen  Smith,  an  die  wir  dabei  anzukniipfen  haben  (die  ge- 
naueren  Citate  folgen  weiterhin  im  Text)  gehen  von  den  Modular- 
gleichungen zweiter  Stufe,  bez.  den  Jacobi'schen  Modulargleichungen 
aus.  Wollen  wir  indes  die  allgemein  verbreitete  G-estalt  der  Theorie 
der  quadratischen  Formen  benutzen  und  so  der  Uberlegung  die  ganze 
bei  ihr  erreichbare  Binfachheit  und  Ubersichtlichkeit  erteilen;  so  rmissen 
wir  zunachst  die  Transformation  erster  Stufe  und  also  die  Modular- 
gleichungen erster  Stufe  zu  Grunde  legen;  und  in  der  That  finden  wir 
hier  einen  neuen  Beleg  fur  die  Richtigkeit  der  uberall  von  uns  fest- 
gehaltenen  Anschauungsweise,  dass  man  die  erste  Stufe  vor  den  ubrigen 
in  Betracht  ziehen  soil.  Selbstverstandlich  ist  Hermit  gemeint,  dass  die 
hoheren  Stufen  sp'aterhin  in  entsprechender  Weise  untersucht  werden 
sollen,  wie  dies  im  folgenden  Kapitel  und  in  deni  sechsten  weiter 
unten  folgenden  Abschnitt  noch  geschehen  wird.  —  Uber  die  sich 


IV,  5.    Arithmetische  Anwendungen  der  Modulargleichungen  erster  Stufe.    161 

unniittelbar  an  die  Auseinandersetzungen  des  gegenwartigen  Kapitels 
anschliessende  Theorle  der  complex  en  Multiplication  der  elliptiscJben 
Functionen  konnen  wir  leider  nur  einen  kurzen  Bericlit  anfiigen  und 
miissen  im  iibrigen  auf  die  sonstigen  Bearbeitungen  dieses  Gegen- 
standes  verweisen. 


§  1.    Erganzende  Satze  iiber  die  foin&ren  qnadratisclien  Formen 
und  ilire  geometrisclie  Beprasentation. 

Bevor  wir  zuin  eigentlichen  Gegenstande  unserer  neuen  Unter- 
sucliung  iibergelien,  mtissen  wir  vorab  erne  Reihe  von  allgemeinen 
Satzen  iiber  die  ganzzaMigen  bin'aren  quadratisclien  Formers,  zusaminen- 
stellen,  welche  die  in  Bd.  I  1.  c.  entworfene  Theorie  dieser  Form  en 
in  verschiedenen  Punkten  erganzen. 

Eine  vorliegende  Form  (a,  ft,  c)  geht  durch  die  ganzzalalige  Substitu- 
tion #'=  —  oc,  yf  —  y  der  Determinante  —  1  in  (a,  —  &,  c)  iiber.  Hat 
sie  die  negative  Determinante  D  =  —  A  ,  so  geht  dabei  der  reprasen- 

tierende  Punkt  —  der  neuen  Form  aus  dem  der  ursprungliclien? 

—  —  i-i^     durcli   Ausiibung    der   Moclulsubstitution    metier   Art   A 

Qi 

hervor.     Das  Gleicne   gilt    im   Falle   einer  positiven  Determinante  D 
von  den  beiden  repr'asentierenden  Halbkreisen  der  fragliehen  Formen: 


Nun  ist  jede  niit  (a?  &?  c)  im  Sinne  des  zaMentlieoretisclien  Sprach- 
gebrauchs  ^uneigentlicn"  aquivalente  Form,  mit  (a?  —  5?  c)  eigentlicb. 
"Equivalent  ,  und  also  folgt  ohne  weiteres  der  Satz:  Sind  &wei  Formen 
(a,b,c),  (a'7  l)fy  c')  uneigentlicli  aquivalent,  so  gelien  die  reprasentierenden 
Pwikte  beg.  HaTbkreise  durcJi  Modulsubstitutionen  swelter  Art  auseinander 
hervor,  und  umgeftehrt*). 

Vor  allem  mogen  nun  liier  unter  Berueksichtigung  der  uneigent- 
liclien  Aquivalenz  und  also  der  Substitution  en  zweiter  Art  die  Satze 
iiber  die  Transformationen  der  einzelnen  Form  in  sieh  eine  umfassende 
Zusammenstellung  finden?  und  zwar  erstlich.  fiir  negative  Deterniinanten. 
Wir  nehmen  bei  D  <  0  ubrigens  die  Pormen  sogleicn  in  der  Gestalt 
(P,  Q,  K)  d.  i  Px*  +  Qxy  +  Ey2  an,  die  wir  in  I  p.  250  unter  dem 
Texte  einfuhrten.  Als  Determinante  haben  wir  dann 

(1)  D  =  -  A  =  Q?  -  4PR, 


*)  Man  vergl.  die  vorMufige  Mitteilnng  unter  dem  Texte  von  I  p.  249. 
Kleiu-IPricke,  Modulfonctionen.  II.  11 
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und  der  reprasentierende  Punkt  wird: 


Es  liegt  dieser  Form  el  offenbar  die  Annakrne  zu  Grunde,  dass  wir 
bier  *mr  mit  positiven  Formen  (P,  Q,  It)  arbeiten  wollen,  da  anderen- 
falls  der  in  (2)  gegebene  Punkt  to  der  negativen  Halbebene  angelioren 
wurde. 

Liegt  der  reprasentierende  Punkt  (2)  iin  Innern  seines  Elementar- 
dreiecks,  so  wissen  wir;  dass  (P,  Q}  It)  nur  durcli  die  Identitat  in  siob. 
iibergefiilirt  wirci 

Die  nachste  Besonderheit,  welclie  nunmehr  eintreten  kann;  ist 
diejenige?  dass  der  Punkt  (2)  auf  einem  Symmetriekreise,  jedoch  nicht 
gerade  in  eiuer  Ecke  der  Modnlteilnng  liegt.  Alsdann  geltt  (P;  Q,  K) 
ausser  durcli  1  nocli  durcli  die  zu  jenero.  Symmetriekreise  geliorende 
Spiegelung,  insgesamt  also  durch  die  Operationen  einer  in  der  erwei- 
terten  T  enthaltenen  ^2  in  sieb.  fiber  und  ist  also  sich  selbst  zugleich 
eigentlich  und  uneigentlich.  aquivalent,  Trifft  dies  zu?  so  konnen  wir 
sofort  zu  (P,  Q,  It)  aquivalente  Formen  in  unendliclaer  Zahl  angeben, 
deren  reprasentierende  Punkte  auf  den  yerticalen  Geraclen  der  Modul- 
teilnng  liegen.  Formen  (P,  Q?  B)  der  letzteren  Art  sind  durcb.  die 
Eigensehaft  charakterisiert,  dass  ihr  mittlerer  Coefficient  Q  durcb.  den 
ersten  P  teilbar  ist.  Das  sind  aber  die  anibigen  Formen*),  und  wir 
formulieren  sofort  den  Satz:  Ist  eine  Form  sich  selbst  uneigentlich  aqui- 
valent,  so  gehiirt  sie  einer  ambigen  Formclasse  an.  Wir  konnten  drei 
Arten  von  anibigen  Formclassen  unterscbeiden,  je  nach  der  Seite  des 
schraffierten  Ausgangsdreieeks,  auf  der  der  reprasentierende  Punkt  ge- 
legen  ist;  die  reducierten  Formen  dieser  drei  Arten  yon  Formclassen 
haben  bez.  die  Geatalt  (P,  0,  JB),  (P,  Q,  P)  und  (P?  P,  JR). 

Der  Fall,  dass  der  reprasentierende  Punkt  (2)  einer  vorgelegten 
Form  in  einer  mit  CD  =  i  oder  $  aquivalenten  Ecke  der  Modulteilung 
gelegen  ist,  wurde  bereits  I  p.  247  ausfubrlict  betracbtel  Wir 
konnen  hinzusetzen,  dass  die  hierher  geborenden  Fornien  stets  ambig 
sind  und  als  reducierte  Formen  die  Gestalt  (P,  0,  P)  bez.  (P,  P,  P) 
baben.  Die  gesamten  Substitutionen,  welcbe  eine  Form  (P,  Q,  E) 
fraglicher  Art  in  sich  iiberfiihren;  bilden  eine  (?4  bez,  eine  GQ. 

Sei  jetzt  (a,  J,  c)  in  der  gewohnten  Bezeicbnung  fflr  eine  Form 
der  positwen  Deterrninante  D  gebrauclat;  so  wissen  wir  zuvorderst; 
dass  zu  dieser  Form  eine  cyclische  Gruppe  G^  von  hyperboliscben 


Of.  Dirichlet-Dedekind,  Zalilenfheorie  p.  138, 
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Substitutionen  gehort?  welche  (a,  b,  e)  in  sich  transformieren;  die  er- 
zeugende  Substitution  dieser  G^  war 


wo    T,    U    die    kieinste    positive    Losung    der    Pell'schen    Gleichung 
t2  —  Dif  =  <52  darstellte  and  <?  der  Teller  der  Form  (a,  b,  c)  war. 

Als  Specialfall  betraehten  wir  zunachst  wieder  den;  dass  (a,  b,  c) 
sich  selbst  uneigentlicli  Equivalent  ist.  Es  muss  alsdann  der  reprasen- 
tierende  Halbkreis  von  (a?  6,  c)  durch  die  betreffende  Modulsubstitution 
zweiter  Art  in  sich  ubergefuhrt  werden.  Hierbei  aber  ist  sogleicli 
noch  eine  wichtige  Bemerkung  einzuschalten :  Sind  (a?  b,  c)  und  (a,  b'y  cf) 
aquivalent,  so  gent  durch  die  betreffende  Modulsubstitution  erster  Art 
die  erste  Wurzel  von  ac?2+  2&co  +  c  =  0  wieder  in  die  erste  von 
a'&>2  +  25'co  +  c'  —  0  uber  (cf.  1  p.  251);  gelien  wir  aber  durch.  die 
Substitution  co'  =  —  o>  von  (a,  b,  e)  zur  uneigentlicli  aquivalenten 
Form  (a,  —  &;  c),  so  wird  aus  der  ersten  Wurzel  der  einen  Form  die 
zweite  der  andern.  Nun  wollten  wir  die  Operation  cor  ==  —  co  (um  in 
der  positiven  co-Halbebene  zu  bleiben)  durcli  die  Modulsubstitution  A 
ersetzen.  Da  ist  denn  also  (was  geometrisch  sofort  evident  ist)  der 
Pfeil,  niit  deni  wir  in  I  p.  251  den  Halbkreis  von  (af  b}  c)  ausgestattet 
dacMen,  bei  Ausubung  von  A.  gerade  urnzukehren,  damit  er  die  ricli- 
tige  Lage  des  zu  (a,  —  b,  c)  geborenden  Pfeiles  auf  dem  zugeborigen 
Halbkreise  angiebt.  Das  ist  natiirlieh;  wie  man  sofort  bemerken  wird? 
eine  allgemeine  Regel  fur  uneigentlicli  aquivalente  Formen  (da  doeli 
bei  eigentlicher  Aquivalenz  die  erste  Wurzel  der  einen  Form  inirner 
wieder  die  erste  der  anderen  Form  ergiebt?  und  somit  Umkelirung  des 
Pfeiles  tier  nicht  eintritt).  Wenn  wir  also  jetzt  zur  obigen  Form 
(a,  b,  c)  zuriickkeliren,  die  durch  V  in  sicn  selbst  tibergefiihrt  wird, 
so  werden  wir  gleieh  des  genaueren  sagen:  der  zugeliorige  Halbkreis 
wird  durcli  V  derart  in  sicli  transformiert,  dass  dabei  seine  beiden 
auf  der  reellen  Axe  stehenden  Fusspunkte  permutiert  werden.  V  hat 
denizufolge  auf  dem  Halbkreise^  und  zwar  im  Innern  der  Halbebene, 
einen  Fixpunkt  und  ist  somit  nach  I  p.  226  eine  Spiegelung;  also  das 
Resultat :  Ist  (a,  b,  c)  sick  selbst  tm&igentlich  aquivalent,  so  schneidet  der 
reprasentierende  SalbJcreis  einen  und  damit  imendlwh  mele  Symmetrie- 
kreise  der  Modulteilung  orthogonal;  die  gugeJiorigen  Sgiegelungen  erweitern 
die  aus  (3)  #u  er  zeugende  G&  auf  eine  6r2oo,  wefeJie  nun  die  gesamtm, 
(a,  6;  c)  in  sick  uberfiihrenden  Substitutionen  giebt  —  Indem  man  einen 

11* 
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einzelnen  der  orthogonal  getroffenen  Symmetriekreise  der  Modulteilung 
in  eine  senkrechte  Gerade  derselben  transforniiert,  geht  (a,  &,  c)  in 
eine  solche  aquivalente  Form  (a',  V,  c')  uber;  deren  doppelter  mittlerer 
Coefficient  26'  durch  a!  teilbar  ist.  Die  mit  sich  seTbst  uneigentlich 
aquivalenten  Formen  liefern  uns  also  auch  lei  D  >  0  wieder  die  ambigen 
Classen  der  Determinants  D.  Unter  den  zugehorigen  reducierten  Formen 
lassen  sich  solche  auffinden,  die  eine  der  drei  Gestalten  (a,  0?  c), 
(a,  "bj  a)y  (26,  6,  c)  besitzen. 

Soil  zweitens  (a,  &,  c)  ausser  durch  die  Operationen  der  G*>  noch 
durch  eine  weitere  Modulsubstitution  erster  Art  in  sich  tibergehen,  so 
konnte  dies  nur  eine  V2  sein;  deren  Fixpunkt  auf  dem  Halbkreise  von 
(a,  I,  c)  liegt.  Inzwisehen  wird  (a,  b,  c)  durch  V2  doch  nicht  in  sich^ 
sondern  vielmelir,  "wie  man  aus  der  obigen  Betrachtung  iiber  die  Pfeil- 
richtungen  der  Halbkreise  ersieht,  in  ( — a,  — 6?  —  e)  transformiert? 
welch7  letztere  Form  wir  als  zu  (a,  6,  c)  invers  bezeichnen  mogen. 
Wir  merken  demnaeh  als  ersten  Satz  an:  Eine  Formclasse  ist  stets 
und  nur  dann  sich  selbst  invers,  wenn  auf  dem  Halbkreise  einer  in  fhr 
enthaltenen  Form  ein  und  damit  gleich  unendlich  mele  mit  o  ==  i  dgui- 
valente  Pwikte  liegen.  Die  unendlich  Yielen  zu  den  durchzogenen  Ecken 
der  Modulteilung  gehorenden  elliptischen  F2  erganzen  die  aus  (3)  ent- 
springende  Gm  zu  einer  Grgooj  deren  Structur  den  endlichen  Gruppen 
des  Diedertypus  analog  ist  (vgl.  die  Note  in  I  p.  269). 

Im  letzteren  Falle  einer  sich  selbst  inversen  Classe  erfahrt  die  in 
I  p.  257  gegebene  Erorterung  eine  wesentliche  Erganzung^).  Man 
hatte  dort  den  reprasentierenden  Kreis  von  (a;  &,  e)  in  eine  ge- 
schlossene  Kette  von  das  Ausgangsdreieck  durchsetzenden  Kreis- 
segrnenten  transformiert,  die  (in  gewisser  Richtung  durchlaufen)  ein 
Bilcl  fiir  die  Periode  der  reducierten  Forrnen  abgaben  (cf.  Fig.  64, 
1  p.  257),  Gelangen  wir  nun  Tbeirn  Durchlaufen  der  Kette  zu  a  ==  i,  so 
wird  uns  die  deninachst  anzuwendende  Operation  T  zu  dem  gerade 
voraufgehenden  Segment  zurtickfuhren,  das  wir  jetzt  nur  in  entgegen- 
gesetzter  Riehtung  durchlaufen.  So  wird  sich  also  die  ganze  Kette  in 
diesem  Specialfalle  aus  mei  coincidierenden  Halften  0usammenset0en,  deren 
ein#elne  wir  erst  in  der  einen,  Jiernach  sogleicfi  in  umgekehrter  Richtung 
durchlairfen. 

Nun  aber  folgende,  fiir  unsere  weiteren  Entwicklungen  wichtige 
Massnahme:  Wir  durchlaufen  von  co  ==  i  beginnend  nur  die  Halfte 
unserer  Kette  und  kommen  so  zu  co  «==  i  zuriick.  Das  letzte  dabei  durch- 

*)  Dies  ist  zugleicli  die  einzige  bier  ndtige  Brg'anzung ;  insbesondere  wird 
man  leicht  bemerken,  dass  der  Punkt  co  =  Q  keineswegs  eine  ahnliche  Aus- 
Bahinerolle  spielt,  wie  co  ==  i. 
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laufene  Kreissegment  repr'asentiert  eine  Form  (a,  b,  —  a);  und  nun 
beseiireibe  man  das  zu  diesem  Segment  Im  Punkte  co  =  i  orthogonale; 
letzteres  reprasentiert  die  Form  ( —  5,  a,  b)  der  Determinante  D;  welche 
aus  (a,  b,  — a)  vermoge  der  irrationalen  Substitution  der  Determinante  1: 

1,1  ,  l.i 

x  = -— ;X-\ — «/.     y  = •=x  +  —=y 

1/2   ^  y% J '   J         y%   ^  y 2 J 

hervorgeht.  Es  sehiiesst  sieh  solcherweise  an  die  erste  Kette  eine 
zweite;  welche  wir  jedoch  wieder  nur  zur  Halfte  durchlaufen,  um  jetzt 
in  gleicher  Weise  eine  dritte  Kette  anzureihen.  Es  ist  selbst- 
verstandlich,  dass  dieses  System  an  einander  gereihter  Ketten  sich 
nach  einer  endliclien  Anzahl  von  Sehritten  schliesst.  Ob  aber  dabei 
alle  bei  der  Determinante  D  eintretenden?  sicli  selbst  inversen  Classen 
in  ein  geschlossenes  System  aufgereiht  sind  oder  nicht;  wollen  wir  iiier 
allgemein  nicht  melir  entscbeiden. 

Endlich  noch  die  erlauternden  Zus'atze:  Nicht  jede  anibige  Olasse 
ist  sich  selbst  invers;  so  z.  B.  wird  die  Hauptforni  (1,  0;  —  D)  der 
Determinante  Df  welche  ja  stets  ambig  ist,  hochstens  dann  mit  ihrer 
inversen  Equivalent  sein  konnen,  wenn  D  nur  Priuiteiler  der  Form 
(4ch  -f-  1)  besitzt.  NicJit  jede  sick  seTbst  inverse  Classe  ist  ainbig;  solches 
zeigt  z.  B.  die  Form  (14,  —  6,  —  14)  der  Determinante  D  =  221, 

auf  deren  reprasentierendeni  Kreise  c?  =  i  und  co  =  T" zwei  con- 
secutive Ecken  der  Modulteilung  siud.  Man  liest  aus  Fig.  36  (I  p.  113) 
obne  weiteres  ab,  dass  die  Halfte  der  zugehorigen  Formenperiode  funf 

Reducierte  liat;  dass  aber  zwischen  den  beiden  Punkten  o>  =  i,  "J"  * 
kein  Modulkreis  orthogonal  zum  reprasentierenden  Kreise  von 
(14,  —  5?  —  14)  verlauft.  Natiirlich  giebt  es  aucli  Classen,  die  gleicli- 
seitig  ambig  und-  sich  selbst  invers  sind  (vgl  z.  B.  die  unten  zu  be- 
tracbtenden  Formclassen  der  Determinante  D  =  5);  eine  hierher  ge- 
horende  Form  wircl,  vom  Zeicnenwecnsel  ihrer  Coefficienten  abgesehen; 
insgesarat  durch  die  Operationen  einer  in  der  erweiterten  Modulgruppe 
enthaltenen  (?4oo  in  sich  iibergefuhrt. 

§  2.    Bezielmng  der  Modulargleiclmngen  erster  Stufe  zu  den 
quadratischen  Iformen  positiver  Determinante. 

Die  Smitli'sclie  Curve. 

Fiir  die  eigentliche  Transformation  ni&T  Ordnung  hatten  wir  oben 
(p.  54  u.  f.)  eine  Modulargleichung  erster  Stufe  f(J',  J)  =  0  als 
existierend  nachgewiesen  und  der  naheren  Untersuchung  unterworfen. 
Ihre  linke  Seite  war  eine  ganze  rationale  und  symmetrische  Function 
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der  beiden  Argumente  J"'  und  Jy  und  zwar  stiegen  beide  bis  auf  den 
G-rad  ty(n)  in  derselben  an;  die  numerischen  Coefficienten  in  f(J',  J) 
waren  dnrchgehends  reell  und  rational.  —  Man  zerlege  nun  J  in 
seinen  reellen  und  imaginaren  Bestandteil:  J=X-}~iY  and  sucke 
nacli  denjenigen  Punkten  J  der  XY-Ebene,  fur  welche  mindestens 
einer  von  den  ^(n)  zugehorigen  Werten  J'  den  zu  J"  conjugiert  coni- 
plexen  Wert  J'  «*  X  —  *  Y"  annimmt.  Zu  dein  Ende  wird  man 
JT'sa:  X  —  i  Y,  /==  X  4-  ^  Y  in  die  linke  Seite  der  Modulargleiehung 
substituieren,  welch  e  daraufhin  in  eine  ganze  rationale  Function  der 
beiden  reellen  Variabelen  X,  Y  ubergeht;  dieselbe  wird  offenbar  wieder 
durcbgeliends  reelle  rationale  Coefficienten  besitzen  und  von  Y  aus- 
scbliesslick  Potenzen  init  geraden  Exponenten  aufweisen.  Indem  wir 
die  so  gewonnene  Function  rait  Null  identisch  setzen: 

(1)  f(X  -iY,X  +  iY)^  Ji(X,  Y)  =  0, 

entspringt  die  Gleichung  einer  in  der  J^Ebene  gelegenen  algebraiscben 
Curve,  von  der  uns  vorab  einzig  die  reellen  Punkte  interessieren;  in 
der  That  Hefern  uns  diese  gerade  alle  liier  gesuclaten  Werte  J  (fiir 
welche  wenigstens  eines  der  zugehorigen  J'  rait  J  conjugiert  complex 
ist).  Man  bemerke  ubrigens  sogleich,  dass  die  Curve  A—  0  Syninaetrie 
in  Bezug  auf  die  X-Axe  aufweisen  wird. 

Die  fragliche  algebraiscbe  Curve  Ik  =  0  steht  nun  in  innigster 
Beziehung  zu  den  quadratischen  Formen  der  positiven  Deterininante 
D  ==  n.  Dm  dies  Mar  zu  legen;  inoge  man  nachsehen,  wie  sicn  Ji  =  0 
vermoge  der  Function  co(J)  auf  das  Ausgangsdreieck  der  Modulteilung 
tibertragi  Damit  wir  hier  gleich  vollen  Anschluss  an  die  ubliche 
Bezeicbnungsweise  der  quadratischen  Formen  erreichen,  schreiben  wir 
eine  Transformation  nter  Ordnung: 

(2)  E(«)  =  ^;    M-ae-n, 

so  dass  gegenuber  der  sonst  gebrauchlichen  Bezeichnung  die  Buchstaben 
a,  bj  c  ftir  den  Augenblick  cyclisch  permutiert  sind.  Ist  jetzt  o>  im 
Ausgangsdreieck  gelegen,  und  ist  J(nV(aty  zu  J(co)  conjugiert,  so 
sind  offenbar  nF(w)  und  —  &  aquivalente  Punkte:  77»F(o>)  =  —  5. 
Da  abor  VnV  in  der  Gestalt  (2)  enthalten  ist;  so  werden  wir 
schreiben 


Sabstituiert  man  Her  ausftihiiicher  fiir  co  den  Wert  (x  +  iy\  so  folgt: 

a(x*  +  y*)  +  (b  +  d)x  +  (6  -  d}iy  +  c  =  0. 
Offenbar  kann  diese  Gleichung  nur  bestehen;  wenn  &  ==  d  ist,  wo  sie 
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clann  fur  den  fraglichen  Pankt  des  Ausgangsdreiecks  die  Bedingung 
liefert: 

(3)  a(aj2  +  ys)  +  26a?  +  c  — 0, 
wahrend  zugleich  die  zweite  Gleicliung  (2)  iibergeM  in: 

(4)  &2  —  ac  =  n. 

So  oft  andrerseits  fiir  einen  Pankt  m  des  Ausgangsdreiecks  elne 
Gleichung  (3)  erfiillt  ist?  in  welcher  a,  ~b,  c  drei  ganze,  der  Bedingung 
£3  —  ac  =  n  geniigende  Zahlen  ohne  einen  alien  gerneinsamen  Factor 

sind?  ebenso  oft  finden  wir  umgekehrt  in  <J'(c®)  =  ^(a^  JL  5)  e*ne  zu 
J(e»)  conjugiert  complexe  Zahl. 

Die  dem  Ausgangsdreieck  angehorenden  Ereissegmente  (3)  liefern 
uus  nun  gerade  die  gesaniten  reducierten  Pormen  (a,  6,  c)  der  Deter- 
minante  D  =  n,  sofern  wir  uns  hier  auf  ursprungliche  Fornien  der 
ersten  und  zweiten  Art,  d.  i.  Forrnen  vom  Teiler  t  =  1  bescnranken*). 
Aufs  leichteste  wird  man  dabei  erkennen,  class  sick  die  Segments  der 
einzelnen  geschlossenen  Kette  Mm  Ubergang  zur  J-Ebene  in  einen 
allentlialben  stetig  gekriimmten,  geschlossenen,  reellen  Zug  der  Curve  li  =  0 
iibertragen.  Dabei  erschopfen  sie  diesen  Zug,  so  dass  wir  letzteren  als 
Eeprasentanten  der  zugehorigen  Olasse  ansehen  konnen.  Nur  machen 
Her  wieder  die  sicn  selbst  inversen  Classen  eine  leicht  erkennbare 
Ausnahme:  Da  namlicn  die  von  to  =  i  ausstraUenden  Winkel  beira 
Fortgang  zur  J-Ebene  verdoppelt  efscheiuen,  so  wird  sicn  offenbar 
der  von  (a,  &,  —  a)  herriihrende  Teil  der  Curve  h  =  0  tiber  J"*=  1 
weg  stetig  gekriinimt  in  den  zu  (—  6,  a,  6)  gehorenden  Teil  fortsetzen. 
Sei  den  sicli  selbst  inversen  Classen  werden  demnach  mr  erst  alle  diejenigen 
Ketten  einen  geschlossenen  reellen  Zug  von  h  =  Q  liefern,  die  wir  im 
vorigen  ParagrapJien  in  ein  gescMossenes  System  angereiht  Jidben. 

Die  hiermit  zu  Tage  getretene  merkwiirdige  Bezieliung  der 
Modulargleichungen  zu  den  Formclassen  positiver  Determinate  wurde 
zuerst  von  Stephen  Smith  aufgewiesen**);  wir  benennen  dieserhalb 

*)  Of.  Dirichlet-Dedekind,  Zalilentlieorie,  3.  Aufl.  p.  148. 
**)  In"  der  I  p.  251  genannten  Arbeit  »Swr  les  equations  modulaires"  (1873, 
bez.  1877),  welcbe  die  Modulargleic"bung  zwischen  I  und  I'  zu  Grunde  legt.  Die 
im  Texte  entwickelte  Theorie  ,,erster  Stufe",  sowie  die  TJntersnohnng^des  voranf- 
gehenden  Paragraphs  warden  vom  Herausgeber  durchgefiiliri  Ubrigens  1st 
Lteressant,  die  Angaben  zu  vergleichen ,  welche  Stephen  Smith  selbst  uber  die 
Bntstehung  seiner  beziiglichen  Untersuchungen  gemacht  hat  (Proceedings  of  the 
London  Math.  Soc.,  vol.  9,  1878,  p.  245);  ihnen  zufolge  war  Stephen  Smith  fruh- 
zeitig  darauf  aufmerksam  geworden,  dass  sicli  fiir  die  erste  Stufe  manche  Verh'alt- 
nisse  einfacher  gestalten  als  fur  die  zweite,  hat  sich  dann  aber  doch  nicht  ent- 
schliessen  konnen,  von  der  herkommlichen  Benutzung  des  Moduls  I  abzugehen. 
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die  Carve  h  —  0  fortan  als  die  Smith'sche  Curve,  und  zwar  des 
genaueren  als  diejenige  erster  Stufe  der  Determinate  D.  Unter  Vor- 
behalt  sogleich  hinzuzusetzender  Erganzungen  haben  wir  den  Satz 
auszusprechen:  Die  Smith' sche  Curve  erster  Stufe  der  Determinante  D 
hat  gerade  so  viele  reelle  Ziige,  als  es  Classen  ursprunglidier  Formen  der 
Determinante  D  giebt.  Die  Zuslitze  aber  sind:  Kommen  unter  den 
reellen  Zugen  der  Smith' schen  Curve  auch  solche  vor,  die  durch  J~  =  1 
sicken,  so  wlrd  der  einzelne  unter  ihnen  gleich  soviel  sich  selbst  inverse 
Classen  ergeben,  als  die  An&alil  der  Teile  letragt,  in  die  der  fragliche 
Ourvenzug  dwell  den  PunJvt  J  —  1  gerlegt  wird.  Und  ferner:  Unter 
zivei  inversen  Classen  ist  in  den  ausge&prochenen  Satzen  immer  nur  die 
eine  gerechnet,  so  class  insbesondere  von  den  Formenperioden  der  sich  selbst 
inversen  Classen  immer  nur  die  Halfte  $ur  Q-eltung  Jcommt.  Es  miisste 
namlich  andernfalls  die  Smith'sche  Curve  doppelt  z'ahlende  Curvenziige 
aufweisen,  und  dies  erweist  sich  im  Anschluss  an  Formel  (1)  auf  Grund 
der  Irreducibilitat  der  Modulargleichung  f(J'9  tT)  =  0  als  unmoglich. 
Zerschneiden  wir  die  reelle  J-Axe  Ton  e7=  1  iiber  0  bis  — oo; 
so  wircl  der  einzelne  reelle  Zug  der  Smith'schen  Curve  in  eine  Anzahl 

von  Curvenstiicken  zerschnitten,  welche  den 
Formeii  der  zugehorigen  Formenperiode  ein- 
deutig  zugeordnet  sind.  Was  die  Gestalt 
dieser  einzelnen  Curvenstiicke  angeht,  so 
konnen  wir  mehrere  Typen  unterscheiden; 
die  in  Fig.  4  schematise!.!  zu  Anschauung 
gebracht  sind  (vgl.  iibrigens  Fig.  65  in 
I  p.  258).  Im  ersten  Falle,  wo  wir  einen 
Umgang  urn  das  Punktepaar  J"=0, 1  haben, 
ist  die  zugehorige  Form  eine  Neben- 
reducierte.  Liegt  eine  Hauptreducierte  vor; 
so  wird  auch  die  nach  der  einen  oder 
andern  Seite  benachbarte  Form  eine  solche  sein.  Da  tritt  die  Fall- 
unterscheidung  ein;  ob  von  den  beiden  zugehorigen  Kreisbogen  des 
Ausgangsdreieeks  keiner  oder  einer  die  imaginare  co-Axe  iiberkreuzt; 
ersteren  Fall  stellt  Fig.  4>  vor,  letzteren?  wo  ein  Wendepunkt  der 
Smith'schen  Curve  eintritt?  Fig.  43,  Es  ist  naturlich  keineswegs  aus- 
gesehlossen,  dass  Hauptreducierte  auch  in  grosserer  Anzahl  auf  ein- 
ander  folgen.  —  Ubrigens  gehoren  den  ambigen  Classen  offenbar 
solche  reelle  Zuge  von  h  =  0  zu,  die  beziiglich  der  reellen  </-Axe  sich 
selbst  symmetrisch  sind.  Ein  einzelner  solcher  Curvenzug  wird,  wo 
er  auch  die  reelle  J-Axe  trifft,  dieselbe  entweder  orthogonal  schneiden 
oder  dortselbst  einen  Doppelpunkt  aufweisen. 
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Endlich  haben  wir  in  dern  hier  vorliegenden  Zusammenhange  noeh 
cler  erweiterten  Transformation  nie*  Ordnung  zu  gedenken.  Dieselbe 
kann,  wie  wir  wissen?  nur  dann  eintreten,  wenn  n  =  D  quadratiselie 
Toiler  x3  enthalt  und  besteht  aus  deni  Inbegriff  aller  eigentlichen 

Transformationen   der   Grade   -%-     Wir  bemerken  aber  sofort:  Indem 

ivir  erweiterte  Transformation  wter  Ordnung  0u  Grunde  legen,  ivird  die 
6-esamtheit  der  ursprungliclien  und  cibgdeiteten*}  Formen  der  Determi- 
nants D  gerade  in  der  Art  £ur  Geltimg  Jcommen,  wie  in  unseren  vorauf- 
geJienden  Erortenmgm  allein  die  urspriingliclien  Formen.  Weiter  unten 
wird  iibrigens  diese  erweiterte  Auffassung  nocli  sehr  wichtig  werden. 

§  3.    tibertragung  der  Smith'scken  Curve  auf  das  nte  Trans- 
formationspolygon***)* 

Betrachten  wir  J'  und  J  als  Oartesisehe  Coordinaten  (ohne  darum 
coinplexe  Werte  dieser  Grossen  auszuscliliessen),  so  bedeutet  f(J',  JT)  =  0 
eine  ebene  algebraische  Curve,  die  man  gelegentlich  als  Modularcurve 
bezeichnet  bat.  1st  insbesondere  J'  die  Wurzel  J*  =  J(^(»);  so  ist 
die  Modularcurve  wechselweise  eindeutig  auf  dasjenige  Transformations- 
polygon  FVW  bezogen,  welches  wir  oben  (p.  40  u.  f.)  ausfiihrlicli 
untersuchten.  Fiihren  wir  jetzt  wieder: 

'     T—  J-J' 

,       JL  —  - 


ein  und  denken  dementsprecliend  fiir  den  Augenblick  auch  X  und  Y 
als  complexer  Werte  fahig?  so  entspringt  aus  der  Modularcurve  durch. 
die  einfache  Collineation  (1)  die  Sniith'sche  Curve  h  =  0.  Letztere 
ist  also  nicht  nur  irreducibel?  sondern  besitzt  auch  denselben  Grad 
und  dasselbe  Geschlecht,  wie  die  Modularcurve  ,  welches  letztere 
iibrigens  in  Pormel  (12)  p.  51  allgeniein  bestimnit  ist.  Nun  aber 
zeigte  sich  fruher,  dass  es  uberall  nicht  das  zweckmassigste  ist,  das 
Transforniationspolygon  auf  das  Modulsystem  J',Jzn  beziehen;  immer 
^ab  es  vielmehr  einfachere  Moduln,  in  denen  wir  dann  sowohl  J  wie 

O  ' 

J'  rational  darstellten.  Die  Frage,  die  sich  hier  von  selbst  aufdrangt, 
ist  diese:  Wie  werden  sich  unsere  auf  die  reellen  Teile  der  Curve 
n  =  0  bezuglichen  Betrachtungen  ausgestalten,  wofern  wir  statt  J,  J' 
anderweitige  Modulfunctionen  des  Transforrnationspolygons  zum  Ge- 
brauche  heranziehen?  Indem  wir  aber  unsere  Betrachtung  dement- 


*)  Cf.  Dirichlet-Dedekind,  ZahlentJieorie.   I.e. 
**)  [Neuere  Untersuchung  des  Herausgebers.] 
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sprechend  vom  Ausgangsdreieck  der  o>-Halbebene  in  das  Transforma- 
tionspolygon  verlegen  und  dabei  vorab  von  speciellen  Moduln  desselben 
ganz  absehen,  werden  wir  uber  die  Bedeutung  und  die  Gestalt  der 
Smith'sehen  Curve  mehrere  neue  und  elegante  Gesichtspunkte  ge- 
winnen. 

Vorhin  liatten  wir  die  oft  genannten  Kreissegmente  des  Ausgangs- 
dreiecks  dadurcli  erzielt,  dass  wir  nach  einander  alle  il>(ri)  Wurzeln 
J(n  F(o))  neben  J"(o)  stellten  und  flir  jedes  Paar  diejenigen  Punkte  & 
des  Doppeldreieeks  1  aufsuchten  9  welclie  conjugiert  complete 
J(nV(G)))}  J(co)  lieferten;  dass  dabei  jedes  Kreissegment  nur  von 
einem  bestimmten  Paare  geliefert  wird;  entnimmt  man  leicht  aus  der 
Eigenart  der  Modulargleichungl  Offenbar  werden  wir  ebensowohl  zur 
Kenntnis  aller  Kreissegmente  gelangen,  wenn  wir  nur  das  Functionen- 
paar  J(nd)y  J(&)  nebeneinander  stellen,  selbige  nun  aber  dureh  alle 
Punkte  G)  der  ty(n}  Doppeldreiecke  V  von  Fy(n)  der  in  Rede  stehendeu 
Vergleichung  unterwerfen.  Hiermit  ist  eine  merkwiirdige  Vereinfachung 
erzielt:  Die  Kreissegmente  sind  nicht  mehr  alle  iiber  dem  einen  Aus- 
gangsdreieck gelagert;  sie  sind  vielmehr  verteilt,  und  zwar  jedes  auf 
ein  ganz  bestimmtes  der  ijj(n)  Doppeldreiecke  V9  wobei  sie  sicn 
offenbar  zu  grosseren,  dasTransformationspoljgon  Fy(n)  durchsetzenden 
Kreisbogen  zusammenfiigen.  Wir  konnen  das  System  dieser  Kreis- 
bogen  als  die  auf  das  Polygon  Fy  iibertragene  Smith* sche  Curve  be- 
zeichnen  und  werden  sogleich  in  clemselben  Sinne  von  einer  auf  die 
geschlossene  Flache  Fy  ilbertragenen  Srnith'sehen  Curve  sprechen. 

Hier  bietet  sich  uns  eine  sclione  Verwenduug  jener  doppelt  iiber- 
lagerten  Dreiecksfiguren  dar;  welclie  wir  schon  oben  (p.  42  u.  f.)  aus- 
fuhrHch  besclirieben  haben.  Das  Transformationspolygon  wurde  clurch 
die  Substitution  der  Periode  zwei: 

(2)  ^(«)  -  w 

in  sich  transformiert  (ef.  (5)  p.  42),  und  nun  dacliten  wir  uns  das 
Polygon  Fy>  in  seiner  ursprunglichen  Gestalt;  sowie  in  der  neuen  W(F^) 
zur  Coincidenz  gebracht;  die  Dreiecke  der  einen  Art  (entweder  die  von 
to  oder  von  co'=  TF(co))  erschienen  dabei  freilich  im  allgemeinen  an 
der  Berandung  von  Fy  zersttickt.  Die  solclierweise  entspringende  Bin- 
teilung  von  Fy  weist  im  allgemeinen  Kreisbogenvierecke  auf;  es  konnen 
aber  auch  Dreiecke  oder  Ftinfecke  oder  endlich  Sechsecke  auftreten,  was 
wir  hier  des  naheren  nicht  untersuchen  wollen  (vgL  ubrigens  Fig.  1?  2 
p.  42).  Dabei  sind  dann  die  in  Rede  stehenden  Bereiche  des  doppelt- 
geteilten  Polygons  Fy  entweder  frei  oder  einfach  oder  endlich  doppelt 
schraffiert.  In  dieser  Figur  treten  nun  jene  oben  besprochenen;  zur 
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reellen  Axe  orthogonalen  Kreisbogen  unmittelbar  in  Evidenz.  In  der 
That  wird  der  einzelne  solclie  Kreis  stets  nur  einfach  schraffierte  Be- 
reiche  von  Fy  durchziehen;  wo  er  einen  Kreis  der  ca-Teilung  fiber- 
schreitet,  wird  er  iinmer  zugleich  einen  Ereis  der  ca'-Teilung  kreuzen; 
jener  Ereisbogen  wird  also  stets  die  Rolle  einer  Diagonale  des  ein- 
zelnen,  von  ihm  durchsetzten,  einfach  schraffierten  Bereichs  spielen, 
sofern  er  nieht  zwei  coincidierende  Ereise  der  co-  und  co'-Teilung  kreuzt, 
die  vereinzelt  immer  auftreten*). 

In  einem  ganz  neuen  Lichte  erscheinen  aber  die  soeben  im  Trans- 
formationspolygon  gezeichneten  Ereisbogen,  wenn  wir  dasselbe  zur 
gesclilossenen  Flache  Fy  zusainmenlegen.  Wie  wir  schon  p.  44  be- 
merkten,  kommt  dieser  Flaehe  insgesamt  eine  (?4  von  Transformation  en 
in  sich  zu,  die  aus  den  Operationen  1,  A,  W,  WA  bestelit.  Diese 
letztere  WA  ist  eine  Operation  zweiter  Art  der  Flache  in  sich  und 
findet  unter  Zugrundelegung  des  Functionssjstems  </,  J'  bekanntlicli 
iliren  analytischen  Ausdruck  im  tlbergang  von  J,  Jr  bez.  zu  J'9  J, 
Eben  als  symmetrische  Uuiformung  der  Flache  in  sich  besitzt  nun  WA 
auf  derselben  eine  gewisse  Anzahl  von  Symmetrielinien,  und  offenbar 
werden  dieselben  von  denjenigen  Punkten  der  Flache  geliefert,  in 
welchen  J'—  J  und  also  auch  J  =  J'  ist.  Letzteres  aber  war  gerade 
die  Definition  der  Sniith'schen  Curve:  die  auf  die  Flactie  Fy  iiber- 
tragene  Smith' sche  Curve  ist  also  schleclitweg  das  Aggregat  der  in  Rede 
stehenden  Symmetrielinien**').  Wollen  wir  dementsprechend  das  Resultat 
des  vorigen  Paragraphen  in  pragnauter  Weise  aussprechen,  so  werden 
wir  sagen:  Die  An&alil  der  Symmetrielinien,  welclie  der  Transformation 
WA  der  FlacJie  Fy  in  sich  zitkommen,  ist  gleicli  der  Classenamahl  der 
ursprungliclien  Fornien  positiver  Determinate  n.  Natiirlich  ist  auch  hier 
wieder  ein  erg'anzender  Zusatz  betreffs  der  sich  selbst  inversen  Classen 
no  tig:  Eine  Symmetrielinie,  die  dwell  JEcken  J  —  I  der  auf  F^  ge- 
mdmeten  w-Teilung  geht,  ergiebt  mehrere  sich  selbst  inverse  Classen;  und 
ist  die  ZaM  dieser  Formdassen  gleicli  der  Awsalil  der  Teile,  in 


*)  Man  vgl.  die  weiter  unten  fiir  n  =  5  gezeiclinete  Figur;  auch  wird  man 
leicht  in  der  zuin  Falle  n  =  6  genorenden  Fig.  1  p.  42  die  Lage  des  einen  Her 
die  Smith'sclie  Curve  wiedergebenden  Kreises  wahrnehmen. 

**)  Man  konnte  Merbei  den  Einwurf  machen,  dass  ja  auch  zwei  verschiedene 
durch  WA  einander  zugewiesene  Punkte  von  F^  ein  und  dasselbe  Wertsystem 
J",  J'  tragen  moehten.  Punkte  dieser  Art  kommen  aber  (wenn  uberhaupt)  auf  der 
Flache  nur  vereinzelt  vor.  Die  Schlussweise  des  Textes  fuhrfc  also  sicher  nicht 
zu  ihnen,  da  wir  doch  durck  Identischsetzen  von  J'  und  J  gauze  Linienzuge  der 
F  gewinnen. 
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tvelcJie  die  Symmctrielinic  dureli  die  auf  iJir  gelegenen  Ecken  begeichneter 
Art  zerlegt  wird. 

Ubrigens  wird  man  sogleich  sehen:  Wo  auch  immer  die  auf  die 
Flache  Fy  ubertragene  Sinith'sche  Curve  eine  Ecke  a?  &  der  e»-Teilung 
trifft,  wird  sie  durch  eine  gleichartige  Ecke  der  co'-Teilung  dureh- 
ziehen.  Verlegen  wir  einen  solehen  Punkt  in  die  co-Halbebene  zuriick, 
so  wird  J*(co);  J"'(<o)  in  dessen  Umgebung  ein  zwei-  bez.  dreideutiges 
Punctionssystem  sein.  Der  fragliche  Punkt  wird  also  auf  dem  Rande 
des  Polygons  Fy  liegen,  und  ilini  wird  eine  in  der  f^/  enthaltene 
elliptische  Substitution  der  Periode  zwei  bez.  drei  zugehoren.  Indem 
man  leicht  auch.  die  Umkehrung  dieses  Satzes  beweisen  wird,  ent- 
springt  unter  Riicbsiclit  auf  p.  50  z.  B.  das  bemerkenswerte  Besultat: 
Die  Angdhl  sich  selbst  inverser  Classen  ursprunfflicher  Fornien  der  Deter- 
minants n  ist  identisch  mit  der  An&cM  incongruenter  Lbsungen  der 
Congruent  x2^ —  1,  (mod.  M).  Aueh.  liber  die  Gestalt  der  auf  Fy 
ilbertragenen  Smith's chen  Curve  gewinnen  wir  aus  ihrer  erkannten  Be- 
ziekung  zur  Operation  WA  einige  Angaben.  So  z.  B.  folgt?  dass  'kerne 
$wei  Zilge  dieser  Curve  einander  ub&rhreugen  oder  Tieruliren  konnen*'). 

Ist  nunmehr  ^(c?)  eine  mogliclist  einfaclie  Function  der  f^7  die 
jedoch.  auf  der  imaginaren  o-Axe  reell  sein  soil,  und  die  iiberdies 
niclit  durch  die  Operation  W  in  sich  transformiert  werclen  darf.  Die 
,,in  der  ^-Ebene  gelegene  Smith'sche  Curve"  entspringt  dann  einfach 
durch  Abbildung  der  ITache  F^  auf  die  je-Ebene,  wobei  natiirlieh  ini 
allgemeinen  dein  einzelnen  Punkte  der  letzteren  immer  melirere  Punkte 
von  Fy>  zugehoren.  Indem  wir  jetzt  5(03)  und  /(Q)  =  0( j  als 

voiles  Modulsystem  der  f^  einfiihren,  gelingt  es  ganz  wie  fruher,  den 

analytischen  Ausdruck  fur  die  in  der  0  =  (|  -f-  t^)-Ebene   gelegene 

Smith'sche  Curve  zu  gewinnen.    Ist  namlich  g($',  0)  =  0  die  zwischen 

%'  und  &  bestehende  algebraische  Relation  (mit  reellen  Coefficienten), 

so  ist  die  fragliche  Curve  einfach  durch : 

(3)  0(&-«2,     l  +  »fl)  =  K6»fl)-=0 

gegeben,   da  sich  doch  die  Operation   WA  wieder  als  Ubergang  von 

&,  $'  zu  0',$  darstellt. 

*)  Ubrigens  wolle  man  noch  beachten,  dass  sich  von  Mer  aus  der  Riickgang 
zur  ursprunglichen  Srnith'schen  Curve  der  J-Ebene  aussert  einfach  gestaltet.  Wir 
brauchen  nur  die  im  Raume  gelegene  Mache  JP^  mit  der  auf  ihr  gelegenen  Curve 
zur  i/j-blattrigen  Riemann1schen  Flache  iiber  der  J"-Ebene  zusaminenzufalten,  worauf 
dann.  die  Smith'sche  Curve  durch  die  verscbiedenen  Blatter  dieser  Flache  hindurch- 
ziehen  wird.  Hernach  lasse  man  alle  Blatter  mit  ihren  verscniedenen  Ziigen  der 
Curve  auf  das  unterste  uuter  ihnen  zuriicksinken  und  kommt  so  offenbar  znr  an- 
fanglichen  Figur  zuruck. 
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Die  eindeutige  Beziehung  der  Curven  Jfc(|;  9?)  =  0  und  h(X,  J)  =  0 
auf  einander  stellt  man  tibrigens  leicht  durch  explicite  Formeln  dar. 
In  der  That  ist: 

und  umgekehrt 

(5)  J=Rf(0'  2\      T  =  7?Y       r\ 

Spalten  wir  also  iiberall  fiir  die  Punkte  der  Smith'sehen  Curve  reelle 
und  imaginare  Bestandteile  aus  einander: 

*  -  |  +  in  =  E(K  -  i  T,  X  +  i  r)  =  JR^X,  I7)  +  iJR,(Z,  7)  etc., 
so  kommen  einerseits  die  Formeln: 

sowie  aus  (5)  als  Umkehrungen  von  (6): 

Besonders  einfach  gestalten  sich  natiirlich  diese  Verhaltnisse  in 
den  14  Fallen  des  Geschlechtes  p  =  0,  die  wir  oben  (p.  52)  zusammen- 
stellten.  Da  nehmen  wir  0  jeweils  als  Hauptmodul,  und  es  wird  als- 
dann  (3)  in  einfachster  Weise  einen  Kreis  darstellen  (indern  doch 
zwischen  0  und  g'  eine  lineare  Gleichung  besteht).  Es  folgt:  S&i  den 
mm  GescMecMe  p  =  0  gehorenden  Determinanten  D  =  n  gieU  es  ent- 
weder  (falls  ndmlich  x*  ^  —  1  (mod.  n)  Jceine  Losungen  lesiM)  nur 
zwei  einander  inverse  Classen,  oder  aler  es  gieU  soviel  sick  selbst  inverse 
Classen,  als  x2  =  —  1  incongruente  Losungen  "besitet.  Zum  letzteren 
Palle  gehoren  die  vier  Determinanten  D  =  5,  10,  13,  25,  wo  wir 
imnier  zwei  sich  selbst  inverse  Classen  haben;  die  ubrigen  zehn  Deter- 
minanten gehoren  zuni  ersteren  Falle. 

Man  uberblickt,  welch?  reiche  Ausbeute  fur  die  Forrnen  positiver 
Deterininante  hier  aus  den  Modulargleichungen  erster  Stufe  gewonnen 
werden  kann,  und  die  wirkliche  Ausfiihrung  dieser  Eiitwicklungen  in 
zahlreichen  Einzelfallen  diirfte  sich  urn  so  muheloser  gestalten,  als 
nameBtlich  in  den  Arbeiten  von  Hrn.  Kiepert  fiber  die  Transformation 
von  J"(co)  ein  sehr  reichhaltiges  numerisches  Material  vorliegt,  das 
wohl  zum  unmittelbaren  Gebrauche  geeignet  ist  Wir  werden  jedoch. 
aus  diesem  Gebiete  nur  einige  wenige  Beispiele  betrachten  konnen; 
bevor  dies  indessen  geschieht,  miissen  wir  aufweisen,  wie  sich  die 
Formen  negativer  Determinante  in  unsere  bisherige  Theorie  einordnen. 
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§  4.     Einfiitoung  der  singularen  Moduln  erster  Stufe   nies  Ordming 
und  der  Modulfonetion  erster  Stafe  Hn(co}. 

Urn  vieles  schoner  noch  oder  docli  weitertragend  ist  die  Anwen- 
dung,  welch  e  die  Modulargleichungen  auf  die  Theorie  der  quadrati- 
schen  Formen  negativer  Determinante  gestatten.  Wir  kommen  hiermit 
zu  denjenigen  Untersuchungsgebieten.,  welclie  im  Anschluss  an  einige 
Bemerkungen  Abel's  (cf.  weiter  uoten  §  8)  allererst  von  Hrn.  Kron- 
eeker, und  zwar  unter  Benutzung  der  Modulargleichungen  far  den 
Modul  Jfca,  aufgedeckt  worden  sind*).  Indem  wir  aber,  wie  sclion 
einleitend  bernerkt  wurde,  unsere  Problem  stellungen  hier  zuerst  auf 
die  erste  Stufe  beziehen,  wollen  wir  von  einer  schon  gelegentlich 
(am  Schlasse  des  vorigen  Kapitels)  gegebenen  Deutung  der  Modular- 
gleichung  f(J'9  J")  =  0  ftir  Transformation  niQT  Ordming  ausgehen. 
Wir  interpretieren  die  coinplexen  Werte  von  J"  sowie  J'  in  einer  und 
derselben  Ebene;  es  sind  dann  offenbar  jedem  Punkte  J"  insgesamt 
imnier  $(n)  Punkte  J"'  der  Ebene  durch  f(J'9  J)  =  0  zugeordnet?  wie 
auch  umgekehrt  jedem  Punkte  J'  der  Ebene  ebenso  viele  J"  ent- 
sprechen.  Was  wir  so  in  der  /-Ebene  erhalten,  nannten  wir  a.  a.  0. 
eine  Modularcorrespondenz ;  und  zwar  ist  die  hier  vorliegende  ^>-^- 
deutig,  und  das  Entsprecben  der  Punkte  J,  J'  ist  ein  vertauschbares. 
Unser  Problem  sei  nun,  dass  wir  diejenigen  Punkte  J  ausfindig  maclien, 
fur  welche  wenigstens  einer  der  mgehorigen  Punkte  Jf  mit  J  coincidiert, 
und  dass  wir  die  Hedeutung  dieser  Punkte  aufweisen**). 

Die  fraglichen  Punkte  werden  uns  offenbar  insgesamt  gerade  durch 
die  voile  Auflosung  der  algebraischen  Gleiclmng: 

(i)  ra«D-o 

geliefert;  wir  finden  also  nieht  mehr  (wie  oben  bei  der  Smith'schen 
Curve)  in  der  J"- Ebene  ganze  Lmienziige,  sondern  wir  gewinnen  nur 
eine  endlicbe  Anzahl  vereinzelt  liegender  Punkte.  Die  zugehorigen 
Werte  J  wollen  wir  unter  Aufnahme  der  von  Kroneeker  eingefuhrten 
Bezeichnungsweise  als  singuldre  Moduln  benennen;  des  genaueren 

*)  Die  ersten  bezfigliclien  Arbeiten  von  Hrn.  Kroneeker  sind:  ,,0ler 
elUptische  Functionen,  fiir  welche  complete  Multiplication  stattfindet"  Berliner 
Monatsberichte  von  1857,  ^iJler  die  Ansahl  der  verschiedenen  Classen  guadratischer 
Formen  von  negatwer  Determinante"  Crelle's  Journal  Bd.  57  (1860).  Es  reilit  sich 
daran  eine  Anzahl  weiterer  Arbeiten  Kronecker's,  die  zumeist  in  den  Monats- 
berichten  der  Berliner  Academie  veroffentlicht  warden;  z.  T.  werden  wir  die- 
selben  noch  weiter  nnten  namnaft  zu  machen  naben. 

**)  Offenbar  konnten  wir  auch  sagen,  dass  es  sich  urn  den  Durchschnitt  der 
Modularcnrve  f(J',  /)  «=  0  mit  der  Geraden  J"'  — J=  0  handeln  solle. 
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aber  als  si^guldre  Moduln  erster  Stufe  nter  Ordnung.  Die  algebraische 
Gleichung  (1)  heisse  die  Gleichung  der  singularen  Moduln  erster  Stufe 
nter  Ordnung;  ihr  Grad  ist  ^>tl>(n),  und  sie  weist  durchgehends  reelle, 
rationale  numerische  Coefficienten  auf.  Die  Wurzeln  von  (1)  mogen 
zum  Teil  conjugiert  complex  ausfallen;  was  aber  die  reellen  Wurzeln 
angeht7  so  werden  dieselben,  wie  man  sofort  sieht,  als  Coordinaten  X 
voni  Durchschnitt  der  X-Axe  niit  den  reellen  Zugen  der  Smith'schen 
Curve  h(X,  Y}  =  0  geliefert,  und  es  kommt  dabei  jeder  dieser  Werte 
J  =  X.  als  Wurzel  von  (1)  in  der  n'amliehen  Multiplicitat  zur  Geltung, 
wie  beirn  Sehnitt  von  li  =  0  mit  Y  =  0. 

Die  linke  Seite  von  (1) ,  in  Abhangigkeit  von  co  betraehtet,  ist 
eine  sehr  merkwiirdige  Modulfunction  erster  Stufe?  die  wir  durch  (T(CD) 
oder  genauer  Gn(p)  bezeichnen  wollen.  Dieselbe  ist  eine  ganze  ratio- 
nale Function  von  J  und  wird  also  im  Ausgangsdreieck  nur  bei  co  =  2*00 
in  gewisser  Multiplicitat  unendlich,  wahrend  die  in  jeneni  Dreieck  zer- 
streut  liegenden  Nullpunkte  von  <?(<#)  diejenigen  Stellen  markieren, 
deren  zugehorige  J  die  singularen  Moduln  sind.  Wir  sagen  aber 
infolge  der  confornien  Beziehung  des  Ausgangsdreieeks  auf  die  J"-Ebene 
sogieich  genauer:  Ist  J~0=  «/(G>O)  eine  v-facfie  Wurzel  von  (1),  so  ver- 
schwindet  6(co)  in  COQ  gerade  v-facJi,  gemessen  im  Ausgangsdreieck  (cf,  I 
p.  586  u.  £).  Dieser  letztere  Zusatz  wird  fur  etwaige  Punkte  o>0  =  i,  $ 
von  Wichtigkeit:  messen  wir  fur  sie  das  Verschwinden  von  6r(o>) 
direct  in  der  co-Halbebene,  so  wird  der  Grad  desselben  gleich  der 
doppelten  resp.  dreifachen  Multiplicitat  der  bezugliehen  Wurzel  von 

(1)  sein. 

Bilden  die  ^  Substitutionen  cof  =  JRz(o)  ein  Reprasentantensystem 
eigentlicher  Transformation  ^ter  Ordnung ?  so  konnen  wir  die  linke  Seite 
der  Modulargleichung  offenbar  in  der  Gestalt  schreiben: 

(2)  /VW)  = 

Fiir  die  Modulfunction  erster  Stufe  G(cn)  ergiebt  sich  daraufhin  die 
Darstellung : 

^    *  JL.  M- 

i  =  0 

Hieran  kniipft  sich  sofort  folgende  wichtige  Uberlegung:  Soil  0-  im 
Punkte  CDO  verschwinden,  so  wird  co0  niit  einer  der  ij>  Zahlen  JSt(<x>0) 
Equivalent  sein:  ca0  ==  FJSj(ca0).  Fassen  wir  VR-t  in  die  Substitution 
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so  giebt  es  eine  bez.  zwei  oder  drei  Modulsubstitutionen  F?  welche  der 
Gleiehung  VRi(co)  =  03  geniigen,  je  naclideni  co  ein  beliebiger  Punkt 
des  Ausgangsdreiecks  1st  oder  aber  a)  —  i  oder  endlich  &  =  Q  zutrifft. 
Scliieben  wir  die  Besprechung  der  beiden  letzten  speciellen  Lagen 
von  co  zun'aclast  Mnaus  und  sclireiben  nunmehr: 


(1)  VEi  =      '       ,     caP  +  (d  -  a)o»  —  I  —  0. 

Dabei  sind  durcli  Angabe  der  fraglichen  singularen  Stelle  co  und  des 
zugetorigen  Reprasentanten  U*  die  vier  ganzen  Zahlen  a}  5,  c,  d  der 
Determinante  n  und  des  Tellers  %  bis  aufs  Yorzeichen  fest  bestimnit. 
Uber  letzteres  verfiigen  wir  so?  dass  c  positiv  wird. 

Ira  Anschluss  an  Grleicliung  (1)  schreiben  wir  jetzt: 

(2)  c  =  P?     d  —  a=Q,     6?+a  =  ^;     —  &  =  E 

und  fin  den  unter  Gebraucli  der  Hermit  eingefiihrten  Bezeiclinungen 
die  fragliche  singulare  Sfcelle  des  Ausgangsdreiecks  bestiinmt  (lurch 
die  quadratisclie  GleicLung  mit  gauzzahligen.  Ooefficienten  : 

(3)  P032+^C3   +JR-  0. 

Hier  haben  wir  nun  in  (P,  Q,  I?)  eine  reducierte  quadratisclie  Form, 
deren  Teiler  tf  ein  Multiplum  von  t  ist,  und  deren  negative  Determi- 

nante  : 

D==-  A  =  $2  —  4P.R 

sich  sofort  aus 

(4)  A  =  —  4&c  —  (a  —  d}*  —  4n  —  *» 

bestimmtj  der  absolute  Wert  K\  der  Zalil  K  gentigt  Mernach  der 
Ungleicbung  ^|<2"|/M.*)  Als  fragliclies  co0  und  zugeliorigen  singu- 
laren Modul  finden  wir: 


wir  benennen  letzteren  jetzt  auch  woi.1  als  einen  sur  Determinants 
—  A  gehovenden  singularen  Modul  nter  Ordnung.  Inzwisohen  ist;  was 
man  namentlieh.  ffir  spater  festhalten  wolle,  bei  dieser  Art  der  Be- 
nennung  der  singularen  Moduln  gar  nicht  ausgeschlossen,  dass  eine 


*)  Ftir  die  im  vorigen  Paragrapfren  unter  (5)  mit  7c  bezeiclinete  Zahl  finden 

wir  liier  ]/&  «= J~ —  -    Dreht  also  jene  elliptische  Substitution,  wie  wir  knrz 

sagen,  tun  den  Winkel  -91,  so  ist  derselbe  durcb.  die  Gleichungen  beatimnit: 
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und  dieselbe  Zahl  als  singularer  Modul  nieT  Ordnung  ausser  zu  —  A 
noeh  zu  einer  Deterrninante  —  tf2A  gehort.  Solcbes  wird  fur  den 
Modul  (5)  eintreten,  falls  zwei  ganze  Zahlen  t,  x  aus 


bestimmbar  sind.  Bei  dieser  Sachlage  iniissen  wir  genauer  sagen:  Dem 
eimelnen  (dwell  Mitangdbe  des  zugeMrigen  Eeprasentanten  Ez)  wotil- 
charaUerisierten  Nullpunkte  von  Hn(®}  im  Ausgangsdreieck  finden  wir, 
sofern  derselbe  nicht  gerade  &  =  i  oder  $  ist,  eindeutig  eine  geivisse  posi- 
tive reducierte  Form  (P;  Q,  JB)  einer  Determinants  —  A  ==  —  (4n  —  %2) 
zugeordnet,  und  es  ist  zugleicli  das  VorgeicJien  der  ZaU  K  aus  den  vor- 
liegenden  VerMltnissen,  ndmlicJi  durcli  Eiy  eindeutig  lestimmt;  die  frag- 
liclie  Nullstelle  ist  der  reprasentierende  PunU  von  (P,  Q,  R}  und  der 
singuldre  Modul  der  dort  stattfindende  Wert  von  J". 

Liegt  jetzt  zweitens  der  fragliclie  Nullpunkt  von  Hn(a>)  bei  to  =  i, 
so  konnen  wir  an  Stelle  der  in  (1)  gebrauchten  Substitution  F  ausser- 
deni  nocli  TV  gebrauchen.  Wir  erlialten  an  Stelle  des  einzelnen 
Paars  von  Gleicliungen  (1)  jetzt  die  zwei  Gleichungssysteme: 


(6) 


E  = 
E'  = 


(   c>    a\        _ac)2_a  =  0 
\—  a,  c) ' 

und  demnacb  die  beiclen  Formen: 

|(P,  0,   P),       P  =  c,  %=2a, 

wobei  wir  nur  im  zweiten  Falle  P'  und  »  zugleich  im  Zeicben  wechseln 
wollen,  falls  a  und  c  dasselbe  Vorzeicben  baben.  Sollen  die  beiden 
Formen  (7)  identiscb  werden,  so  muss  c  =  +  a  und  also  n  =  2a* 
sein;  aber  es  unterscbeiden  sicli  dann  offenbar  %  und  %'  zufolge  der 
gerade  getroffenen  Verabredung  im  Zeichen.  Also  das  Resultat:  Dem 
linzelnen  lei  <o=*i  gelegenen  Nullpunlde  wn  JH"n(a>)  sind  stets  swei  im 
allgemeinen  wn  einander  verschiedene  Formen  (P,  0,  P),  (P'7  0,  P) 
mit  lestimmten  zwei  eugeMrigen  Zahlen  *9  K'  eindeutig  zugeordnet;  nur 
falls  n  das  Doppelte  eines  Quadrates  ist,  werden  fur  den  (ekjentliehe 
Transformation  zweiter  Ordnung  darstellenden)  Eeprilsentanten 


(8) 

\vi>    y^j 

12* 
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"beide  Formen  identisch,  wdJirend  K,  K'  gwei  von  Null  verscMedene  ent- 
gegengesetzte  Zahlen  sind. 

Soil    endlich    der   von   R(co)    gelieferte   Nullpunkt   der    Function 
Hn(co*)  Bach  co  =  9  fallen,   so  gelten  fur  E  die  Bedingungen: 

(9)  c  =  — •  5  ==  d  —  a ,      n  =  a?  +  ae  +  c2? 

nnci  an  Stelle  des  einen  Gleichungspaars  (1)  treten  die  drei  Paare: 


(10) 


R 


(a  5      ——  C     \  o      i  i  r\ 

;       ,      L  ceo2  +  G(®  +  c  =  0? 

c,  a  +  c/? 


/a  +  ^;  a\  9  A 

I  7     I,     —  acoj  —  aoj  —  a  ==  0. 

\  —  a    c/y 


•o, 


w'ahrend  wir  als  entsprechende  Formen  und  Zahlen  K: 

(p,p,p), 

(n) 

liaben;  in  der  zweiten  Beihe  gelten  entweder  die  obern  oder  untern 
Zeichen  nnd  ebenso  in  der  dritten  Reilie;  die  Entscheidung  liieriiber 
werden  wir  so  treffen?  dass  P'  und  P"  positiv  werden.  Die  Discussion, 
wann  zwei  oder  alle  drei  Formen  (11)  identisch  werden,  ist  wieder 
leicht  zu  Ende  gefiilart.  Soil  P  =  Pr  sein,  so  erfordert  dies  c  =  a , 
da  ftir  c  =  —  a  in  E  eine  Transformation  erster  Ordnung  vorlage; 
a  =====  c  liefert  aber : 


(12)     B-So",    -R-, 

'T.     VT. 

wo  nun  in  R  eine  eigentliche  Transformation  dritter  Ordnung  yorliegt. 
Man  zeigis  weiter,  dass  P  ==  P"  sowie  P'  —  P"  auf  die  namliclie 
Transformation  zuruckfuhrt  Wir  liaben  also  zusammenfassend:  Jedem 
wohlbestimmten,  nach  ®  =  $  entfallenden  NuUpunMe  wn  Hn(<&)  sind  drei 
gewisse  reduderte  Formen  der  Gestalt  (P,  P,  P)  nelst  eindeutig  0ugeMrigen 
Zahlen  M  Migeordnet.  Diese  Formen  sind  im  allgemeinen  von  einander 
verschieden;  nur  falls  n  ein  dreif aches  Quadrat  ist,  werden  fur  die  eine 
unter  (12)  geschriebene  Transformation  %wei  nnter  den  Formen  (11) 
identisch,  aber  wn  der  dritten  verschieden;  die  $u  den  gleichen  Formen 
geWrenden  ZaMen  K  sind  ^  0  und  einander  entgegengesefyt* 
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Jetzt  ist  wesentlich,  dass  wir  die  Hermit  gegebene  Entwicklung 
umkehren  kdnnen:  wir  walilen  irgend  eine  ganze  Zalil  K  aus  dem 
Bereicli  —  2"J/W  <  %  <  2]/W,  sclireiben  A  =  4w  —  «2  und  greifen 
eine  beliebige  reducierte  Form  (P,  Q9  K)  der  Determinante  —  A  auf. 
Durcli  Auflosung  der  Gleichungen  (2)  nach  a}  &,  c,  d  folgt  alsdann: 


(13) 


welclies  eine  ganzzaUige  Substitution  der  Determinante  n  ist.    Gehort 

/]/w,    0  \ 
nun  B  nicht  gerade  zum  Beprasentanten  I    n       /—  L  der  bei  rein  qua- 

\   ^;     K  w/ 

dratisehem  ^  docli  fortgelassen  werden  sollte,  so  giebt  (13)  eine  ganz 
bestiinmte,  unter  den  Factoren  von  (10)  §  4  auftretende  Transforma- 
tion. Indem  wir  jenen  speciellen  Fall  sogleicli  nocla  besonders  be- 
trachten  wollen,  haben  wir  das  Eesultat:  Jedes  „  System"  (P,  Q,  R,  K) 
liefert  einen  NullpunM  wn  Sn;  zwei  versclriedene  Systems  liefern  im 
allgemeinen  #wei  verscMedene  Nwllpunkte,  die  aber  seJir  wohl  coinddieren 
konnen;  nur  liefern  die  Systeme  (P,  0;  P,  «)  m  je  ztvei,  endlicli  die 
Systeme  (P,  P;  P,  »)  0u  je  drei  dmselben  NullpunJd. 

Neanen  wir  die  AnzaLl  aller  reduoierten  Formen,  d.  i.  die  Classen- 
antahl  fiir  die  negative  Determinante  D  =  —  A  kurz  H  (A)  und  ent- 
seMiessen  uns,  diejenigen  Classen,  welche  reducierte  Forinen  der  Ge- 
stalten  (P;  0,  P),  (P,  P,  P)  laaben,  ^--fach  bez.  ^-facli  zu  reclinen, 
so  lidben  wir  dls  GesamfeaJil  v  der  Nullstellen  von  J3i(co)  mi  Ausgangs- 
dreieclc  und  damit  als  Grad  v  der  Gcleiclwng  gn(J}  =  0  der  singu- 
lar en  Moduln  nter  Ordnung: 


die  Swmme  ausgedelint  uber  alle  positiven  und  negativen  gane&i  Zalilen  % 
des  T)e8eichneten  Intervals. 

Nun  die  Erg'anzung,  welclie  die  Formel  (14)  im  Falle  eines  rein 
quadratischen  n  erfordert:  Soil  in  diesein  Falle  (13)  eine  eigentliehe 
Transformation  erster  Ordming  vorstellen,  so  miissen  offenbar  alle  vier 
Zalalen  P,  Q,  R,  x  durch.  }/n  teilbar  sein: 


(15)      p 

Fiir  HS==Q  ist  A  «*  4n   und  also  (P',  Q',  Hr)  eine  reducierte  Form 
der  Determinante  —  4.    Da  Q'  gerade  sein  muss,  so  liaben  wir  nach 
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I  p.  250  (Annierkung)  nur  die  eine  Moglichkeit  Q'=*  0,  was  P'==It'=l 
zur  Folge  hat.  1st  %  =  +  Yn?  so  wird  (P',  Q'}  R')  eine  reducierte 
Form  der  Determinante  —  3;  als  solche  findet  sich  einzig  (1;  17  1). 
Wollte  man  also  (14)  oline  weiteres  auf  quaclratisclies  n  ausdelmen, 
so  waren  die  drei  Systerne 

o,   y,7),   K  =  o, 


7 

welclie  insgesamt  den  Betrag  ~  fiir  die  rechte  Seite  yon  (14)  liefern, 

zu  viel  gezahlt.  Man  kann  nan  Foruael  (14)  einer  leichten  Modifica- 
tion unterwerfen,  durcli  welclie  diese  Beschrankung  ihrer  Giiltigkeit 
anfgelioben  wird.  Wir  dehnen  nainlicli  das  Intervall  fiir  K  anf 

—  2  Yn  ^  %  ^  2  Yn  aus  (was  natlirlicli  nur  fiir  quadratisehe  n  eine 
Neuerung    ergiebt)    und   verstehen    zugleich    imter    H(0)    den    Brucli 

—  Tg  •     Es  entspringt  dann  als  allgeniein  giiltiger  Satz  :  Der  Grad  v 
der  Grleichuny  (jn  («7)  =  0  ist: 

C17)        v 


wobei  sn  fur  quadratische  n  die  Einlieit,  sonsl  immer  die  Null  ledeutet. 

§  6.  Ftinctionentlieoretische  Gradbestimmung  der  Gleichung  ffft(J}  =  0. 
Die  Classenzahlrelationeri  erster  Stufe. 

Wir  komien  nun  aber  clen  Grad  v  der  algebraischen  Gleicliung 
<7»(J)=0  noch  in  einer  anderen  Art  bestimmen,  und  diese  Grad- 
bestimmung  wollen  wir  als  eine  functionentlieoretische  bezeichnen, 
insofern  der  Uberlegung  eine  functionentlieoretische  Schlussweise  zu 
Grunde  zu  legen  ist.  Jener  Grad  v  war  gleich  der  Anzahl  einfacher 
Nullpunkte  der  Modulfunction  erster  Stufe  Hn(&)  im  Ausgangsdreieck. 
Im  letzteren  wird  aber  Hn(co)  ebenso  oft  unendlich  als  Null?  und  es 
liegen  die  Unendliclikeitspunkte,  wie  wir  wissen,  insgesamt  bei  co  =  ioo 
vereiut.  Wir  liaben  also  annahernd 
(1)  lim  Hn(&)  =  c  -  r-v, 

wo  e  eine  von  Null  verscliiedene  Constante  ist.  Den  hier  auftretenden 
Exponenten  —  v  konnen  wir-  nun  aber  durch  directe  Eechnung  be- 
stimmen?  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

Indem  wir  die  friiher  (p.  45)  fiir  die  Eeprasentanten  J?4-  zu  Grunde 
gelegte  Gestalt  gebrauchen,  haben  wir  fur  Hn(®)  die  Darstellung: 
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(2)      fi.(a,)- 


Die  Zalilen  A,  B,  D  liaben  hier  alle  <t>(w)  den  angegebenen  Bedingungen 
geniigenden  Systeme  zn  durehlaufen  niit  der  bereits  in  (2)  angedeuteten 
Ausnahrne,  dass  fur  rein  quadratisches  n  das  System  A—D—]/n,  B=0 
fortbleiben  soil.  Fur  den  einzelnen  Factor  der  rechten  Seite  von  (2) 
gilt  bei  co  =  ioo  die  angenaherte  Darstellung: 

f  /  A  I       T>\   1  ™  *****         -  d 

(3)     123  { J(oO  —  Jp^-)  J  =  ^~1H e      ^"  .  ^    ^  . . .. 

Derselbe  wird  also  im  Ausgangsdreieck  bei  co  =  ioo  einfach  un- 
endlich;  so  oft  -4^D  ist  (denn  im  Falle  der  Gleichheit  A  =  D  =  Yn 


ist  ja  e      ^     stets  von  1  verschieden);  fiir  A  >  D  wird  dagegen  der 

^1 
Factor  (3)  an  bezeichneter  Stelle  •anencllicli  im  Grade  -^-    Fiir  stehen- 

des  -<4.?  D  haben  wir;  den  D  zugehorigen  Werten  IB  entsprecliend^ 
jedesmal  D  Factoren  (3)  zn  beriicksiclitigen^  von  denen  nar  ini  Falle 
j[  =  J)  =  Yn  ein  einzelner  auszulassen  ist. 

Aus  diesen  Angaben  lasst  sick  v  jetzt  in  der  That  leicnt  be- 
rechnen.  Urn  eine  bequeme  Ausdrucksweise  zu  liaben  ?  verstehen  wir 
nnter  8  einen  beliebigen  Teller  von  n,  und  zwar  zunachst  $  <I  ]/n; 
man  setze  dann  A  =  8,  D  =  —  .  Die  auf  diese  Combination  beziig- 
lichen  Factoren  (3)  werden  insgesamt  ini  Grade  D  =  j  unendlich,  bez, 
ini  Grade  (-;  —  l)  fur  51  =  "|/^^.  Im  ganzen  werden  also  die  Fac- 
toren (2)  init  A  <^  D  imendlich  ini  Grade  : 

—•  *»  + 


wo  die  Summe  liber  alle  der  angegebenen  Bedingung  geniigendeu 
Divisoren  S  von  n  zu  fiihren  ist  und  sn  genau  die  namliehe  Bedeutung 
hat  wie  am  Scliluss  cles  vorigen  Paragraphen.  Ist  zweitens  S  >  ]Az  , 
so  schreibe  man  wieder  A  =  d,  D  =  ™  ;  da  jetzt  jeder  Factor  (3)  in 
Grade  ~  uiiendlicli  wird,  so  kommt  den  Factoren  der  einzelnen  Com- 
bination A,  D  insgesamt  der  Grad  S  zu.  Mifhm  gestattet  die  gesuclite 
Zahl  v  die  Darstellung: 
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Mit  der  rechten  Seite  von  (4)  nekoien  wir  nun  noch  eine  Heine 
Modification  vor.     Selbstverstandlich  ist: 


3  >  VZ 

und  andererseits: 

5  + 

* 

wo  unter  <J>(w),  wie  bisher,  die  Summe  aller  Teiler  der  Zahl  n  ver- 
standen  ist.  Die  Formel  (4)  konnen  wir  also  in  die  neuen  Gestalten 
setzen  : 


v  =  <D(n) 

Die  in  der  Klamnier  eingeschlossene  Zahl  bedeutet  den  tlberseliuss  der 
Sunime  derjenigen  Divisoren  von  n9  die  >  ]/n  sind;  iiber  die  Summe 
aller  derjenigen  ,  die  <  ]/n  sind;  wir  bezeielmen  diesen  tFberschuss 
hinfort  durcli  das  Symbol  W(n): 

(7)  Y(n) 


Als  Grad  v  der  6-leichung  gn(J)  =  0  finden  wir  so  endlich: 
(8)  v-0(»)  +  V(»)-*»- 

Die  ganze  Zahl  v  ersclieint  in  dieser  Formel  ans  wesentlich 
anderen  Elementen  zusainrnengesetzt  als  am  ScHusse  des  vorigen 
Paragraphen;  dort  war  v  eine  Summe  von  Glassenzahlen  quadratischer 
Formen,  hier  ist  v  durch  Teiler  summen  dargestellt.  Daher  bietet  sich 
jetzt  der  Gedanke  dar?  durcfi  Elimination  wn  v  aus  befden-  Formeln  eine 
Zatilenrelation  Jierstellen,  welche  die  Classen0ahlen  an  die  Teilerswnmen 
ftniipft.  Die  entspringende  Gleichung  lautet: 

(9) 


wir  bezeielmen  sie  als  ClassenzaMrelation  erster  Stufe  nter  Ordnung. 
Mit  ihr  Baben  wir  eines  derjenigen  Resultate  gewonnen,  welche  Herr 
Kronecker?  wie  wir  andeuteten,  durch  Betraehtung  der  Jacobi'sehen 
Modalargleichnngen  abgeleitet  hat.  Das  Ansftihrliehere  hieriiber 
werdea  wir  erst  im  folgenden  Kapitel  auseinandersetzen,  wo  allgemein 
yon  Classenzahlrelationen  holierer  Stufe  die  Rede  sein  soil 
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§.  7.    Die  bei  eigentliclier  Transformation  niQ*  Ordming 

auftretenden  singnlaren  Moduln.     Betraelitttng  derselben  im 

Transf ormationsp  oly  gon  Fy  ^ . 

Wir  kehren  zur  eigentlichen  Transformation  niQX  Ordnung  und 
damit  zur  Gleiehung  fn(J,  J)  =  0  zurtick,  deren  Wurzeln  die  eigentlich 
zur  niQn  Ordnung  gehorenden  singularen  Moduln  sind.  Fur  das 
Studium  derselben  konnen  wir  gerade  wie  oben  bei  der  Sniith'schen 
Curve  mit  besondereni  Vorteil  das  Transformationspolygon  nte*  Ord- 
nung verwenden.  Ehe  wir  indessen  Merauf  eingehen?  sind  ein  paar 
Vorfragen  zu  entscheiden. 

Furs  erste  werden  wir  die  Frage  zu  untersuclien  haben,  welche 
unter  den  gesamten  soeben  bei  der  nien  Ordnung  betrachteten  sin- 
gularen Moduln  dieser  Ordnung  ini  genaueren  Sinne  ,,eigentlich"  zu- 
zureclinen  sind.  Die  Formeln  des  vorletzten  Paragraphen  geben  uns 
dariiber  leicht  Aufseliluss.  1st  fur  ein  einzelnes  System  (P,  Q,  B,  %) 
der  grosste  genieinsame  Teller  der  vier  Zahlen  P;  Q,  R,  K  durch  tf0 
bezeielinet;  so  wird  cfQ  zufolge  (13)  p.  181  die  vier  Zalilen  %a,  2d,  b,  c 
zugleich.  teilen.  Wir  haben  deninach  nur  die  beiden  Mogliclikeiten 
cr0  =  1?  <?0  ==  2.  Da  im  Falle  <?0  =  2  sowolil  Q  und  K}  wie  andrer- 
seits  6  und  c  gerade  sind,  so  sind  notwendig  a  und  d  ungerade 
Zahlen,  und  eben  deshalb  diirfen  Q  und  %  nicht  modulo  4  einander 
congruent  sein.  Weitere  Bedingungen  sind  aber  nient  zu  erfullen,  und 
also  tab  en  wir  die  Regel:  Unter  alien  im  wrletgten  Paragrapheti  an- 
gegebenen  Systemen  (P,  Q,  It,  %)  Jiaben  wir,  sofern  wir  uns  auf  eigent- 
licJie  Transformation  leschrankcn  wollen,  nur  diejenigen  mit  <?0=1  und 
6Q  ==  2  Jieran0u0ieJien,  dabei  aber  miter  clenen  mit  <?0  =  2  nur  solche, 
fur  welclie  Q  ^  %  +  2,  (mod,  4)  ist. 

Eine  zweite  Untersuchung  beantwortet  die  Frage  nach  der 
Multiplicitat  der  einzelnen  Wurzeln  von  fn(Jy  J)  =  0.  Hierbei  wolle 
man  bedenken^  dass  zwei  Systeine  (P,  Q,  B,  »)  und  (P,  Q,  E,  —  %) 
mit  nieht  versehwindenden  K  zwei  mit  einander  coincidierende  Null- 
punkte  von  Hn((D)  liefern?  und  dass  die  beiden  zugehorigen  Keprasen- 
tanten  gleicben  Teiler  t  haben.  Solche  zwei  Systeme  liefern  also, 
wofern  sie  tiberhaupt  fur  /n(JJ  J")  =  0  in  Betracnt  konimen^  stets  eine 
Doppelwurzel  dieser  Gleicliung.  Indessen  sind  Merbei  die  beiden 
Reprasentanten  (8)  und  (12)  §  5  auszuschliessen,  bei  denen  der 
Zeielienwech.se!  von  K  allein  nicht  immer  auf  einen  neuen  Nullpunkt 
von  Hn  ffflirte.  Sollen  aber  diese  Reprasentanten  weigentlichew  Trans- 
formationen  nter  Ordnung  vorstellen;  so  ist  offenbar  n  =  2  bez.  n  =  3, 
Diese  Falle  aber  konnen  wir  leicht  direct  eiiedigen  und  schliessen  sie 
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als  particular  von  gegenwartiger  allgenieiner  Besprechung  aus.  Ein- 
fache  Wurzeln  werden  wir  demnach  nur  von  den  Systemen  mit  x  =  0 
erhalten  kojnneii,  uncl  da  in  diesem  Falle  die  vorhin  mit  tf0  bezeichnete 
Zahl  direct  den  Teiler  &  der  Form  (P,  Q,  If)  darstellt,  so  entspriogt 
der  Satz:  Die  einfachen  Wurzeln  von  fn(J,  J")  =  0  Knnen  Iwchstens 
von  den  ursprungliclien  Formen  der  Determinant  —  A  =  —  4%  tend 
von  den  Formen  des  Tellers  2  dieser  Determinante  geliefert  werden. 

Aber  die  letzteren  Formen  geben,  durch  2  gelioben,  ursprfingliche 
Formen  der  Determinante  —  n.  Sie  werden  also  ini  weiteren  Verfolg 
der  Zahl  en  A  ~=  4w  —  1,  =4^  —  4,  ...  (vom  Factor  2  abgeselien) 
dann  nochmals  auftreten,  wenn  n  =  4n  —  %2  durcli  gan$e  Zahlen  % 
gelost  werden  kann.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  n  ein  dreifacb.es  Quadrat 
ist,  und  wir  baben  clann  %  ==  +  ]/3n.  Sollen  aber  liberbaupt  Formen 
vom  Teiler  2  bei  A  ==  4n  fur  fn(J9  J")  ==  0  zur  Geltung  konimen,  so 
muss,  wie  wir  saben,  Q  bei  denselben  das  Doppelte  einer  ungeraden 
Zalil  sein.  Es  ist  also: 
A  =  4n  ==  4  PR  —  Q2  =  —  4,  (mod.  16)  d.  i.  »  =  —  1,  (mod.  4) 

uberliaupt  eine  notwendige  Bedingung  ftir  das  Auftreten  der  in  Rede 
stebenden  Formen  des  Tellers  Q  =  2.  Zusamnienfassend  wollen  wir 
diese  Resultate  so  aussprechen:  Die  einfachen  Wurzeln  von  fn(JT,  J")  =  0 
werden  ini  allgemeinen  nur  von  den  ursprunglichen  Formen  der  Deter- 
minante  —  4n  geliefert.  Fur  n  ^  —  1  (mod.  4)  liefern  aucli  noch  die 
urspriingl'iclien  Formen  der  Determinante  —  n  ein f ache  Wurzeln;  ist 
jedoch  n  das  Dreifache  eines  reinen  Quadrats,  so  sind  die  &u  diesen 
Ict&teren  Formen  gehorenden  singularen  Moduln  dreifaclie  Wurgeln  der 
Glciclmng  fn(J}  J)  ===  0. 

Indem  wir  jetzt  die  voraufgehenden  aritbmetischen  Bntwicklungen 
rait  unseren  anschaulichen  Hulfsmitteln  in  Bezieliung  setzen?  verweilen 
wir  zuvorderst  einen  Augenblick  bei  der  in  der  J"-Bbene  gelegenen 
Smitb'schen  Curve  Jin(X,  F)  =  0,  bez.  bei  der  mit  jener  collinearen 
Modulareurve  fn(Jr,  J}  ==0*}.  Wir  recapitulieren  Mer  den  Satz:  Die 
m  den  ambigen  Classen  geJiorenden  singularen  Moduln  Jy  und  nur  diese, 
Jialen  reelle  Werte;  die  im  Sereicke  eigentliclier  Transformation  ^tcr  Ord- 
nung  eintretenden  singularen  J"  dieser  Art  werden  von  den  reellen  Zilgen 
der  Curve  Jin  =  0  ausgeschnitten.  Hierbei  ist  das  Auftreten  von 
Doppelwurzeln  der  Gleichung  7i»(Jf,  0)  =  07  d.  i.  fn(J,  J")  =  0  aus 
der  Gestalt  der  Curve  ~hn  =  0  sofort  verstandlicli.  In  der  Tbat 


*)  [Der  Abschluss  dieses  Paragraphen  bringt  eine  neuere  Untersucliuiig  des 
Herausgebers.] 
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wurde  letztere  ja  von  der  reellen  «J~Axe  Iin  allgemeinen  in  Doppel- 
punkten  gesclinitten,  imd  nur  da  in  einfachen,  wo  die  Curve  gegen 
die  reelle  Axe  orthogonal  verlief;  diese  letzteren  Pankte  liefern  uns 
offenbar  die  ainbigen  Classen  vom  Teiler  6  =  1  bez.  2  und  der 
Determinante  D  =  —  4n. 

Der  Ubergang  zum  Transformation  spolygon  F^^  findet  tier 
durck  genan  dieselbe  Uberlegung  statt,  wie  vorkin  in  §  3  bei  den 
Formen  positiver  Determinante.  Statt  namlick  iin  Ausgangsdreiecb 
nack  einander  alle  ^(M)  Reprasentanten  J'  in  Bezug  auf  ilir  Identisch- 
werden  rnit  J  zu  untersucken,  betraekten  wir  einzig  den  Reprasen- 
tanten  J'(&)  =  J(nco),  diesen  aber  irn  gesamten  Transforniationspolygon 
Fy.  1st  an  einer  Stelle  von  Fy  die  Differenz  (eJ(co)  —  Jn((o)}  Null; 
so  verscliwindet  sie  ;,im  Polygon  Fy  geniessen"  dortselbst  gerade  ein- 
fach;  clenu  ware  der  fragliche  Nullpunkt  eiue  mit  co  =  i  aquivalente 
Ecke7  so  ware  doch  ersichtlich  die  betreffende  Stelle  der  geschlossenen 
Placlie  Fy  nur  von  $wei  Elementardreiecken  umlagert.  Die  Nullstellen 
von  fn{J)  J)  Jiaben  sicli  solclierweisc  im  Polygon  Fy  oder  auf  der  Fldclie  Fy 
dennassen  verteilt,  dass  dortselbst  heine  $wei  emfachm  Nullstellen  mclir 
sur  Coincident  Jwmnien. 

Dieses  Resultat  ist  fur  die  ainbigen  Classen  in  tlbereinstimmung 
niit  unseren  fruheren  Satzen  tiber  die  auf  Fy  tibertragene  Sinith'sclie 
Curve;  die  reellen  Ziige  derselben  wiesen  in  der  That  auf  JPy  keine 
Doppelpunkte  mehr  auf  (cf.  p.  172).  Uberliaupt  aber  werden  wir  die 
ainbigen  Classen  jetzt  aus  den  doppelt  eingeteilten  Polygonen  Fy  des 
§  3  fur  jedes  n  sofort  ablesen;  ibre  singularen  c?  sind  ja  offenbar 
die  Kreuzpunkte,  in  welclien  die  Halbkreise  cler  Fornien  positiver 
Determinante  n  die  Kreisbogen  der  beiderlei  Einteilungen  von  Fy 
durchsetzen. 

Die  zu  nieht-anibigen  Classen  geliorenden  singularen  CD  kommen 
im  doppelt -geteilten  Polygon  Fy  niclat  niit  derselben  Leichtigkeit 
zar  Evideiiz.  Solcbte  Punkte  werden  im  Innern  freier  oder  doppelt- 
schraffierfcer  Bereiche  liegen  und  mussen  naturlich.  iinmer  zu  vieren 
aus  einander  verinoge  der  Substitationen  1,  A,  Wy  A  W  heryorgelien. 
Um  aber  diese  Stellen  unmittelbar  aus  den  Figuren  abzulesen,  muss 
man  sick  in  etwas  ausgiebigerer  Weise  die  Werteverteilung  von  J  und 
J'  auf  F^  veranschaulichen;  was  wir  tier  indessen  nicht  ausfiiliren 
tonnen. 

Jetzt  sei  #(o>)  eine"  ganz  beliebige  zur  r^/(n)  gehorende  Modul- 
fonction,  die  jedoch  nicht  bei  Ausiibung  der  Substitution  W  in  sick 
iibergeken  soil.  Dieselbe  wird  rational,  und  zwar  unsymmetrisch, 
durek  Jr>  J  darstellbar  sein : 
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wobei  wir  rechis  die  rationale  Function  R  in  zwei  durch  einander 
dividierte  gauze  Functionen  gespalten  denken.  Nach.  bekannteu  Qruud- 
satzen  der  Theorie  der  algebraisclien  Functionen  verscliwinden  in 
alien  niekrfaclien  Punkten  der  Modulareurve  f(J'9  J")  =  0  die  beiden 
ganzen  Functionen  G19  G%  zugleieh.  Wir  konnen  die  G19  6r2  aber  iminer 
so  gewahlt  denken  ?  dass  sie  in  einer  gewissen  endlichen  Reihe  em- 
faclier  Punkte  der  Curve  f(J'9  J~]  =  0  nicM  zugleieli  Yerschwinden. 
Man  riclite  es  hiernaci.  insbesondere  so  ein;  dass  gleielizeitiges  Ver- 
scliwinden von  (TJ  und  G-2  jedenfalls  nicht  in  jenen  Punkten  der 
Modularcurve  oder  des  auf  dieselbe  eindeutig  bezogenen  Polygons  F^ 
eintritt,  die  von  den  oben  charakterisierten  einfaclien  Nullpunkten  von 
J)  ==  0  lierriikren,  Indem  wir  gleich  noch  aus  (1)  : 


(2)  /(CJ)== 

ableiten^  ziehen  wir  die  im  Polygon  Fy  verteilten,  zur  nten  Ordnung 
gehorenden  singularen  o  heran.  In  alien  solchen  ct>;  deren  zugeliorige 
3  mehrfacLe  Wurzeln  von  f(J9  J")  =  0  sind?  muss  R(J',  J)  unter  del- 
Form  -g-  erscheinen,  so  dass  wir  iiber  die  zugehorigen  Werte  #,  &'  aus 
(1)  und  (2)  noch  nichts  weiter  aussagen  konnen.  In  alien  solclien  co; 
deren  singulare  Moduln  J"  einfaclie  Wurzeln  von  f(J9  J)  =  0  sind; 
liaben  zufolge  (1)  und  (2)  die  beiden  Modulfunetionen  ^(w)  und  /(co) 
einen  und  denselben  Wert,  und  zwar  ganz  unabhangig  davon,  wie  wir 
#(o>)  gewahlt  denken  mogen.  1st  C30  ein  specieller  unter  diesen 
letzteren  Pankten,  und  sind  co0  und  TF(c?0)  auf  der  geschlossenen  Fy 
verscMedene  Stellen^  so  konnen  wir  dock  offenbar  #(o)  der  art  gewahlt 
denken,  dass  diese  Function  in  den  fraglichen  beiden  Stellen  ver- 
schiedene  Werte  aufweist.  Das  widerspriclit  aber  direct  unserem  so- 
eben  erlialtenen  Eesultat?  dass  stets  /(o>0)  ==  0(W(coJ)  =  £(o>0)  sein 
soil,  und  also  folgt  der  Satz:  Diejenigen  singularen  o>0,  tvelche  w,  den 
einfaclien  Wwrzeln  wn  f(J,  J)  =  0  geJwren,  sind,  auf  die  gescMossene 
Fldclie  Fy  in  leschriebener  Weise  ubertragen,  dorfselbst  Fixpunkte  fur  die 
dwell  W  dargestellte  Transformation  der  Flache  F^  in  sicli, 

Diese  Uberlegung  lasst  sich.  nun  aaei.  leicht  umkehren.     1st  co0 
einer  jener  Fispunkte;  so  ist  W(&0)  beziiglich  f^  mit  fi>0  Equivalent: 

__  1^^    cgqj0  +  p 
n&Q       ^yo^o  +  ^ 

Der  Zahlwert  WQ  bereclinet  sicli  also  aus  der  Gleichung: 
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und  die  zugehorigen  Werte  von  A  und  %  sind: 

A-4*  — «aGS-y0)a,     *  — +  »(]S-y0). 

Schliessen  wir  wieder  die  parti  cularen  Falle  n  =====  2,  3  aus,  so  folgt 
aus  der  Bedingung  — 2]/n<%<2]/«.  notwendig  |3  =====  y0  und  also 
A  =  4tn.  Damit  1st  der  Sate  bewiesen:  Ist  n  =  Q,  1,  2  (mod.  4); 
(mitf  Aiisnahme  der  particwlaren  Falle  n  =  1;  2),  50  is£  <fe  Classen- 
an#dhl  der  ursprimglichen  Formen  der  Determinate  D  =  —  4n  gleich 
der  An&ahl  der  Fixpunkte^  welche  die  Transformation  W  der  Fldclie  Fy 
in  sick  aitfweist.  1st  n  =  3;  (mod.  4),  ivo  wir  jedocli  der  Kiirge  Jialber 
vom  Falle  abseJien,  dass  n  em  dreif aches  Quadrat  ist,  so  ist  die  AngaM 
jener  Fixpwnkte  identiscli  mit  der  Classenanzahl  ^lrsprungl^cJ^er  Formen  der 
Determinate  D  =  —  4n,  vermehrt  um  die  Classenanmlil  urspriingliclier 
Formen  der  Determinate  D  =  —  n.  Dieser  Satz  sehliesst  sieb  augen- 
seneinlich  aufs  direeteste  deni  p.  1 71  fur  die  positive  Determinante  D  =  n 
gewonnenen  Ergebnis  an*). 

Die  Anzabl  der  zu  W  gehorenden  Fixpunkte  auf  F^  ist  tibrigens 
in  niederen  F'allen  obne  weiteres  angebbar.  So  oft  das  Geschleeht 
imserer  Flacbe  p  =  0  ist;  haben  wir  $wei  Fixpunkte;  hierher  genorige 
Anwendungen  unseres  Satzes  haben  wir  fur 

(3)  »  =  4,  57  6,  7,  8,  9?  10,  13,  16,  18,  25. 

In  den  Fallen  p  =  1  haben  wir  stets  vier  Fixpunkte**) 5  hierher  gehoren: 

(4)  n  =  11,  14,  15,  17,  19,  20,  21,  247  32,  36,  49. 

Ubrigens  rnogen  wir  zum.  Schlusse  noch  betonen,  dass  wir  fur  die 
praktische  Bereehnung  der  in  Rede  stehenden  singul'aren  Moduln 
naturlieh  stets  auf  eine  nioglichst  einfache  Function  der  r^(»)  zuriick- 
greifen.  Nennen  wjr  dieselbe  gleich  wieder  0(0),  so  ist 


*)  Indem  solclierweise  zwei  unter  den  Transformationen  W,  A,  WA  der 
Flaclie  F^  in  sicli  eine  interessante  zahlentheoretische  Bedeutnng  gewonnen 
haben,  konnte  man  sicli  nun  auch  versucht  fulilen^  fur  die  symmetrische  Umformung 
A  der  F^  in  sich  entsprecnende  tiberlegiangen  dnrchzufuhren.  Die  festbleibenden 
Elemente  dieser  letzteren  Transformation  lassen  sich  darch  eine  naneliegende 
geometrische  Interpretation  mit  den  reellen  Ziigen  der  Modularcnrve  /(/',  J)  !=s=  0 
in  Bezienung  setzen;  inzwischen  miissen  wir  nnterlassen ,  auf  die  arithmetisclie 
Bedentuug  der  Hermit  gemeinten  Betrachtungen  naher  einzngeken. 

**)  Man  stellt  namlich  W  nnter  Gebrauch  des  zugenorigen  Integrals  erster 
Gattung  bei  zweckm'assiger  WaM  desselben  in  der  transcendenten  Gestalt 
u  =  —  u  dar,  so  dass  als  Fixptinkte  im  Parallelogramm  der  Perioden  die  Tier: 

rt    % .  (»3     ooj  4-  co2       ,.,     . 
u  ^  °'  "9  "    '  auftreten. 
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/K\  T  T)'r»>     *\  &l(z'>  8)  T  f)1  (»     »'\          ^'fe  *0 

(5)  J=^(*>*)-g;'(7VS)'     J  =*"(*>*)=*  G?&7)> 
und  es  liefert  die  Losung  der  Gleichurigen 

(6)  (?/(/,  *)<?/(*,  «')  -  #/(*,  *')<W,  5)  =  0 , 

(7)  />',  0)  =  0, 

yon  welchen  die  letztere  die  zwischen  #'  und  #  bestehende  algebraisclie 
Relation  ist,  jedeufalls  alle  gewiinschten  Wertsysteme  #',  2.  Dabei 
werden  freilich  im  allgemeinen  auch  noch  weitere;  unserem  Probieme 
fremde  Losungen  &'9  &  auftretenj  jedocli  ist  in  diesem  Betraclit  das  Naherc 
jeweils  durcli  eine  besondere  Untersuchung  festzustellen. 

§  8.    Geschiclitliclies  iiber  die  G-leicliung  der  eigentlich  znr 

Determinante  —  A  geliorenden  singnlaren  Moduln. 
Die  complexe  Multiplication  der  elliptischen  Functionen. 

Bevor  wir  die  Entwicklungen  der  voraufgehenden  Paragraphen 
durcn  Beispiele  illustrieren ,  nioge  an  dieser  Stelle  noch  ein  kurzer 
Berielit  erstattet  warden  tiber  eine  Reilie  weiterer  Fragen  und  Unter- 
sucliungen,  die  sicli  au£  die  singularen  Moduln  beziehen.  Wir  kniipfen 
etwa  daran;  dass  fiir  n  ^  0;  1,  2  (mod.  4)  die  einfaclien  Wurzeln  von 
fn(Jy  J)  ===  0  von  den  ursprungliclien  Formen  der  Determiuante 
D  =  —  A  =  —  4n  geliefert  werden,  deren  Classenanzalil  wir  durch 
i?(A)  bezeichnen  niogen.  Ist  aber  (P3  Q,  B)  eine  ursprungliche  Form 
einer  beliebigen  negativen  Deterniinante  —  A,  so  wollen  wir  den  zu- 

gehorigen  siogularen  Modul  jf  I^-i±!—  J  als  9,eigenflich"  8ur  Deter- 

minante  —  A  gehorig  benennen.  Haben  wir  also  eine  Determinante 
—  A,  welche  einer  der  Bedingungen  A  =  0,  4,  8  (mod.  16)  genligt, 
so  werden  wir  zufolge  der  gerade  vorausgescliickten  Bemerkung  aus 

fj(J>  J}  nacli  bekannten  Regeln  das  Product  der  einfaehen  Linearfactoren 
T 

absondern.  Es  wird  eine  ganze  rationale  Function  g^(J}  vom  Grade 
ij(A)  entspringen,  die  gleich  Null  gesetzt  gerade  die  ^(A)  eigentlich 
zur  Deterniinante  A  geliorenden  singularen  Moduln  zu  Wurzeln  hat. 
Die  Zahl  A  ist  nun  weiter  infolge  ihrer  Gestalt  (4PJ2  —  Q2)  entweder 
durch  4  teilbar  oder  =  1,  (mod.  4).  In  alien  diesen  Fallen  mogen 
wir  g'j  (J")  in  derselben  Bedeutung  brauchen;  wie  soeben  in  den  Fallen 
A  =  0,  47  8,  (mod.  16),  dass  ndmlich  die  Gleicfmng  g'j  —  Q  die  eigentlich 
mr  Determinante  —  A  geliorenden  singularen  Moduln  liefert.  Ftir  die 
Gewinnung  von  g^(J)  in  den  noch  nicht  erlecligten  Fallen  gelten  als- 
dann  folgende  Regeln: 
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Ini  Falle  A  =  12;  (mod.  16)  liefert  die  Absonderung  cler  einfachen 

Linearfactoren  aus  fj(J,J}  zunachst  g'j(J}  •  9j(f}\  aber  die  Function 

T  T 

fj+^J,  J)   enthalt  offenbar  ^(J)  tind  1st   teilerfrenid  gegen  #X<J"). 

___  ___ 

Durch   Abscheidung    des    genieinsanien  Bestandteils   aus  jenen  beiden 

Fuiictionen  erhalten  wir  also  gj(*T)  und  g^(J~)  jedes  fiir  sick  —  1st 

T 
A  =  —  1  (mod.  4)?  so  brauchen  wir  nur  in  den  letzten  Zeilen  fur  das 

dort  gemeinte  A  jetzt  A'=4A  einzusetzen;  mid  finden  in  jenem  g'j> 

IT 

das  jetzt  gesuchte  ffj(J).  —  Eine  Ausnahrue  dieser  letzten  Eegeln 
findet  nur  statt,  sobald  A  das  Dreifache  eines  reinen  Quadrats  ist: 
Da  ist  erstiich  fiir  A^  12,  (mod.  16)  gj(J)  direct  das  Product  der 
einfachen  Linearfactoren  von  fj(J}  J);  ist  aber  A  E^  —  1?  (mod.  4), 

4~ 

so  ist  offenbar  ff^(J)  das  Product  der  dreifacli  in  f^(J}  J)  enthaltenen 
Linearfactoren.  — 

Fassen  wir  zusammen,  so  sind  es  in  alien  Fallen  rationale  Kech- 
nungen  gewesen,  welche  zur  Kenntnis  von  g'd(3~)  ftihren;  und  also 
schliessen  wir:  Die  Gleichung  g'j(J}  =  0  des  Grades  oj(A)  weist  durcli- 
gehends  rationale  nwmerisclie  Coefficienten  auf. 

Die  hiermit  begriindete  Anordnung  der  singularen  Moduln  nach 
den  Zalilen  A  ist  wobl  die  am  meisten  naturgemasse^  und  es  ist  darum 
auch.  die  Gleicbung  gj(J)  =  0  (bez.  die  entsprechend  fiir  den  Jacobi- 
scben  Integralinodul  fc2  gebildete  Gleicbung),  welclie  das  Interesse 
der  Matbematiker  seit  lange  ira  holien  Grade  in  Ansprueh  genommen 
liat.  Uni  dies  im  vollen  Umfange  wiirdigen  zu  konnen,  wollen  wir 
noch  kurz  bistorisck  skizzieren,  in  welcK;  interessanter  Beziehung 
einerseits  die  singul'aren  Moduln  zur  Multiplication  der  doppeltyeriodiscJien 
Functioned  andrerseits  aber  im  speciellen  die  Gleicliung  g'j(J}  «=  0  '/ur 
Composition  der  quadratischen  Fonnen  steht. 

Ist  n  eine  rationale  ganze  Zahl,  so  besitzt  $>(nu  col7  coa)  als 
Function  von  u  jedenfalls  die  Perioden  G)1?  co2  und  stellt  sich  deshalb 
als  rationale  Function  von  £>(^jfi3i,  o>2)  ^nd  jp'(u\a>l}  o>2)  ^ar*  -^an 
nennt  den  Ubergang  von  (p(u)  zu  jp(nu)  Multiplication  von  $(u)  und 
bezeictnet  n  als  den  zugehorigen  Multiplieator.  Daran  scbliesst  sich 
die  Frage:  Glebt  es  ansser  den  ganzen  rationalen  ZaHen  n  vielleicht 
noch  weitere  Zahlen  p,  die  gleichfalls  in  dem  Sinne  als  Multiplieatoren 
fungieren.  konnen,  dass  $?(f*w)  e^ne  rationale  Function  von  ^?(w)  und 
und  #?'(w)  isfc?  Offenbar  wird  dies  stets  und  nur  dann  der  Fall  sein7 
wenn  sowohl  f^  wie  ftco2  eine  ganzzahlige  Verbindung  von  o1?  co3 
dar  stellt ; 


192     IV,  5.   Arithmetisclae  Anwendaugen  der  Modulargleichungen  erster  Stufe. 


(1) 

diese  Grleieliungen  liaben  wlr  also  zu  discutieren,  und  zwar  miter  der 
Voraussetzung,  dass  a,  I,  c>  d  in  denselben  gauze  rationale  Zalilen  sind, 
SchreibeB  wir  (1)  in  der  Form 

f(a  —  fOa^  +  ^  —  O, 


so  ist  zunachst  evident,  dass  bei  &£&%  veranderlichen  o>1;  c»2  not- 
wendig  &  =»  c  =  0,  a  =  cZ  =  p  sein  muss;  tier  also  werden  wir  zurn 
elementaren,  soeben  erledigten  Fall  p  =  n  zuruckgefiihrt  Dies  schliesst 
aber  nicht  aus,  dass  fflr  speciflcierte  o>  auch  noch  andere  Losuugen  von 

(2)  eintreten   konnen.    Man   mag    geradezu   die   vier   ganzen  Zahlen 
a,  lf  Cj  d   willktirlicli    auswahlen    (wo    sie   dann   eine   Determinante 
(ad  —  6c)  bilden7  die  wir  gleich.  wieder  n  nennen  wollen)  und  es  wird 
immer  moglieh  sein?  zwei  specielle  p  nebst  zugetorigen  a^  :  G?2  anzugeben, 
welohe  (2)  befriedigen.     Wir  liaben  offenbar  p  aus 

(3)  \a-^>    /     1-0,    ^-^(a  +  cO  +  n-O 

v  ;  \      e      ,  d  —  [i\ 

zu  bereehnen  und  linden  dementsprechend  unter  Aufnahme  nnserer 
bisberigen  Bezeidinungen  a  +  d  =  x,  A  ==  4«  —  x?  u.  s.  w.  fur  £A  die 
Werte: 

/,N  H-M1/A 

(4)  f*-"-=T  —  ; 

wahrend  sich  fur  den  zugeborigen  Periodenquotienten: 

a  —  <z  ±  *]/A      —  <2  ±  *T/S 

(5)  ®  —  -  ^  --  "  -  2P 

ergiebi  Damit  o>  in  der  positiven  Halbebene  liegt,  mussen  wir  (c  als 
positiv  vorausgesetzt)  ]/A  positiv  nebmen: 


/fi,  * 

(6)  ^  = 

vor  allem  aber  sieht  man,  dass  n^_  eine  positive  Zahl  sein  muss? 
wahrend  fur  %  die  Bedingung  —  2]/w  <»  <2]/w  gtiltig  ist.  Hier- 
mit  ist  voller  Anschluss  an  die  voraufgehenden  Entwicklungen  erreicht; 
und  wir  formulieren  den  Satz:  Neben  der  gewohnlichen  Multiplication 
der  doppeltperiodiseken  Functionen  giebt  es  nofa  eine  sogenannte  complexe 
Multiplication  derselben,  deren  Multiplicatoren  p  complete  ZMen  der 
Gestalt  (6)  sind;  aber  die  Multiplication  vernwge  des  einselnen  solcJien 
w  tritt  nicht  fur  jeden  Mieligen  Wert  der  absoluten  Invariante  J  ein}  sie 
findet  vielmehr  einzig  fur  die  dem  gerade  wrliegendm  yt>  mgelwrigen  sin- 

gularen  Moduln  J^—^^  —  J  statt. 
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Die  Existenz  der  coniplexen  Multiplication  ist  von  Abel  entdeckt*), 
nnd  was  besonders  bewunderuugswiirdig  ist,  Abel  sprieht  in  der  ge- 
nannten  Abhandlung  (1.  c.  p.  426)  aucli  bereits  die  wiehtigste  arith- 
inetische  Eigenseliaft  der  singularen  Moduln  aus?  ndmlicli  class  Hire 
Zalilwerte  durch  Wiwzelziehungen  QMS  rationalen  Zalilen  lerecJmet  tverden 
Itonnen.  Nach  Abel's  Entdeckung  haben  Jacobi,  Hermite,  Eisen- 
stein  u.  a.  wiederholt  das  Problem  der  complexen  Multiplication  und 
der  zugehorigen  singularen  Moduln  beruhxt,  inzwischen  ist  erst  durch 
Hrn.  Kronecker  eine  vollstandige  Theorie  dieser  Moduln  dureh- 
gebildet  worden.  Die  Resultate  Kroneeker's  sind  in  einer  langeren 
Eeilie  kleinerer  Aufs'atze  in  den  Monatsberichten  cler  Berliner  Akademie 
(seit  1857)  veroffentlicht  worden.  Da  es  sicn  Mer  aber  niehr  urn  kurze 
Mitteilungen  als  um  ausfuhrliche  Darlegung  der  Theorie  handelt,  so 
machte  sich  das  Bediirfnis  nach  einer  solclien  wiederholt  geltend;  tiberdies 
kam  noch  hinzu,  dass  sici  auch  Kronecker's  Untersuchungen  auf  den 
Modul  F  allein  bezogen;  so  dass  eine  Umarbeitung  derselben  unter 
Zugrundelegung  der  absoluten  rationalen  Invariante  J  an  Stelle  des  If 
wiinschenswert  erschien.  Diesen  Bediirfnissen  sind  neuerdings  etwa  zu 
gleicher  Zeit  die  .auf  den  in  Eede  stehenden  Gegenstand  beztiglichen 
Arbeiten  der  Herren  Pick**)  und  Weber***)  gerecht  geworden,  etwas 
spater  auch  die  hierher  gehorige  Abhandlung  von  Hrn.  Sylowf). 

Trotzdem  die  in  Rede  stehenden  Gegenstande  zu  den  schonsteii 
gehoren,  zu  denen  die  Wechselbeziehung  zwischen  Modulfunctionen  und 
Zahlentheorie  bisher  gefiihrt  hat?  ist  es  doch  ganz  ausgeschlossen,  dass 
wir  dieselben  Mer  in  erschop fender  Weise  behandeln;  war  wurden  sonst 
zu  weit  auf  rein  zahlentheoretische  Betrachtungen  eingehen  miissen. 
tlbrigens  liegt  hierzti  heutzutage  aueh  um  so  weniger  ausserer 
Anlass  vor,  als  Hr.  Weber  in  seinem  wiederholt  genannten  Werke 
uber  yjElliptisefie  Functioned  und  algebraische  Zatilen"  nnter  Heran- 
ziehung  ausgedehnter  Entwicklungen  uber  Arithmetik  und  Algebra 
die  fragliche  Seite  unseres  Problems  allgemein  zuganglieh  dargestellt 


*)  Man  vgl.  die  n2$ecfwrckes  sur  les  f auctions  clliptiques"  (%  10),  Crelle's 
Journal  Bd.  2  nnd  3  (1827,  28)  oder  auch  nene  Anflage  der  9>G-esammelten  Werlse" 
(Christiania"  1881)  p.  377. 

**)  ,,Uber  die   complexe  Multiplication   der  elUptisch&n  Functionen",  Math. 
Ann.  Bd.  25  (1885),  sowie  ebenda  Bd.  26  (1886). 

***)  »Zki,r  Theorie  der  elliptischen  Functioned,  Acta  Math.  Bd.  e  (1885)  und 
Bd.  11  (1888). 

t)  ?,Sur  la  multiplication  complexe  des  fonctions  elliptiques",  Lionville's 
Journal,  4te  Eeihe  Bd.  3  (1887);  in  den  Untersuclmngen  Sylow's  ist  indessen  wieder 
einzig  der  Modnl  7c2  zu  Grunde  gelegfc. 

Kloin-Pricke,  Modulfuuctionen.  II.  13 
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hat*).  Mag  es  also  binreicben,  wenn  wir  auf  einige  Hauptresultate 
aufmerksam  inacben: 

Die  ^  (A)  eigentlicli  zur  Determinante  —  A  gehorenden  singularen 
Moduln  waren  die  Wurzeln  einer  algebraiscben  Gleichung  gj(J}  ==  0 
des  Grades  ^(A)?  deren  Ooefficlenten  durcbgebends  rationale  Zahlen 
slnd.  Diese  Gleichung  ist  im  Eationalitdtsbereich  der  rationalen  Zalilen 
irreducibel  und  bleibt  irreducibel,  wenn  wir  die  Quadratwur#el  aits  der  #u- 
gefiorigen  Determinante  ]/ —  A  als  "be'kannt  anseJien.  Indeni  wir  aber 
diese  Quadratwurzel  adjungieren,  bekommt  die  Gleicbung  g'^(J}  —  0 
eine  Galois'scbe  Gruppe,  die  in  wesentlieh  anderer  Gestalt  in  der 
ZaMentheorie  seit  lange  bekannt  ist.  Wir  miissen,  uin  dies  deutlich 
zu  raaehen,  etwas  weiter  ausholen. 

In  der  von  Gauss  begriindeten  Composition  der  guadratiselien  Formcn 
wird  vernioge  eines  einfaelien  Algoritbmus  aus  zwei  vorgelegten  binaren 
quadratiscben  Forraen  eine  dritte  durcb  ^Composition  jener  beiden" 
erzeugt**).  Nacb  den  Grundsatzen  dieser  Operation  entspringt  ans 
der  Composition  zweier  ursprtinglicben  Formen  (P?  Q,  E\  (P',  Q',  R') 
der  Determinante  —  A  wiederuni  eine  nrspriinglicbe  Form  eben  dieser 
Detenninante,  und  (was  besonders  wichtig  ist)  sofern  wir  zwei  "beliebige 
Formen  aus  ~bestimmten  zwei  Classen  eomponieren?  erhalten  wir  stets 
eine  Form  aus  einer  "bestimmten  dritten  Classe.  Man  kann  denmach 
von  der  Composition  der  ^(A)  Classen  reden;  irgend  zwei  unter  ihnen 
werden  jedesmal  durcb.  Composition  eine  bestinimte  dritte  erzeugen, 


*)  Ubrigens  bezielien  sicli  die  Unteraucbingen  des  Hrn.  Weber  1.  c.  kernes wegs 
gleiclamassig  auf  die  erste  Stufe,  wo  sick  ihm  bei  der  Bereclmung  der  singularen 
Modnln  J  alsbald  erhebliche  Scliwierigkeiten  entgegenstellten.  Das  aur  "Dber- 
•\vindung  derselben  herangebolte  Hiilfsniittel  ist  aber  nicht  das  oben  von  uns  be- 
furwortete  (dass  man  namlich  an  Stelle  des  Modulsystems  /,  /'  des  Polygons  F^ 
das  denkbar  einfachste  System  desselben  stellt);  vielmehr  berechnet  Hr.  Weber 
vielfach  die  singularen  Werte  der  Wurzeln  aus  &,  Jc',  insbesondere  aber  des 
Moduls  1  ykk'  (indem  er  von  den  fur  diese  Grosse  geltenden  Modulargleicliungen 
ausgeht).  Auf  die  complexe  Multiplication  in  ihrer  Bedeutung  speciell  fur  die 
Moduln  erster  Stufe  gent  iibrigens  in  allerneuester  Zeit  Hr/Kiepert  ein  (Matn. 
Ann.  Bd.  39).  —  Selbstverstandlicn  Vird  fur  nns  eine  systematische  Awsdehnung 
der  Satee  des  Textes  auf  die  lioheren  Stufen  ein  anzustrebendes  ZieLsein;  unter 
dies  mussen  sicb.  dann  alle  jene  particul'aren  Entwicklungen  fiber  P,  l^/Jckf  etc. 
unterbegreifen.  Einen  ersten  Ansatz  in  dieser  Eicbtung  liefern  die  Entwickluugen 
des  folgenden  Kapitels  uber  Classenzahlrelationen  boherer  Stufe. 

**)  Disguisitiones  aritbmeticae ,  Artikel  234  oder  Diriclilet-Dedekind, 
ZaMentheorie  (3te  Aufl.)  p.  387  u.  f.  Man  bemerke  iibrigens,  dass  bei  G-auss  und 
Dirichlet  die  quadratiscben  Formen  in  der  Gestalt  (a,  5,  c)  und  nicht  in  der  im 
Texte  zu  Grande  liegenden  Gestalt  (P,  Q,  E)  zur  Geltung  kommen. 
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und  es  zeigt  sich  insbesondere,  dass  diese  dritte  Classe  unabhangig 
von  der  Reihenfolge  ist;  in  welelier  wir  jene  belclen  ersten  componieren. 
Hier  haben  wir  offenbar  einen  langst  gewohnten  Begriff  wieder- 
gewonnen:  Die  ^(A)  Classen  lilden  gegenuber  der  Composition  eine 
Gruppe,  die  wir  kur&  als  })die  Gruppe  der  Composition"  leseiclmen;  sie 
ist  von  der  Ordnimg  72  (A)  und  liai  die  besondere  EigenscJiaft,  dass  je 
swei  Hirer  Operationen  mit  einander  vertauschlar  sind*). 

Die  Gruppe  der  Composition  lasst  sich  jetzt  leieht  in  eine  Permuta- 
tionsgruppe  der  Wurzeln  von  g'j(J)  —  0  nmsetzen.  Man  denke  sicli 
die  ??(A)  Classen  in  eine  erste  Anordnung  gebracht,  dann  aber  nach 
einander  die  Elemente  dieser  Reihe  niit  den  7?  (A)  Classen  componiert. 
So  entspringen  insgesamt  ^ (A)  Permutationen  jener  ersten  Reihe  der 
?}  Classen  oder  (was  au£  dasselbe  bin ausko mint)  der  ^(A)  Wurzeln 
von  g'j  =  0,  und  diese  Permutationen  bilden  offenbar  eine  niit  der 
Gruppe  der  Composition  holoedriseh  isornorphe  Gruppe,  die  iibrigens, 
wie  man  siebt;  genau  einfach  transitiv  ist. 

Es  lasst  sich  nun  der  Beweis  fuhren,  class  die  Galois'sche  Grnppe 
der  Gleiehung  g'j(J}  ==  0  in  der  so  gewonnenen  Gruppe  enthalten  sein 
nmss,  sobald  man  Y' — 'A  als  bekannt  ansiehi  Da  aber  jede  nicht 
mit  der  Gesamtheit  zusamrnenfallende  Untergruppe  dieser  Gruppe  not- 
wendig  intransitiv  ist,  andrerseits  jedoeh  g'j  =  Q  auch  naeh  Adjunction 
von  y —  A  irreducibel  ist,  so  folgt  aus  bekannten  Satzen  der  Algebra: 
Die  Galois' sclie  Gruppe  der  Gleiehung  g'j  =  0  wird  naeli  Adjunction 
von  y —  A  identisch  mit  der  Gruppe  der  Composition.  Weiter  aber  hat 
sich  so  ergeben:  Die  Galois'sche  Gruppe  von  g'j  =  0  besteht  aus 
lauter  mit  einander  vertauschbaren  Substitutionen;  g'j(J}  =  0  gelwrt 
also  su  derjenigen  Classe  von  Gleichungen,  die  man  als  Abel'sclie  Ic- 
seiehnet.  Von  den  letzteren  aber  weiss  man?  dass  sie  durch  Wurzel- 
ziehungen  losbar  sind?  und  also  entspringt  bei  der  Natur  der  Coeffi- 
cienten  von  g'j  —  0  der  Satz:  Die  Wur&eln  von  g'j  —  0?  d.  i.  die 
singular  en  Moduln  der  Determinante  —  A  lassen  sich  durch  Wur#el- 
ziehungen  aus  rationalen  Zahlen  fterechnen.  Hiermit  ist  jener  funda- 
mentale  Satz  Abel's  wieder  gewonnen,  den  wir  denn  auch  in  den 
nachfolgenden  Beispielen  best'atigt  finden  werden.  —  Mogen  die  hiermit 
gegebenen  Andeutungen  die  beziehungsreiche  Theorie  der  Gleiehung 
gj  =  0  fur  uns  erledigen. 


*)  Fur  kleine  Werte  der  Determinante  ist  ubrigens  die  Gruppe  der  Com- 
position schleehtweg  von  cyelischer  Structur;  die  niederste  Determinante,  bei 
weleher  die  Gruppe  complicierteren  Charakter  aufweist,  ist  A  —  243,  vergl.  die  in 
Bd.  II  der  Gauss'sehen  Werke  p.  450  if.  mitgeteilte  Tabelle. 
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§  9.    Speeificierung  der  Mslierigen  Resultate  fur  n  =  5  und  w  =  7. 

Die  Gesarntentwickhingen  des  gegenwartigen  Kapitels  sollen  liier 
am  Schlusse  desselben  dutch  ein  paar  ausgeftiTirte  Beispiele  verdeutlicht 
werden.  Wir  betrachten  etwa  zunaclist  den  Fall  n  —  5*,  die  ganz 
einfaehen  Falle  n  =  27  3;  4;  von  denen  die  beiden  ersten  in  den 
voranfgehenden  Paragraphen  wiederholt  zum  Aussctluss  karnen,  wird 
man  nach  dem  Muster  der  zu  gebenden  Darstellung  leicht  direct  erledigen 
konnen. 

Das  Transformationspolygon  F^(5)  =  F6  ist  in  Fig.  96  (I  p.  635) 
dargestellt;  mid  das  doppelt-geteilte  Polygon  FQ  findet  man  liierneben 
in  Fig.  5.  Es  erscheint  zweckmassig,  die  Variabele  CB'  =  TF(o>)  gleich 
wieder  durch  ca  selbst  zu  bezeiclinen  d.  h.  als  oo-Teilung  der  Figur  5 


.  5. 


diejenige  init  den  Doppeldreiecken  1;  S^1,  8^?  T  zu  verstelien;  eine 
wesentliche  Modification  wird  hierduroh  niclit  lierbeigeMirt;  nnd  wir 
gewinnen  den  Vorteil,  dass  weiterhin  die  reducierten  Formen  iinmer 
durcli  blosse  Anwendung  der  Operation  S  gewonnen  werden  konnen. 
Wir  fragen  jeiizt  erstlich.  nacla  den  Fornieu  der  positiven  Deter- 
minante  D  =»  5.  In  Fig.  5  erblickt  man  erstlich  den  znr  Hauptclasse 
ffthrenden  Kreis; 
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(1)  ^2  +  «/2-5  =  0, 

welclier  links  und  reehts  in  den  beiden  niit  w  ==•  i  aquivalenten  Stellen 
(+  2  +  f)  die  Berandung  des  Polygons  F6  errelclit.  Dort  wircl  sich 
unter  rechtem  Winkel  ein  zweiter  Kreisbogen  ansetzen,  der  zur  rechten 
und  linken  Seite  der  Figur  in  zwei  Teile  zerlegt  erscheint.  Als 
Gleichung  des  reeliter  Hand  liegenden  Kreisbogens  ergiebt  eine  kurze 
Rechnung: 

(2)  x*  +  if  —  5x  +  5  =  0. 

Die  bislang  genannten  Kreisbogen  setzen  sich  zu  einem  geschlossenen 
System  zusainmen;  weitere  Kreisbogen  aber  kommen  fur  unsere  Figur 
niclit  in  Betracht,  was  nach  den  Regeln  des  §  3  (p.  173)  aus  deni  Um- 
stande  folgt,  dass  das  Polygon  FQ  zuni  GeschlecMe  p  —  0  genori 

Es  giebt  hiernach  ftir  die  positive  Determinante  D  =  5  ini  ganzen 
&wei  Classen  yon  (ursprlingliclien)  Fornien;  die  eine  Classe  umfasst 
gelin  reducierte  Formen,  und  darunter  vier  Hauptredueierte,  die  andere 
enthalt  vier  reducierte  Formen,  die  alle  Hauptreducierte  sind;  beide 
Classen  sind  ambig  und  sich  selbst  invers.  Durch  Zuriickwerfung  der 
einzelnen  Kreissegmente  in  das  Ausgangsdreieek  vernioge  S^1  berechnen 
wir  als  die  Halfte  der  Fornienperiode  der  Hauptclasse: 

(1,2,  -1),     (1,  1,  -4),     (1,0,  -5) 

(1,  -1,  -4),    (1,  -2,  -1) 
und  entsprechend  fur  die  andere  Classe: 

(2)  _l,  -2},     (2,  I,  -2); 

dort  haben  wir  urspriingliche  Forinen  der  ersten,  hier  solche  der 
gweiten  Art. 

Um  die  hierher  gehorigen  Formen  negativer  Deterniinanten  zu 
erledigen?  werden  wir  zuvorderst  die  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise 
(1);  (2)  mit  den  Kreisbogen  der  Figur  5  feststellen.  In  das  Ausgangs- 
dreieek zuriickgeworfen  liefern  dieselben  folgende  sechs  Punkte: 


—  1  + 

- 


Hier    haben    wir    die    reprasentierenden   Punkte    fiir    die    samtlichen 
reducierten   ambigen  Formen  der  Determinanten  —  20,  —  19,  —  16; 
-  —  11,  —  4.    Fiir  A  =  20  konnen  nur  b0  und  o>g  in  Betracht  kommen 
und  liefern  ersichtlich  die  Formen: 
(4)  (1,0,5),    (2,2,3); 


(6) 
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far  A  ==  19  liefert  einzig  der  Punkt  m1  eine  Form  namlich: 
(5)  (1,1,5); 

waiter  kommen  fur  A  =  16  die  Punkfce  co2>  <®±>  fur  A  =  11  der  Punkfc 
co3  und  endlich  fur  A  =  4  allein  coel  in  Betracht;  wir  finden  deni- 
entsprechend  die  Formen: 

(1,  0,  4),    (2,  0,  2), 

(1,  1,  3), 

(1,  0,  1). 

Sollte  es  nun  im  Bereiche  der  in  Rede  stehenden  Determinanten  nur 
anibige  Foriaen  geben,  so  kamen  fiir  die  Zalalen  H(20  —  %?)  die  Werte: 

(7)  H(20)  =  2,     H(19) 

H(ll)  =  1, 

Unter    diesen   TJnistanden   natten   wir  H  (20  —  %2)  =  10   fur   die 

linke  Seite  der  01  assenzanlr  elation  fiinfter  Ordnung.  In  der  That  aber 
ist  auch  <t>(5)  -f-  V(5)  ==  10,  so  dass  wir  voraufgehend  bereits  alle 
Forniclassen  der  in  Rede  stehenden  negativen  Determinanten  charak- 
terisiert  haben. 

Endlich  bereclinen  wir  die  singularen  Moduln,  -welche  zu  den 
Classen  (4),  (5),  (6)  gehoren;  und  zwar  geniigt  es  hier  naturlicli;  die 
singularen  Werte  des  Hauptnioduls  t((o)  zu  berechnen*),  von  wo  aus 
die  zugehorigen  singularen  J  auf  Grand  von  Formel  (11)  p.  61  her- 
gestellt  werden  konnen.  Setzen  wir  abgektirzt: 

Y(T)  =  (v*  +  22r  +  125)  (r2  +  4r  ~~  I)8, 

so  ist  nach  der  eben  citierten  Formel: 


Die  fragliclien  Werte  von  t  sind  also  die  Wurzeln  von 
(8) 


Hier  spaltet  sieh  der  Factor  (T?  +  22r  +  125)  ab,  der  gleich  Null 
gesetzt  die  beiden  Werte  Tr  =  —  11  +  2i  liefert;  offenbar  finden  die- 
selben  in  den  beiden  Punkten  &  =  +  2  +  i  des  Polygons  FQ  statt. 
Der  zuruckbleibende  Bestandteil  von  (8)  ist: 


*)  Gemeint  ist  hier  selbstverstandlicli  der  zum  Polygon  der  Dreiecke  1?  Tf 
,  S~2  gehorende  Hauptmodul  z(w). 
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Diese  Gleichung  spalten  wir  nunniehx  unter  Ausfiihrung  der  Substitution 
t  =  5]/5#  in  die  beiden  folgenden: 


125(««  +  i)  +  201/5(0  +  i)  -  2  =  0, 


welclie  uns  die  riiekstandigen  adit  Werte  T  sogleicli  ergeben.  Bei  der 
Frage,  wie  sich  diese  Werte  t  auf  die  Kreuzungspunkte  der  Kreise  in 
Fig.  5  verteilen,  wolle  man  bemerken,  dass  die  beiden  Kreise  (1)  und 
(2)  in  dem  zur  t-Ebene  zusanimengebogenen  Polygon  F6  den  Kreis 
I2  +  ^2  =  125  liefern.  Auf  diesem  Kreise  hat  man  also  alle  frag- 
liclien  Punkte  t  zu  sucheii?  wobei  eben  aus  den  Zahlwerten  dieser  r 
ihre  Abfolge  auf  dem  Kreise  und  daniit  ilare  Keihenfolge  auf  den  Kreis- 
bogen  der  co-Halbebene  sofort  evident  wird.  Wir  stellen  das  Resultat 
gleich  in  Gestalt  der  nachfolgenden  Tabelle  zusammen: 


(9)        r(+  1  +  2i)  =  —  2  +  Hi,     v(+ 


Im  Falle  n  =  1  haben  wir  die  Gleichungen  (12)  p.  61  zu  Grunde 
zu  legen  und  benutzen  ubrigens  wieder  statt  der  gewohnten  Gestalt 
des  Polygons  F8  (cf.  Fig.  104;  I  p.  742)  diejenige,  die  aus  ihr  dureh 
Anwendung  der  Modulsubstitution  T  hervorgehi  Ohne  die  doppelt- 
geteilte  Figur  Mer  explicite  heranzuziehen,  schliessen  wir  vielmehr  wie 
folgt.  Da  auch  n  =  7  zuni  Geschlechte  p  ==  0  gehort,  so  ist  die  in 
der  Ebene  des  Hauptmoduls  %  gelegene  Smitk'sehe  Curve  wieder  ein 
Kreis  ?  der  sich  hier  insbesondere  (nach  (12)  p.  61)  zu  |2  +  ^2  ==  49 
berechnet.  Da  tiberdies  (  —  1)  quadrat!  scher  Nichtrest  von  7  ist,  so 
liefert  dieser  Kreis  nur  eine  (sich  selbst  nicht  inverse)  Glasse  von 
Forrnen  positiver  Determinante  (bez.  zwei;  wenn  wir  die  inverse  Classe 
besonders  rechnen  wollen),  welche  als  Hauptclasse  der  Determinante 
D  =  7  ainbig  sein  wird.  Das  Polygon  F8  hat  zwei  mit  W  =  Q  aquivalente 
Stellen?  wo  nur  zwei  Blementardreiecke  zusamnienhangen.  Dort  wird 
also  der  zur  Hauptform  (1,  0,  —  7)  gehorende  Kreis  die  Berandung  von 
F8  erreichen,  und  es  schliessen  sich  beiderseits  unter  dem  Winkel  •— 
zwei  weitere  Kreisbogen  an,  die  durch  die  Gleichungen 
(10)  2(x*  +  if}  +  14a?  +  21  =  0 

gegeben    sind.     Insgesamt    liefern    diese   Kreisbogen    fur    die    allein 
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existierende  Classe  erne  Periode  Ton  sieben  reducierten  Formen,  als 
welclie  wir  finden: 

(11)     (1,0,  -7),    (!,  +  !,-  6),     (l,±2,-3),     (2,  ±1,  -3). 

Die  Schnittpunkte  der  gekennzeiclmeten  Kreisbogen  mit  den  Sym- 
metriekreisen  der  Teilimg  von  F8  sind  folgeode  vierzelin: 


(12) 


± 


Auf  Grand  dieser  Zahlwerte  finden  sieh  fur  die  negaiiven  Determinanteii 
-^  A  =  —  28  -j-  ^  folgende  redueierte  ambige  Formen: 
,A  =  285     030,  ^     (1,0,  7),    (2,  2,  4), 

A  =  27;     o>x,  ws5     (1,  1,  7),     (3,  3,  3), 

A  =  24;     o>2?  o>6  ;     (1,  0,  6),     (2,  0,  3), 

A  =  12;     a,,,  G>5;     (1,  0;  3),     (2,  2;  2), 

A  =  19;     o>3;     (1,1,5);     A  -  35     «6;     (1,1,1). 
Aueh  hier  giebt   es  nur  ambige  Classen^  und  wir  lesen  aus  (13)  ab; 
(14)         H(28)  =  2;     H(27)-l  +  i;     H(24)-2, 


(13) 


in  der  That  erlialten  wir  so  fiir  die  linke  Seite  der  Classenzahl- 
relation  siebenter  Ordnung  14,  welches  aucli  der  Wert  der  rechten 
Seite  ist. 

Die  zu  den  Argumenten  (12)  getorenden  singularen  Moduli!  be- 
reehnet  man  genau  in  der  namliclien  Weise,  wie  vorhin  bei  n  =  5. 
Unter  Riicksicbtnaliine  auf  die  conforme  Abbildung  des  Polygons  Fs 
auf  die  r-Ebene  ergiebt  sieh: 


(15) 
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Hier,  wie  in  (9),  fmdet  rnati  die  obigen  Angaben  liber  die  arlth- 
metische  Natur  der  singularen  Moduln  bestatigt.  — 

tJbrigens  wtirde  eine  weitere  Fortsetzung  dieser  Einzelnnter- 
sucliungen,  die  wir  hier  abbrecL.en;  aucli  bei  den  naclisten  Werten 
von  n  keinen  besonderen  Schwierigkeiten  begegnen.  Besonders  leicnt 
mochte  sich  vermoge  der  Fig.  1  p.  42,  so  wie  der  beziiglichen  Ent- 
wicklungen  von  p.  61  der  Fall  ^  =  6  erledigen;  wir  iiberlassen  indessen 
die  Durclifiilirung  dieser  Untersuchung  dem  Leser. 


Scchstes  Kapitel. 

Anweudung  der  Ikosaedermodulargleickungen  auf  die  Tlieorie  der 
ganzzaliligeii  Mnftren  quadratisclien  Formcii. 

Genau  so,  wie  vorsteliend  die  Modulargleichungen  zwischen  J  und 
J'y  konnen  wir  jetzt  irgendwelche  Modulargleicliungen  hoherer  Stufe 
mit  der  Theorie  der  quadratisclien  biiiaren  Fornien  In  Verbindung 
setzen;  und  Insbesondere  versucben,  aus  ihnen  Classen&aMrelationen 
nach  Art  der  im  vorigen  Kapitel  gewonnenen  Kelation  erster  Stufe 
abzuleiten.  Einige  liistorisclae  Aagaben  tiber  letzteren  Gegenstancl 
mogen  nunniehr  am  Platze  sein.  Wir  deuteten  bereits  an;  dass  Herr 
Krone cker  bei  semen  beziigliclien  Untersuchungen  die  Jacobi'sclieii 
Modulargleidiungen  zu  Grunde  legte.  Hierbei  gewann  er  neben  jener 
Relation,  die  wir  als  Relation  erster  Stufe  bezeiclineten,  irn.  Ganzeu 
noch  sieben  weitere  Classenzalilrelation.en;  welclie  eine  entsprechende 
Bauart  besassen?  namlich  linker  Hand  eine  Smnme  von  Classenzablen 
und  recliter  Hand  ein  Aggregat  von  Teilersummen  auf  wie  sen*).  Die 
Versuche,  duroh  entsprechenden  Ansatz  noch  weitere  Classenzahl- 
relationen  zu  gewinnen?  blieben  zunaehst  erfolglos**)7  und  es  lag  die 


*)  Vgl.  die  erste  ausfukrlicbe  Mitteilung  in  Crelle's  Jotun.  Bd.  57  (1857), 
so  wie  Berliner  Monatsbeiichte  von  1857,  1862,  1875.  Die  ersten  Mitteilungen 
enthalten  nnr  Resultate,  keine  Beweise;  wie  man  die  letzteren  zu  fuliren  hat, 
•wurde  wobl  zuerst  von  Stephen  Smith  im  Teil  VI  seines  ^Report  on  the  theory 
of  Numbers"  in  Bd.  35  der  Reports  of  the  Britisch  Association  (1865)  entwickelt. 
**)  Indem  wir  J'  ==  J  in  f(J',  J)  =  0  setzen,  "bilden  wir  so  zu  sagen  die 
Resultante  der  Modulargleichung  f  =====  0  (die  dem  wten  Transformationsgrad  ent- 
spricht)  und  der  zur  Transformation  erster  Ordnung  gehSrigen  Grleichung  J  —  J'  =  0. 
Man  kann  entaprechend  die  Eesultante  zweier  Modulargleichungen  /"=  0,  /"=  0 
"betrachten,  die  irgendwelchen  Transformationsgraden  n,  n'  zugehoren;  man  kann 
auch  die  Discriminante  der  G-leichxmg  f  =  0  untersuchen.  Letzteres  ist  ins- 
Toesondere  (fiir  den  Fall  der  JacoTbi'schen  Modulargleichungen)  von  Hermite  ge- 
schehen  (Comptes  Rendus,  Bd.  49,  1859:  Swr  la  Theorie  de  equations  modu- 
laires).  Inzwischen  zeigte  Hr.  Kronecker  1875  in  den  Berliner  Monatsberichten* 
(L,  c.),  dass  die  betreffende,  von  Hermite  gefundene  Relation  in  der  That  eine 
lineare  Verbindung  seiner  fundamentalen  acht  Eelationen  sei. 
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Auffassung  nabe,  class  rnit  den  von  Hrn.  Kronecker  gegebenen  aebt 
Gleicbungen  das  bier  zugangliche  Gebiet  zunacbst  iiberhaupt  ab- 
gesclilossen  sei*).  Die  allgemeine  Theorie  der  elliptiscben  Modul- 
functionen,  wie  wir  sie  liier  vertreten,  uncl  die  aus  ibr  fliessende  Kenntnis 
zablreicber  neuer  Formen  der  Modulargleiebungen  boberer  Stufe  hat 
diese  Auffassung  wesentlich  erweitert.  Es  ist  das  grosse  Verdienst 
von  Hrn.  Gierster,  in  dieser  Hinsicbt  die  babnbrecbenden  Unter- 
sucliungen  gefuhrt  zu  baben.  In  einer  ersten  Mitteilung  in  den 
Gottinger  Nacbricbten  von  1879**)  bebandelt  derselbe  unter  den  bier 
in  Betracnt  kominenden  Gesicntspunkten  die  Modulargleicliungen  der 
regularen  Korper  und  erbalt  so  neben  der  Classenzahlrelation  erster 
Stufe  (die  Her  zuni  ersten  Male  als  solclie  explicit  auftritt)  je  eine 
lleibe  von  Relationen  zweiter,  dritter?  vierter,  fiinfter  Stufe,  die  in  aritb- 
metisclier  Hinsicbt  durcbaus  coordiniert  erscheinen.  Bald  clarauf  dehnte 
Hr.  Gierster  seine  Untersucbungen  auf  beliebige  Modulargleicbungen 
von  Primzablstufe;  wie  aucb  auf  Modularcorrespondenzen  aus***).  Bei 
letzteren  aber  zeigte  sicb  eine  Complication.  Es  war  nicbt  scbwer, 
die  ins  den  zugeborigen  Classenzablrelationen  linker  Hand  auftretenden 
Sumnien  von  Classenzablen  allgemein  binzuscbreiben,  dagegen  feblten 
die  Mittel,  um  die  auf  der  recbten  Seite  auftretenden  zablentbeoretiscben 
Functionen  zu  definieren.  Es  bangt  dies  mit  der  Scbwierigkeit  der 
allgemeinen  algebraiscben  Darstellung  der  Modularcorrespondenzen 
zusammen,  auf  die  wir  scbon  binwiesen;  und  deren  Erledigung  durcb 
Hrn.  Hurwitz  uns  weiter  unten  im  secbsten  Abscbnitt  ausfuhrlicb 
beschaftigen  wird.  Hr.  Hurwitz  ist  es  denn  aucb  gewesen,  wie  wir 
spater  nocb  ausftibren  werden,  der  die  in  Rede  stehende  aritbmetiscbe 
Scbwierigkeit  zuerst  principiell  uberwunden  bat  und  dadurcb  den  Aus- 
blick  auf  eine  unendlicbe  Eeibe  von  Classenzablrelationen  geoffnet  bat, 
deren  recbte  Seiten  freilicb  zablentbeoretiscbe  Functionen  von  steigen- 
der  Compliciertheit  enthaltenf).  Hr.  Kronecker  batte  bereits  1875 


*)  Vergl.  hierzu  die  arithmetisclien  BetracMungen,  welche  Hr.  Kronecker 
1884  in  seiner  Arbeit  ,,Z7Z»er  Mineare  Formen  mit  vier  Varidbelen"  (Abhandltingen 
dor  Berliner  Akademie)  entwickelt. 

**)  liber  Helationen  zwischen  ClassenzaJilen  Mnarer  quadratischer  Formen  von 
negativer  Determinante  (spater  abgedruckt  in  Bd.  17  der  Math.  Annalen  p.  71—73). 
***)  Vgl.  die  Mitteilung  an  die  Munchener  Akademie  vom  Febr.  1880  (ab- 
gedruckt in  Math.  Annalen  17),  so  wie  die  ausfuhrlicheren  Arbeiten  in  den  Banden 
21  und  22  der  Math.  Annalen  (1882,  83),  die  alls  unter  dem  gleicnen  Titel  (Uber 
Eelationen  zwischen  Classenzahlen  etc.)  erschienen  sind. 

t)  Vgl.  die  Mitteilung  in  den  Gottinger  Nachrichten  vom  Nov.  1883  nZw 
TJieorie  der  Modular gleichungen",  die  Arbeit  ,,Uber  Relationen  zioisclien  Classen- 
i&dKlen  Mnarer  guadratfeclwr  Formen  von  negativer  Determinante"  in  Bd.  25  de.r 
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auf  andereni  Wege  eln  specielles  hierher  gehoriges  Resultat  erhalten*), 
bei  welchem  rechter  Hand  eine  Summe  complexer  Teller  von  der 
Form  a  -f-  bi  auftritt;  dasselbe  rubriciert  sicli  jetzt  unter  die  sech- 
zehnte  Stufe;  ebenso  findet  eine  Formel  ilire  Bestatigung?  welche  Hr. 
Grierster  ftir  n  —  7>  11  auf  inductiveni  Wege  gewonneu  hatte**),  und 
in  der  coraplexe  Toiler  von  der  Form  a  -f-  &]/ —  ?  resp.  a  -f-  &]/ — 11 
auftreten.  —  Weitere  hierher  gShorige  Arbeiten  werden  wir  weiter 
unten  anfiihren. 

Von  den  ausgedehnten  hiermit  beriihrten  TJntersuchungen  konnen 
uns  hier  selbstYerstandlich  nur  diejenigen  beschaftigen,  welche  sich 
auf  eigentliche  Modulargleichungen  bezielien.  Und  unter  diesen  werdeoi 
wir  der  Kurze  halber  nur  einen  einzigen  Fall  herausgreifen,  der  uns 
besonders  interessiert,  die  Modwlargleichiingen  des  IJcosaeders.  Wir  haben 
uns  oben,  beim  algebraisclien  Studium  dieser  Gleicliungen,  auf  den 
Fall  eines  zu  5  relativ  primen  Transforniationsgrades  beschrankt.  Die 
gleiche  Beschrankung  soil  hier  eingehalten  werden,  trotzdem  Herr 
Gierster  bereits  auch  den  Fall  der  dureh  5  teilbaren  Transformations- 
grade  erledigt  hat;  wir  werden  tiber  seine  bez.  Resultate  noch  ani 
Schlusse  des  Kapitels  einige  Angaben  machen.  Ubrigens  tibertragen 
wir  vorab  die  Theorie  der  Sniith'schen  Curve  auf  den  yorliegenden 
Fall  der  Ikosaedermodulargleichungen. 

§  1.    Beisiehting  der  Modnlargleiehimgen  fiinfter  Stuf©  auf  die 
binaren  quadratischen  Pormen  positiver  Determinante. 

Wenn  wir  die  complexe  /-Ebene  durch  die  algebraische  Function 
sechzigsten  Grades  £  auf  die  ikosaedrisch  geteilte  Eugel  der  Variabelen 
g  conform  abbilden,  so  wird  die  Curve  li(X}  T)  =  0  der  J"-Ebene 
(p.  166);  um  mit  dieser  hier  wieder  zu  beginnen^  sich  in  eine  algebraische, 
auf  der  g-Kugel  gelegene  Curve  iibertragen,  Jene  erstere  Curve  war 
(sofern  wir  ihren  imaginaren  Bestandteil  mit  in  Betracht  ziehen) 
collinear  nait  der  Modularcurve,  und  die  Modulargleichung  erster  Stufe 
fur  eigentliehe  Transformation  niQT  Ordnung***)  zerfallt  beim  gekenn™ 

Math.  Aan.  (1884),  endlick  den  Aufsatz:  ,,ffber  die  Glassenzahlrelationen  und  Modular- 
correspondences,  primzdhliger  Stufe"  in  den  Sitzungsberichten  der  Siichsisclien  Ges. 
d.  W.  von  1885. 

*)  In  den  Berliner  Monatsbericnten. 

**)  In  der  bereits  genannten  Arbeit  in  Bd.  22  der  Math,  Annalen. 
**#)  "^£r  setzen  hier  n  sogleicb.  relativ  prim  gegen  5  voraus;  nichts  wtirde 
Mndern,  auch  fur  durch  5  teilbare  n  entsprectaende  Entwicklnngen  anzustellen, 
die  nur  noeh  weniger  einformig  ausfallen  wurden,  als   die  Untersuchungen  des 
Textesj  auf  die  bez,  Eesultate  des  Hrn.  Gierster  kommen  wir  unten  zuruck. 
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zeichneten  tlbergang  in  60  irreducibele  Gleiehungen  funfter  Stufe 
/o(£',  0  =  0;  .  .  .,  /59(£';  £)  =  0,  welche  alle  aus  einer  unter  ilmen 
cladurch  entstehen,  dass  wir  bei  unverandertem  £  auf  %  die  Ikosa- 
edersubstitutionen  ausiiben.  Entsprechend  muss  also  die  auf  der 
g-Kugel  gewonnene  algebraische  Curve  reducibel  werden,  irtdem  sie  in 
die  sechzig  irreducibelen  Curven: 

(!)     /o(£  —  W,    i  +  *q)  =  0,  .  .  .,«  /59(i  —  ifl,    g  +  i*i)  =  0 
zerfallt. 

Von  diesen  Ourven  kommen  for  die  Formen  positiver  Deter- 
minante  D  =  n  einzig  die  reellen  Ztige  in  Betraclit;  wir  werden  die- 
selbeii  selir  leicht  auf  dem  Ikosaeder  (Pig.  30?  I  p.  105)  augeben 
konnen.  In  der  That  brauchen  wir  nnr  die  iin  Ausgangsdreieck  der 
Modulteilung  gelegenen  Kreissegmente  der  urspriingliclien  Fornieu 
der  Deter  miB  ante  D  —  n  auf  alle  sechzig  Doppeldreiecke  des  Ikosaeders 
abzubilden;  dort  werden  sie  sicli  zu  lauter  stetig  gekrtimmten  Curven- 
ztigen  an  einander  reib.en;  welche  die  reellen  Teile  der  Curve  (1)  abgeben. 

Nicht  jede  Curve  (1)  weist  reelle  Ziige  auf;  man  mochte  vielmehr 
sofort  als  Bedingung  angeben?  dass  die  linke  Seite  der  zugehorigen 
Modulargleichung  /i(g,  §0  =  0  syrnmetriscli  in  £';  5  seia  ^nuss,  und 
solches  gilt,  wie  wir  friiher  fanden?  fur  n  ^  +  ^  (m°d.  5)  von  fiinf- 
zehn;  fur  n  ^  +  2  nur  von  zehn  unter  den  sechzig  Modulargleiehungen 
(cf.  p.  123  u.  f.).  Dies  ist  wirklieh.  in  Ubereinstinimung  mit  der  arith- 
metischen  Abzahlung,  die  wir  nun  fur  die  einzelnen  Falle  n  =  +  ^  i  2 
durchfiihren. 

Soil  iiberhaupt  eine  vorgelegte  eigentliche  Transformation  ntBT 
Ordnung  einen  Beitrag  liefern  fur  einen  reellen  Teil  einer  Curve  (1); 
so  muss  der  erste  Coefficient  der  Transformation  mit  dem  vierten 
tibereinstimmen.  Nun  sind  die  sechzig  zu  den  Gleichungen  (1)  ge- 
horenden  Schemata  der  Transformation  nter  Ordnung 

(2)  JRCO  =  (**»  wft)  ,    utSi  -  fry*  =  1  ,  (mod.  5). 


Fiir  n="L  haben  wir  in  (2)  die  sechzig  modulo  5  incongruenten 
Substitutionen?  und  unter  denselben  giebt  es  bekanntlich  fiinfzehn 
mit  cci=di,  die  den  fiinfzehn  Symmetriekreisen  der  Ikosaederteilung 
eindeutig  entsprechen.  Fur  n  =  —  1  kommen  die  JR^  mit  «t-  +  St  =  0 
in  Betracht;  das  sind  die  fiinfzehn  Drehungen  um  die  Kantenhalbierungs- 
punkte  des  Ikosaeders,  die  ihrerseits  wieder  auf  die  funfzehn  Symmetrie- 
kreise  durch  die  Gegeniiberstellung  der  Substitutionen: 


(3)  "  und 

v  J  —  yif 
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in  bekannter  Weise  eindeutig  bezogen  sind.  Fiir  n  =  +  2  kominen 
die  Operationen  mit  +  2a$=d|  in  Betracht,  und  man  bestimmt 
deren  ZaM  in  beiden  Fallen  leiclit  zu  zehn.  Indessen  stehen  dieselberi 
in  keiner  anschaulichen  Bezieliung  zur  Ikosaederteilung*). 

Diese  Satze  gestatten  unmittelbare  Anwendung,  wenn  wir  jetzt 
die  ursprimglichen  Fornien  einer  durch  5  nicht  teilbaren  positiven 
Determinante  D  =  n  betreffs  ilirer  Aquivalenz  bezuglich  der  Haupt- 
congruenzgrappe  funfter  Stufe  r60  imtersuchen.  Fur  zwei  relativ  aqui- 
valente  Formen  (a,  5,  e),  (a'7  1)',  c')  ist  dabei  stets  a  =  a,  V  =  b? 
e  =  c  (mod.  5)  und  wir  werden  deinzufolge  nicht  nur  von  modulo  5 
congruenten  Fornien,  sondern  gleicli  von  congruenten  Forrnclassen 
sprechen  konnen.  Vereinen  wir  alle  ftir  das  einzelne  n  congruente 
Classen  in  eine  Abteilung,  so  giebt  es  deren  offenbar  zehn  oder  funfzehn 
verschiedene,  je  nachdem  n  quadratischer  Nichtrest  bez.  Rest  von  5  ist. 

Irn  letzteren  Falle  konnen  wir  natmiich  wieder  die  Beziehung  zu 
den  15  Ikosaederkreisen  herausarbeiten;  Die  Kreise  der  Modulteilung 
mod.  5  reduciert  geben  fiiiifzehn  Typen: 

r(%*  +  ?/2)  -  2«^  +  ft  =  o, 

und  eben  anf  diese  kommen  auch  die  reprasentierenden  Halbkreise 
der  Formen  (a,  &?  c)  mod.  5  zuriick,  und  zwar  direct  bei  n  =  1,  wahrencl 
wir  bei  n  ==  —  1  die  Coefficienten  der  letzten  Gleichung  erst  noch 
mit  dem  Factor  2  versehen  rnussen. 

Wir  schliessen  hier  etwa  fiir  n  ^  1  gleich  noeh  folgende  Be- 
sprechung  an:  Zeiehnet  man  die  reelle  g-Axe;  die  in  Fig.  30  (I  p.  105) 
horizontal  durch  die  Mitte  zieht?  vor  den  tibrigen  Symnietriekreisen 
aus?  so  ist  dadureh  eine  unsymnietrische  Anordnung  aller  Kreise  in 
vier  Systeme  zu  bez.  17  2,-4?  8  bedingt.  Das  erste  System  besteht 
einzig  aus  der  reellen  £-Axe?  und  ihr  gehort  diejenige  Abteilung 
von  Formen  zu,  welche  a  ^  c  =  0  haben.  Weiter  findet  man  in 
Fig.  30  zwei  Kreise,  welche  die  reelle  £-Axe  orthogonal  kreuzen,  und 
zu  ihnen  gehoren  die  beiden  Formabteilungen  mit  J  ^  0.  Es  folgen 

vier  Kreise,  welche  die  reelle  Axe  unter  den  Winkeln  +  ™  kreuzen, 


*)  In  ,,Ikos."  Kap.  IT,  2  fiuden  iibrigens  beide  Falle  n  =  ±  1,  +2  eine  im 
Raume  entwickelte  geometrisehe  Interpretation.  Urn  diese  Verhaltnisse  fiir  den 
im  Texte  ausgeschlossenen  Fall  n  =  Hh  2  nocli  etwas  naher  anzudeuten,  so  werden 
die  fiinf  in  (7)  p.  140  gegebenen  Grossen  jgf0,  #1?  .  ,,  ^4  zu  Pentaedercoordinaten 
des  gewolmlichen  Raumes  JB3  gesetzt;  dies  ist  deshalb  zulassig ,  well  die  Summe 
der  8V  identisch  Null  ist.  Man  findet  alsdann  die  zehn  fur  n  =  ±  2  im  Texto 
charakterisierten  Falle  durch  eine  tJberlegung,  die  wir  hier  nicht  naher  ausfuhren 
konnen,  den  zelm  Kanten  des  Coordinatenpentaeders  zugeordnet. 
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und  ihnen  zugehorig  vier  Formabteilungen  mit  (—)  =  —  1.  Den 
Schluss  bilden  aeht  Kreise,  welehe  die  reelle  Axe  unter  den  Winkeln 
i  "f  9  ifc  ~r  schneiden,  und  denen  die  aeht  Pormabteilungen  mit 
(—  j  =  -J-  1  entsprecnen.  Es  hat  deshalb  Interesse?  auf  diese  Verhaltnisse 

hingewiesen  zu  haben,  weil  wir  spater  fiir  n=l  (sowie  aucli  fur 
n  =  —  1)  insgesamt  vier  versehiedene  Classenzahlrelationen  funfter 
Stufe  kennen  lernen  werden,  welehe  den  gekennzeiclmeten  vier  Systenien 
von  Ikosaederkreisen  genau  parallel  gehen*). 

Jeder  Pormabteilung  werden  wir  jetzt  beim  einzelnen  n  eine  der 
10  bez.  15  Curven  /i(|  —  i^  ,  |  +  iiff)  =  0  zuweisen  und  ubrigens 
die  Formen  der  Abteilung  in  Classen  teilen,  je  nachdem  sie  relativ 
Equivalent  sind  oder  nicht.  Wir  liaben  dann  oline  weiteres  den  Satz: 
Jede  Abteilung  entMU  soviel  Fonnclassen  der  positiven  Determinant 
J)  =  n,  als  die  zugetiorige  Curve  fk(%  —  i?1}  i  +  iy)  =  0  reelle  Zuge 
aitfweist.  Unter  zwei  einander  inversen  Classen  ist  Merbei  natiirlicli 
immer  nur  eine  gezahlt;  sich  selbst  inverse  Classen  aber  treten  deslialb 
nicht  auf,  weil  innerhalb  der  fGO  elliptische  Substitution  en  der  Periode 
zwei  sicb.  nicht  finden.  Es  wtirde  ubrigens  keine  Schwierigkeit  haben? 
auf  Grund  des  in  der  Q-Halbebene  gelegenen  Polygons  F60  eine  Theorie 
cler  reducierten  Formen  und  der  Formenperioden  zu  entwickeln. 

Man  sieht,  dass  sich  solcherweise  die  bei  der  ersten  Stufe  fiir 
die  positiven  Determinanten  entwickelten  Satze  oline  Mtihe  (ibertragen. 
Wichtige  Ergebnisse  erzielen  wir  indes  bei  dieser  Ubertragung  erst 
fur  die  Formen  negativer  Determinante. 

§  2.    fJberleittmg  zu  den  ClassenzaWrelationen  fiinfter  Stufe  und 
Ansatze  fiir  xhre  Berechnung. 

Wie  wir  schon  in  der  Einleitung  zuni  gegenwartigen  "Kapitel  be- 
merkten,  ist  die  wichtigste  Anwendung  der  Modulargleichungen  funfter 
Stufe  diejenige  zur  Aufstellung  der  Classenzahlrelationen  funfter  Stufe. 
Was  wir  unter  diesen  Relationen  zu  verstehen  haben  werden;  ist  nach 


*)  Eine  ganz  entspreclaende  Betrachtung  gilt  fiir  w  =  +  2  im  Raume  JB3  des 
in  der  vorigen  Note  genannten  Coordinatenpentaeders  der  zv.  Alle  zehn  Eanten 
des  Pentaeders  zerfallen  mit  Eiicksiciit  auf  eine  unter  ihnen  in  drei  Abteilungen  ; 
die  erste  Abteilung  wird  allein  von  der  einen  gerade  ansgezeichneten  Kante  ge- 
bildet;  es  reihen  sich  weiter  sechs  Kanten  an,  welehe  jene  erstere  schneiden;  und 
endlich  bleiben  fur  die  dritte  Abteilung  noch  drei  Kanten,  welehe  die  erste  nicht 
treffen.  Deni  entspricht  es,  wenn  wir  spaterhin  fiir  die  fraglichenFallew~  +  2(mod.5) 
drei  unterschiedene  Classenzahlrelationen  finden  werden. 
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§  6  des  vor.  Kap.  (p.  182)  fast  unmittelbar  evident.    Damals  betracliteten 
wir  die  Function  erster  Stufe 


und  fanden  durcli  Vergleichung  ihrer   Null-   und   Unstetigkeitspunkte 
im  Ausgangsdreieck  die  Gleichung: 

(2) 


d.  i.  Jig  GlassensaUr  elation  erster  Stufe.  Indein  wir,  wie  soeben,  auch 
weiterhin  n  als  prioa  gegen  5  voraussetzen,  fuhren  wir  in  die  Modular- 
gleichung  erster  Stufe  fur  erweiterte  Transformation  nie*  Ordnung 
f(J'9  </)  =  0  fiir  3'  und  J"  inre  rationalen  Ausdriicke  in  £'  und  £  ein. 
Dabei  zerfallt  diese  Gleicnung  in  sechzig  neue  Gleichungen 


deren  linke  Seiten  wir  uns  wieder  als  gan&e  Functionen  von  £';  g  geschrieben 
denken.  Dabei  ist  denn  zwar  nieht  direct  ///&(£';  5)  ^i^  /"(^  ^) 

i 

identisch;  aber  es  ist  niclit  schwer,  die  hier  bestehende  Beziekung 
explicite  aufzustellen.  Ubt  man  namlich.  in  /o(Sx,  5)  auf  §'  die  60 
Ikosaedersubstitntionen  aus,  so  entspringt  durcb.  Multiplication  der 
seclizig  Bildungen  offenbar  der  Quotient  von 

Ylfk(t',  g)  und  (g'(6'u  +  lir1  -  I)]5*; 

k 

und  dieser  Quotient  ist  von  5'  nur  in  der  Weise  abhangig,  dass  er 
bereits  rational  in  <T  ist.  Durch  leichte  Fortsetzung  dieser  Schluss- 
weise  findet  man: 


'        T\    _ 

'   ;~~       i 


woraus   sich  durch  Identischsetzen  von  §  und  £'  die  Relation  ergiebt: 

(4)        c  •  JJ/itf,  6)  =  {  e(?10  4-  11  £5  -  l)  }  10*  •  f(J,  J)- 


Statt  nun  f(Jf  J)  auf  dem  Polygon  JP60  in  Bezug  auf  Verscbwinden 
und  Unendlichwerden  zu  untersucben  ;  konnen  wir  aucb.  zu  gleicheni 
Zwecke  die  reclite  Seite  von  (4)  vorlegen;  imroer  wird  dabei  durch 
bekannte  Uberlegung  die  Relation  (2)  entspringen;  nur  mit  60  multi- 
pliciert.  Jetzt  aber  konnen  wir  auf  F6Q  fur  jeden  in  (4)  linker  Hand 
auftretenden  Factor  /*(£,  £)  ins  einzelne  die  Anzahl  der  Nullpunkte 
und  andrerseits  diejenige  der  Unstetigkeitspunkte  abzahlen  und  ge~ 
winnen  durch  Gleielisetzung  beider  Anzahlen  insgesamt  secbzigRelationen; 
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dereri  Sumine  dann  naeh  dein;  was  wir  gerade  vorausschickten,  not- 
wendig  (2)  ergeben  wird.  Die  so  entspringenden  Relationen  sind  es  nun, 
tvelche  wir  als  Classen&ahlrelationen  funfter  Stufe  bezeichnen. 

Keineswegs  brauchen  alle  sechzig  Relationen  von  einander  ver- 
scliieden  zu  sein;  aber  man  hemerke  doch,  dass  sie  nieht  alle  rait 
einander  identisch  sein  konnen.  Es  wird  namlieh  die  in  den  Argu- 
menten  von  H  auftretende  Zahl  u2  =  (a  +  c?)2  fur  die  einzelne  Relation 
modulo  5  reduciert  einen  durch  das  Schema  von  /*(£?  £)  fes^  be- 
stimmten  Rest  lasseu.  Stets  also  werden  wir  wenigstens  drei  Relationen 
zu  erwarten  haben,  den  Werten  %2  =  0?  1,  4  entsprechend.  Wir 

setzen  sogleicli  hinzu?  dass  wir  fiir  \^j  =  —  1  auch  nur  drei  Rela- 
tionen erhalten  werden;  fiir  (—  J  ==  +  1  dagegen  vier;  Mer  geben 
namlich  bei  %2  =  4n  die  fiir  diesen  Fall  zur  Geltung  koinmenden 
For  men  (P?  Q?  H)  vom  Teiler  5  zu  einer  besonderen  Relation 
Anlass*).  Die  verschiedenen  bei  der  einzelnen  Ordnung  n  auftretenden 
Relationen  ergeben  dann  natlirlich,  mit  geeigneten  Factoren  multipliciert 
und  addiert;  die  Classenzahlrelation  erster  Stufe.  Der  Charakter  der 
Classenmlilrelationen  filnfter  Stufe  wird  liiernach  sein,  dass  (2)  in  eine 
Heilie  von  Gleichungen  dadurcli  gespalten  wird,  dass  wir  die  H(A)  mit 
modulo  5  congruenten  A  inwner  fiir  sicli  gusammenfassen. 

Indem  wir  auch  bei  alien  ubrigen  Stufen  zu  analogen  Ergebnissen 
gefuhrt  werden ?  wird  man  bemerken,  dass  jeder  Stufenzahl  m  eine 
besondere  und  charakteristische  Spaltung  der  durch  (2)  gegebenen 
Relation  erster  Stufe  in  eine  Reihe  von  Olassenzahlrelationen  mter  Stufe 
zukonimt.  Keineswegs  wird  behauptet?  dass  die  Relationen  der  einen 
Stufe  nicht  aus  denen  anderer  Stufen  durch  solche  Zwischenentwick- 
lungen  ableitbar  seien,  welche  tiefer  auf  das  Wesen  der  Classen- 
anzahlen  eingehen.  Aber  man  sieht?  dass  es  undenkbar  1st,  durch 
einfache  lineare  Combinationen  oder  Vervielfachungen  der  Classenzahl- 
relationen  einer  einzelnen  Stufe  m  die  entsprechenden  Relationen 
irgend  einer  solchen  Stufe  mr  zu  gewinnen,  die  nicht  ein  Teiler  von 
m-  ware. 

Die  Ansatze  zur  Aufstellung  der  Classenzalilrelationen  funfter 
Stufe  gewinnen  wir  nun  auf  folgendem  Wege:  Eine  einzelne  unter 
den  Modulfunctionen  funfter  Stufe  /J.(g,  g)  wird  jedenfalls  nur  in  den 
Spitzen  des  Polygons  _F60  unendlich  werden  konnen.  Von  diesen  ab~ 
gesehen,  wir  wollen  daftir  kurz  sagen  ,,im  Innem"  des  Polygons  JP60? 


*)  Man  vgl.  die  in  geometrisclier  Gedankenverbindnng  gebrachten  Angaben 
des  vorigen  Paragrapaen  iiber  die  AnzaW  unterschiedener  Classenzalilrelationen. 

Kleln-Pricke,  Modulfunctionen.  II.  14 
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werden  nur  Nullpunkte  von  /*(£,  g)  in  Betracht  kornmen:  Unsere 
erste  Aufgabe  ist,  die  AnmM  dieser  Nullpunkte  vermoge  einer  arifhmetischen 
Untersuchung  durch  eine  Classen$dhlsumme  dar#ustellen.  Wir  scUiessen 
hierbei  auf  Grund  der  Gleichung  (4)  wie  folgt:  Im  vorigen  Eapitel 
(p.  181)  wurden  uns  alle  einfachen  Nullpunkte  von  f(J,  J)  durcli  die 
Systeme  (P,  Q,  E,  K)  geliefert,  wobel  die  Sjsteme  mit  reducierten 
Formen  (P,  P,  P)  zu  dreien;  die  mit  reducierten  Forrnen  (P;  0;  PJ 
zu  zweien  denselben  Nullpurikt  lieferten,  wahrend  im  iibrigen  ein  Null- 
punkt  immer  auch  nur  von  einem  Systeme  (P;  Q,  U,  ^)  lierriihrte. 
Bei  der  Betrachtuug  auf  FQO  ist  die  Zalil  dieser  Nullstellen  CDO  den 
60  Doppeldreiecken  von  JP60  gemass  zu  verseclizigfachen;  und  es  tritt 
in  Ubereinstimmung  hiermit  fiir  dieselbeu  an  Stelle  der  einen  Gleichung 


gleicli  das  System  der  sechzig  Gleicliuugen  : 
(5)  Wo  =  F 


wo  V{  ein  System  modulo  5  incongruenter  Modulsubstitutionen  durch- 
laufen  muss.  Jetzt  aber  ist  zu  untersuchen,  wie  wir  die  gesamten  aus 
dem  Ansatze  (5)  sicfi  ergebenden  Nullpunkte  der  linken  Seite  von  (4)  auf 
die  60  Factoren  fa  verteilen  mussen.  In  diesem  Betraclit  bemerke  man; 

dass  dem  einzelnen  Factor  fa  ein  gewisses  Schema  f    '     J  zugeliort;  und 

>  C  «     (M/ 

in  (5)  liegt  nun  stets  und  nur  dann  ein  Nullpunkt  fur  diesen  speciellen 
Factor  fa(%,  5)  vor?  falls  die  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  stehende 

Transformation  ntex  Ordnung  eben  zu  jenem  Schema  (  '  7J  gehort; 
d.  t.  falls  die  Congruenz  besteht: 


Wir  haben  also  die  Regel:  Das  einzelne  System  (P,  Q,  R,  H)  liefert 

fur  den  Factor  fa(£9  g)  wm  Schema  (    '     )  gerade  so  viel  ein  f  ache  (le$. 

\c  j  a/ 

^-y  ^-faclie)  Hullpunk'te,    als  es   modulo  5    incongruente  Substitutionen 
Vi  giebt,   welche  (6)   lefriedigen.  —  tTbrigens  ist  infolge  der  Gleich- 
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berechtigung  der  sechzig  Doppeldreiecke  von  JF60  gar  niclit  erforderlich, 
dass  (P,  Q}  R)  hier  reduciert  genommen  wird$  vielmehr  dvirfen  wir  zur 
Representation  der  betreffenden  Formclasse  auch  eine  beliebige  andere 
Form  heranziehen,  deren  reprasentierender  Punkt  in  irgend  eineni 
von  1  versehiedenen  Doppeldreieck  des  Polygons  JP60  liegt.  Wir 
werden  von  dieseni  Umstande  gelegentlieh  Gebrauch  maclien.  Eine 
Specialbetrachtung  erfordern  diejenigen  Falle  (6);  bei  denen  Trans- 
formation erster  Ordnung  vorliegt;  wir  werden  dieselbe  weiter  unten 
zu  erledigen.  haben.  Fur  die  Untersuchung  der  Nullpunkte  der 
Factoren  f&  im  J3Innern"  des  Polygons  ist  ini  Vorstelienden  der  Ansatz 
vollstandig  gewonnen.  — 

Die  Untersuckung  der  /i(g;  £)  m  den  zwolf  indquivalenten  Spiteen 
von  .F60  geschieht  durch  functionentlieoretisclie  tfberlegungen,  und  wir 
werden  tins  zu  deren  Durchfuhrung  vorab  mit  einer  geeigneten  Dar- 
stellung  der  /#(£,  g)  versehen  mtissen.  Nach  Analogie  von  (2)  p.  183 
konnen  wir  die  einzelne  der  seehzig  Modulargleichungen  ftinfter  Stufe 
in  die  Gestalt  setzen: 


dabei  durchlaufen  A,  Sy  D  der  erweiterten  Transformation  gemass 
alle  den  Bedingungen  AD  =  n,  0  <[  JB  <  D  geniigenden  Tripel  ganzer 

ZaHen-,    v$    ist    eine    der  Congruenz  vj>  =  ('    7)—  i) 

ntigende  Modulsubstitntion,  und  die  Modnlsubstitution  F^  bestimmt 
das  zur  Grleickung  (7)  gehorende  Schema  der  Transformation.  Die 
linke  Seite  von  (7)  ist  nun  nicht  direct  /i(g',  g),  sondern  vielmehr  der 
Quotient  von  /3t(S',  5)  und  derjenigen  rationalen  ganzen  Function  von 
£,  welche  im  Ausdruck  von  /!(?',  £)  der  Coefficient  der  hochsten 
Potenz  von  %  ist.  Aber  diese  Function  von  £  kann  offenbar  nnr  in 
den  Spitzen  verschwinden  oder  unendlien  werden;  also  wird  der  Tiber- 
schuss  der  Anzahl  der  TJnstetigkeitspunkte  tiber  die  Nullpunkte  in  den 
Spitzen  fur  /*(£,  g)  genau  derselbe  sein?  wie  fur 


und  um  diesen  tlberschuss  ist  es  ja  uns  einzig  zu  thun.  Es  wird 
also"  gestattet  sein>  unsere  Abzahlung  an  dem  Producte  (8)  vor- 
eunehmen. 

Aber*  auch  diese  Functionen  (8)  benutzen  wir  direct  nur  in  dem 
einen  Falle  Vk  —  F0  ==  1  .  Aus  /0(£'?  g)  =  0  konnten  wir  die  59  anderen 
Gleichungen  doch  dadurch  herstellen,  dass  wir  allein  auf  g'  die  Ikosaeder- 


14* 
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substitutionen    ausiibten.      Wir    setzen   demnach   jetzt   an    Stelle    der 
Grossen  (8)  die  sechzig  Functionen  funfter  Stufe: 


und  merken  uns  tibrigens  sogleich  als  das  zu  (9)  geborige  Schema  der 
Transformation  nViT^  an.  Indeni  wir  nun  aber  die  Producte  (9)  der 
Untersuehung  in  den  Spitzen  unterwerfen,  wird  dadurch,  wie  man 
wieder.  leiclit  flberblickt,  im  scbliessliclien  Resultat  unserer  Abzahlung 
keinerlei  Modification  bewirkt.  Zur  grosseren  Deutlichkeit  schreiben 
wir  noeh  V&  ausfiihrlicli  und  benutzen  die  wohlbekannte  Wirkung  von 
VD  auf  g.  So  gewinnen  wir  endlich  als  explicite  Gestalt  der  in  den  Spitzen 
#u  untersuclienden  Modulfunctionen  funfter  Stufe: 
~  m\ 


Endlich  sincl  nocb  ein  paar  specielle  Beraerkangen  hinzuzusetzen  : 
Bei  rein  quadratischen  n  reclinen  wir  hier  im  Gegensatz  zu  der  bei  der 
ersten  Stufe  befolgten  Massnatirne  den  Factor 


im  allgemeinen  rait;  derselbe  wird  in  der  That  nur  fiir 


0  ,    T/n-V  V  0  ,    J/w, 

identisch  verschwinden.  Demgeniass  sehen  wir  einzig  fiir  dieses  Schema 
vom  Factor  (11)  ab,  was  wir  in  den  Procluctzeichen  der  voraufgehenden 
Formeln  durch  den  oberen  Index  andeuteten.  Zufolge  dieser  Sach- 
lage  miissen  wir  nun  auch  bei  der  an  (6)  ankniipfenden  arithmetischen 
Abzahlung  alle  diejenigen  Falle  mitz'ahlen,  bei  denen  eigentliche  Trans- 
formation erster  Ordnung  vorliegt.  Es  ist  namlieh  hierbei  zu  betonen, 

dass  fiir  das  besondere  Schema  (    '   -j  =  I         ?  \  tiberhaupt  keine 

Losungen  Vi  von  (6)  eintreten,  Denn  wir  wissen  schon  aus  den 
Entwicklungen  von  §  5  des  vorigen  Kapitels,  dass  fiir  den  in  Eede 
stehenden  Fall  die  linke  Seite  von  (6),  darch  Yn  gehoben,  eine  der 
beiden  Gestalten  V~lTVt)  VrlUVi  aufweist;  aber  keine  von  beiden 
kann  —  1,  mod.  5  sein.  Dass  iibrigens  die  zur  Geltung  kommenden 
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Ordnungen  1  von  (6)  aus  die  zwei  moglicherweise  in  das  Innere  von 
FQQ  entfallenden  Nullpunkte  von  (11)  in  richtiger  Multiplicitat  geben, 
verfolgt  man  leieht  ins  einzelne*).  Merken  wir  uns  also,  dass  auf 
Grund  wnserer  Verdbredimg  nach  Diirchfiihrung  der  aritlimetischen  Ab- 
gahlung  der  Nullpunkte  aucli  fiir  rein  guadratische  n  lieinerlei  Abzug 
angubringen  ist. 

Die  solcherweise  begriindeten  Ansatze  bringen  wir  nun  im  Laufe 
der  n'actsten  Paragraphen  zur  Erledigung. 

§  3.    Aritlimetiscke  Abzahlung  der  im  Innern  von  JP60  gelegenen 
Nullpunkte  der  h  (&).**") 

Dni   im  Anschluss    an  Formel  (6)   des   vorigen  Paragraphen  die 
Abzahlung   der  im  Innern  des  Polygons  gelegenen  Nullpunkte  durch- 

zuflihren,  schreiben  wir  ausfuhrlich  V~   —  (        ,  ) ,  sowie 
7  \7 ,  o / 

—  04-*  0  -4-  x          , 

/i\  yrL_: n         7?==7)         P  ==  c         -•    •  •     =  d 

\L)  2          — •  "I?  ^        uu     *         H  9          ^  l  ? 

so  dass  die  citierte  Forrnel  die  Gestalt  annimmt: 


<»         C;  J)  C;;  ';)-C; 


Hierbei  haben  wir  uns  das  Schema  (a;     )  als  fest  gegeben  zu  denken, 

\  c  j  r// 

wahrend  nach  einander  alle  Systeme  (P,  ^>?  E;  %)  mit  A  =  4w  —  5C2>0 
einzusetzen  sind,  wobei  dann  jedesnial  die  Anzahl  incongruenter  Sub- 

stitutionen  {'  0  aus  (2)  zu  bestinmien  ist.    Man  schreibe  jetzt  erst- 
\y,  (J/  v 

lich;  indem  man  unter  e  entweder  -f-  1  odor  —  1  versteht,  an  Stelle 
von  (2)  ausfuhrlich: 


(3) 


(mod.  5). 


*)  Man  muss  dabei  benutzen,  dass  die  Operation  T  innerhalb  der  (r60  im 
ganzen  mit  vier  Substitutionen  vertauscnbar  ist,   U  aber  mit  dreien. 

**)  Fur  §§  3  und  5  sind  dem  Herausgeber  neben  der  Gierster'sclier  Arbeit 
in  Bd.  20  der  Math.  Annalen  insbesondere  die  einleitenden  Paragrapben  der 
bereits  auf  p.  203  genannten  Hurwitz'schen  Arbeit  in  Bd.  25  der  Math.  Annalen 
massgeblieh  gewesen. 
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Jetzt  unterscheide  man  die  "beiden  Falle,  dass  der  Teller  tf  von 
(P;  Q>  ty  $>rim  9e$en  5  oder  durch  5  teittar  ist. 

Im  ersteren  Falle,  den  wir  zunachst  belaandeln,  durfen  wir  (P;  Q,  H) 
als  reprasentierende  Form  ihrer  Classe  so  gewahlt  denken,  dass  P  =  cl 
selbst  prim  gegen  5  ist.  Alsdaim  folgt  ftir  0  und  *  aus  der  ersten 
und  dritten  Formel  (3): 


und  durcn  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  drei  andern  Congruenzen  (3): 

(5)  I  { (ax  +  d,)  —  e(a  +  d)}(ca  +  dy)  =  0} 

{  ccf  +  (d  —  a)ecy  —  fry2  =  ecit 

Da  n  prim  gegen  5  ist;  so  erfordern  die  ersten  beiden  Congruenzen 
(5)  notwendig  ax  +  dt  =  e(a  +  d)  und  kommen  damit  beide  zur  Br- 
ledigung.  Insgesamt  ersetzen  wir  also  die  ftof  Congruenzen  (3)  durcli 
die  vier  mit  itnen  gleichwertigen : 

^  e(a  +  d) } 

>f==ecly 


(6) 


cc  —  a)ay  — 


,  (mod.  5), 


/•  .  7\  — -1  —1 

die  wir  weiter  unten  des  naheren  zu  discutieren  taben. 

Ist  nun  zweitens  (P,  Q,  It)  vom  Teiler  5;  so  ist  ^  =  fl^  \  ^  ci  =  0? 
und  da  zugleich  A  =•  4w  —  (^  +  ^)2  ^  0  ist,  so  ist  in  diesem  Falle 
notwendig: 

(7)  a1^di=E  +  yn}    ^  =  ^  =  0,  (mod.  5). 

Die  Congruenzen  (3)  liefern  demgeniass  fur  diesen  Fall: 


(8) 


-f-  yd  = 


,  (mod.  5)» 


Bei  der  Discussion  der  Congruenzen  (6)  und  (8)  unterscheiden  wir 
die  nachfolgenden  drei  Falle: 
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I.   A  relativ  prim  gegen  5, 

II.   A  =  0,  dber  wenigstens  erne  der  Zahlen  6;  c  prim  gegen  5, 
III.   AEEO;    &EECEEO,    a  =  d=  +  Yn. 

Im  dritten  Fall  haben  wir  gleich  noch  die  Congruenz  a  =  d  =  +  }/n 
hinzugesetzt,  deren  Gultigkeit  man  leicht  bestatigt;  in  der  That  liest 
man  sie  aus  (8)  nnmittelbar  ab;  wahrend  sie  sieh  aus  (6)  unter  Rtick- 
siclit  auf  A  =  4n  —  (a  -f-  ^)2  =  0,  ad^n  ergiebt.  Ubrigens  sieht 
man  leicht,  dass  die  Ccmgruenzen  (8)  nur  im  Falle  III  bestehen 
konnen,  und  umgekelirt  folgert  man  fur  den  Fall  III  sofort  aus  (3) 
die  Oongruenzen  (7).  Zuw,  Falle  III  gelioren  also  die  Formen  (P;  Q,  K) 
des  Teikrs  5  imd  nur  diese*). 

Discussion   des  Falles  I.     Hier  hat  man  das  Schema   I    ;    ^J 

\c7  d/ 

von  I  ~s  verseMeden  und  zwar  dergestalt  zu  waJhlen.  dass  nicht 

\o,V») 

(a  +  df  =  4n  wird.  Alsdann  ist  nach  (Q^  die  Zahl  %  EE  e(a  +  d) 
auszuwahlen;  sie  ist  also  auf  eine  bez.  zwei  Zahlclassen  modulo  5 
eingeschrankt,  je  nachdem  a  -f-  d  ^  0  ist  oder  nicht.  Im  letzteren 
Falle  ist  e  durch  %  mitbestimmt;  im  ersteren  wolle  man  sicli  die 
nachfolgende  Betrachtung  sowolal  fur  e  =  +  1  wie  fur  #==  —  1 
durchgefulirt  denken.  Nach  Bestiinmung  von  %,  e  wahle  man  nunmehr 
aus  der  einzelnen  Olasse  der  Determinate  —  A  ===  —  (4«  —  %2)  eine 
geeignete  Form  (P,  Q,  JB)  und  lose  die  Congruenz  (62)  d.  i. 
(9)  ca*  +  (d  —  a)a<y  —  If  =  eP,  (mod.  5). 

Wir  werden  sogleich.  noch  zeigen,  dass  die  Gesamtheit  incongruenter 
Losungen  cc}  y  (sofern  wir  —  a,  —  y  und  a,  y  nicht  als  verschieden 
ansehen) 


ist.  Vorab  folgere  man  welter,  dass  fiir  jede  Losung  a?  y  die  beideii 
letzten  Congruenzen  (6)  eindeutig  ein  zugehoriges  Paar  |3;  $  liefern. 
Im  Falle  I  finden  wir  also  als  G-csamtmlil  v  otter  gesuchten  Nullpwikte: 

(11)  *  - 


, 

wobei  die  gan&e  Zahl  %  ausser  durch  die  lereits  m  (11)  angedeutete  Con- 
gruent noch  auf  das  Intervall  eingeschranM  ist: 


*)  Naturlich  tritt  III  nnr  fur  f ~ )  =  +  1  ein  and  wird  uns  da  die  beson- 
dere  Classenzahlrelation  liefern,  welche  wir  vorMn  (p.  206)  der  reellen  g-Axe  zu- 
geordnet  dachten. 
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Wir  betonen  noch,  dass  auch  fiir  a  -j-  d  =  0  beide  Vorzeichen 
%  =  +  ($  +  <#)  besonders  zu  zahlen  sind,  weil  doch  hier  neben  e  =  -j-  1 
noch  e  ==  —  1  zur  Geltung  kommen  muss, 

Nachtraglich  ist  noch  zu  zeigen;  dass  die  Anzahl  der  verschiedenen 
Losungen  yon  (9)  wirklich  durch.  (10)  gegeben  ist.  Haben  wir  aber 
6  ^  c  =  0^  so  ist  A  ^  —  (a  —  c^)2  quadratisclier  Rest,  und  in  der 
That  liefert  (d  —  d)ay  ^  #P  in  Ubereinstimoiung  mit  (10)  zwei  ver- 
schiedene  Losungen  a,  y.  Sind  nicht  beide  Zahlen  &7  c  durch  5 
teilbar,  so  sei  etwa  c  prim  gegen  5  (falls  nur  6  prim  gegen  5  ist, 
gestaltet  sich  die  Uberlegung  ganz  analog).  Wir  finden  dann: 


und  hier  ist  y  stets  nur  so  zu  wahlen,  dass  ( 1  -f*  ~p  *  Tj  it 
dratischen  Charakter  mit  cP  tibereinstirnmt  oder  durch  5  teilbar  wird. 
Die  Einzeldiscussion  dieser  Forderung  fiihrt  fur  A  ==  +  1  auf  zwei? 
fur  A  =  +  2_  aber  auf  drei  wesentlich  verschiedene  Losungen  a,  y,  aber- 
mals  in  Ubereinstimmung  mit  (10). 

Discussion  des  Falles  II.  Haben  wir  ein  Schema,  fiir  welches 
(a  +  d)2  ^  4n  ist,  wahrend  nicht  beide  Zahlen  6,  c  durch  5  teilbar 
sind,  so  liegen  der  Fall  II  und  damit  die  Congruenzen  (6)  vor.  Es 
folgt  erstlich  K  =  e(a  +  d)  ^  +  2]/V& ,  so  dass  mit  rich  tig  gewahltem 
5t  stets  auch  e  bestimmt  ist.  Die  zweite  Congruenz  (6)  nimmt,  je 
nachdem  &  oder  c  prim  gegen  5  ist,  die  erste  oder  zweite  der  Grestalten 

d  —  t 


(13) 


,    d-a 

ca  +  ~~ 


(mod.  5) 


an?  und  man  zieht  daraus  als  notwendige  Bedingung: 

(!) 


Sind  iibrigens  &  und  c  prim  gegen  5,  so  folgt  aus  (a  +  d)®  = 

sehr  leicht,   dass  "b  und  c  im   quadratischen  Charakter  mod.  5   liber- 

einstimmen. 

Nun  zeigt  man  bei  Gelegenheit  der  Einteilung  der  quadratischen 
Formen  in  Geschlechter*),  dass  in  der  einzelnen  Olasse  fur  alle  Formen 


*)  Cf.  Dirichlet-Dedekind,  ZahlentJieorie  p.  313  (3.  Aufl.)- 
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mit    nicbt    durcb    5    teilbaren    ersten    Coefficienten   JP    die   Werte    der 

Legendre'scben    Zeiclien    ^—  J    ubereinstimmend    ausfallen.       Sind    alle 

(.P\ 
_j  =  _}-  1?  so  mogen  wir  die  betreffende  Classe  als  eine  solcbe  vom 

Charakter  -f-  1  bezeiebnen,  im  anderen  Falle  als  eine  vom  Cbarakter 
—  1.  Je  nachdem  5  bez.  c  Rest  oder  Nicbtrest  ist,  dllrfen  wir  nur 
Formen  voin  Cbarakter  -f-  1  resp.  —  1  zulassen.  Ftir  jede  braucb- 
bare  Foroi  liefert  aber  (13),  wie  man  sofort  abzahlt,  iin  ganzen  fiinf 
verscbiedene  Losungen  a,  y.  1st  also  l>ei  einem  durcli  5  teilbaren  A 
H-j-i(A)  die  Anzalil  der  Classen  vom  Cliarakter  +  1>  H_  i(A)  dagegen 
die  Anzahl  der  Classen  vom  CJiarakter  —  I,  so  fmdet  sidi  im  Falle  II 
als  G-esamtgaM  v  der  dbzugalilenden  Nullpunhte  loes. 


(15) 


je  nachdem  1}  ~be&.  e  Hest  oder  Niclitrest  von  5  ist. 

Discussion  des  Falles  III.    Bei  dem  nun  allein  nocb  bleibenden 

Schema  (         ?  I    liefern   die    Congruenzen  (8)   fur   e    den  Wert  1 

V  °  ^  YnJ 


und  sind  daniit  von  selbst  fur  alle  secbzig  incongruenten  Substitutionen 
erfullt.  Die  Zabl  %  ist  wieder  ^=  +  2"\/n  zu  wableD,  und  es  komnien 
bier  gerade  die  gesainten  Formen  der  Determinante  --  ^5  —  (so  o^ 

dies  eine  ganze  Zabl  ist)  zur  Geltung,  falls  wir  diese  Formen  erst 
nocb  mit  dem  Factor  5  multipliciert  denken.  Wir  seben  sofort:  Die 
Gesamtzalil  der  im  Falle  III  im  Innern  des  Polygons  afauzsahlenden 
Null$ninkte  ist: 

(16)  v  =  60 


wobei  nock  hinzumisetzen  ist,   dass  alle  H   mit  nicht  gangzahligen  Argu- 
menten  den  Wert  Null  haben  sollen. 

Hiermit    ist    die   aritbrnetiscbe    Abzablung   zur   vollen   Erledigung 
gebracbt. 
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§  4    Brster  Teil  der  functionentlieoretisclien  TJntersiieliTmg  der 
ht(fo)  in  den  Polygonspitzen. 

Aueli  bei  der  functionentheoretischen  ITntersuehung  der  Grossen: 


7  /   \       TJf(^0}  +  ^\        (D\ 

*,(«)-  ii  UU^RT;  -  UH 

A,B,D 

fa,  6\  ==  fnii,    —  n$i 
\C9  d/         \  —  Yi9      cci 


in  den  zwolf  inaquivalenten  Polygonspitzen  &  =  —  haben  wir  eine 
Reihe  von  Falluntersctteidungen  zu  treffen. 

Wir  betracliten  in  diesem  Paragraphen  nur  erst  die  Spitzen  : 

/ON  «    —    '  2  *<  "' 

W  yr=^00;       y,      —  —  ,       —-5^-5 

sie  allein  sind  es;  in  denen  das  erste  oder  zweite  Glied  im  einzelnen 
Factor  von  (1)  zu  verschwinden  oder  unendlicli  zu  werden  vermag, 
und  zwar  liefern  die  ersten  beiden  Spitzen  (2)  jeweils  fur  die  zweiten 
Glieder  der  Factoren  (1)  die  Null-  und  Unstetigkeitspunkte,  die  dritte 
und  vierte  Spitze  (2)  aber  entsprechend  fur  die  ersten  Glieder.  Die 
Multiplicitat  des  Unendlicli  werdens  von  hi  in  der  einzelnen  Spitze  (2) 
ist  nattirlich  imrner  im  Polygon  F6Q  zu  niessen;  Unstetigkeitspunkte 
negativer  Ordnung  sind  selbstverstandlich  Nullpunkte.  —  Des  weiteren 
sondern  wir  liier  die  Falle  c  =  —  yt  =  0  (mod.  5),  wo  die  vier  Spitzen 
(2)  zu  Paaren  coincidieren  ,  von  den  anderen  c^O  (mod.  5).  Mit  den 
letzteren  Fallen  ,  bei  denen  in  (2)  vier  unterschiedene  Spitzen  vor- 
liegen,  beginnen  wir. 

Fiir  c  ==  —  yi  ^  0  nimmt  (1)  bei  co  =  ioc  angen'aliert  die  Form  an  : 


alle  Faetoren  tnit   (—]  =  +  1  sind  endlich  und  von  Null  verschieden, 

/D\  -  — 

diejenigen   mit  ( -~J  =  — 1  dagegen  unendlich  wie  r    5jD.    Verstehen 

wir  also  unter  C  bis  auf  weiteres  immer  irgend  welche  endliche, 
niclit-verschwindende  Constants  und  erinnern  uns  ubrigens,  dass  bei 
stehendem  J.?  D  die  Zalil  B  uber  ein  Hestsystem  modulo  D  auszu- 
dehnen  ist,  so  folgt: 

(4)          h,  =  C 
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In  Worten:  Bei  &  =  ioo  wird  hi  fur  c^zQ  unendlich  im  Grade: 


summiert  iiber  alle  letter  A  von  n. 

Q 

Statt  7^-  (to)  jetzt  ferner  bei  co  =  -r-  zu  untersuclien,  betracbte  man 
fe(vs(co))  bei  03  =  ioo*).     Dabei   kommen  jeweils   als  zweite  Glieder 

der  Produete  (1)  die  Grossen  g  (VD  (^^~^~  5  n  zum  Yorschein;  und 
man  bemerke,  dass  Mer  in  den  Argumenten  ein  Reprasentantensystem 
funfter  Stufe  YOIB  Schema  (  A  '  o)  sich  einfindet.  Dieses  stellten  wir 

\  Oj      D/ 

i,  A**\     -        j         -01  (Aa>  +  5B\  (Aa>  +  5£\      1 

aber    sonst^*)    m    der    Form    v^v^i  -  —  -  )=tf22>(  -  j^  -  )    dar, 

nnd  es  werden  demgemass  die  Grossen 


von   der  Reihenfolge  abgesehen  identiscli  ausfallen.    Wir  haben  also 
zufolge  der  Wirkung  von  v2  auf  £  bei  o  =  -&oo  gegenwartig 


2  **>N^ 

abznschatzen.     Somit  folgt  :   Bei  co  =  —  wM  7^  fur  c  •^•Q  im  Grade 


unendlich. 

Irn  dritten  und  vierten  Punkte  (2)  ist  das  zweite  Glied  im  ein- 
zelnen  Factor  (1)  stets  endlicb  und  von  Null  verscliieden?  wahrend 
das  erste  Glied  in  der  dritten  Spitze  (2)  verschwindet,  in  der  vierten 
aber  einfach  unendlicli  wird.  Es  folgt:  hi  NeiU  in  der  dritten  Spifee 
(2)  endlieh  und  von  Null  verschieden,  in  der  vierten  liegt  ein  Unstetigkeits- 
punkt  der  Ordnung  <t>(w). 

Fassen  wir  jetzt  zusaminen,  so  entspringt  das  Resultat:  Fur 
c^ZQ  modulo  5  wird  /&$(<»)  in  den  vier  Spiteen  (2)  im  ganzen  im  Grade 

(8)  ow  + 

unendlich. 


*)  Die  Substitution  %  ist  hier  naturlich  gerade  in  jener  Bedeutting  gebraucht, 
wie  in  §  2  allgemein  VD  . 

**)  Man  vgl.  die  oben  p.  107  u.  f.  entwickelten  Satze  uber  Repr'asentanten- 
systeme. 
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Fur  c  =  —  yt  =  0  (mod.  5)  brauchen  wir   nur   in    den  beiden 

2 

Spitzen   CD  =  ioo}  —  zu  untersuehen.   Hier  benutzen  wir  fiir  die  ersten 
Grlieder  in  den  Factoren  von  (1)  (nach  I  p.  615  (8))  die  G-leichung: 


t 


wofiir  wir    auf  Grund    der   in    cler   zweiten   Forinel   (1)   angedeuteten 
Bezeichnungsweise  aucli 

tp^i)-.-  ®""1.  (4).  A.) 

schreiben  konnen.     Fiir  /^(o>)  entspringt  also  die  Gestalt: 

oo   M.) 


Untersuclien  wir  den  liierniit  gewonnenen  Ausdruck  zunachst  bei 
co  =  ioo  ?  so  haben  wir  die  Annaherungen  : 


(10) 


{ 


Hier  bemerke  man  vorab,  dass  in  keinem  Factor  die  beiden 
Glieder  mit  einander  identiscb  ansfallen  konnen.  Solcbes  wtirde  nur 
moglicli  sein?  falls 


ware.     Dann  hatten  wir;  da  n  prim   gegen  5;  auch  J5  ==  0^  &  ^  0; 
a-  ^  d  ^  +  Vw  (mod.  5)  ;  es  wiirde  also  gerade  der  bei  rein  quadra- 


tiselien  n  und  beiin  Schema   |  ^    ;     _  |   ausgescblossene  Factor  vor- 


liegen.  Zahlen  wir  tibrigens  bei  der  Abschatzung  des  Unendlichwerdens 
von  (10)  die  Combination  A  =  D  ==]/w,  JS  =  0  im  gekennzeichneten 
Falle  mit;  so  ist  offenbar  im  fertigen  Resnltat  bei  (y)  =  1  noch  eine 

Einheit  zu  addieren^  bei  (-—)  =  —  1   aber  zu  subtrahieren.     Hiervon 

\  &  /  ^ 

riihrt  in  den  unten  stehenden  Formeln  der  Bestandteil  qn  ter,  der  im 
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allgeineinen  gleich  Null,  jedoch  fiir  rein  quadratisches  n  beim  Schema 
J  der  Einheit  gleich  sein  soil 

Im  einzelnen  Factor  von  (10^  giebt  fur   \~^-j  =  —  1,  sowie  fur 
__j  —  _|_  1^  A  <^D   das  zweite   Glied    den   Ausschlag   fiir  das  Yer- 

halten  des   ganzen  Factors,  fur   (y)  =  +l?  A>D  aber  das  erste. 

Einen  entsprechenden  Satz  stellt  man  fiir  (102)  ohne  Schwierigkeit 
auf.  Indem  aber  immer  D  Factoren  beim  einzelnen  Paare  A,  D  auf- 
treten,  ist  offenbar  die  Multiplicitat  des  Unendlichwerdens  von  (10) 


(n)  i 


A>D 


Statt  &z(co)  bei  co  =  ~-  zu  untersuchen,  werden  wir  wieder 
/^(•y2(co))  bei  o  —  ioo  untersuchen.  Hierbei  w'ahle  man  v2  =  l  (mod.  n), 
wodnreh  der  Yorteil  erreicht  wird;  dass  die  Transformation  — ^^g 


direct  auf  v2         5-         mit  denselben  ^L,  J5;  D  zuruckkommt.  Es  tritt 
deninacn  jetzt  an  Stelle  von  (9)  offenbar  die  Forniel: 


Als  Annaherungen  bei  co  =  ioo  finden  wir  demgemass: 


deren  Discussion  sich  im  einzelnen  wieder  gerade  so  gestaltet  wie 
diejenige  der  Formeln  (10).  Wir  finden  als  Ordnungen  des  Unendlich- 
werdens : 
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(fd\          ,    1 
\57          "•"     ' 


(14) 


Wie  in  Formel  (8)   werden  wir  aucli  hier  wieder  die  Multiplied 

9 

taten  des  Unendlichwerdens  vom  einzelneu  &,•  "bei  o  —  ioo  und  o  <=  -- 

zusammenftigen.  Es  einpfielalt  sick  dabei;  neben  deu  bislierigeu  4>(V)> 
V(n)  von  ^w;<si  wewcw  gahlentheoretischen  Fiindionen  Gebraucli  zu  machen, 
die  wir  durch  die  Formeln  : 


(15)         Y±lW  -        ^  ±  y-4    +  t^    ± 


definieren,    Im  zweiten  Gliede  des  einzelnen  Sumroanden  hat  natiirlich, 
wie  bislang  imnier,  A  die  Bedeutimg  von  yj-7   und  wir  brauchen   im 

tibrigen   sn  in  (Jemselben  Sinne  wie  im  vorigen  Kapitel   (p.  182  u.  f.), 

wonact  sn  ftir  rein  quadratische  n  gleich  1?  sonst  stets  gleich  Null  ist. 

Jetzt  setze  man  n  zuvorderst  als  quadratisclien  Rest  von  5  voraus, 

so   dass   A  und  D  im   quadratisclien  Charakter  ubereinstimmen,  und 

addiere  erstlicli  fiir  (-|)  =  1   die  beiden  Zahlen  (11)   und  (14).     Wir 
finden  als  Suname  nach,  einigen  leicliten  Umgestaltungen: 


D>  A 


1st  zweitens  f-^-J  ==  —  1,  so  ergiebt  sieh  entsprechend 

2  IP  +  (f 


Nocli  einfaclier  wird  das  Resultat  bei  giiadratisclien  Nichtresten  n. 
Indem  wir  Mer  das  sehon  oben  erklarte  Zeichen  V(n)  wieder  benutzen 
(cf.  (7)  p.  184);  kommt  unabMngig  voni  quadratischen  Charakter  von 
d  durch  Addition  von  (11)  und  (14): 

(18)  -0(»)  +  V(w). 


fur    £    =  +  !,     2Y_       (n), 

UJ 
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Fassen  wir  also  zusammen:  Die  0u  c  =  Q  geJwrenden  Functlonen  7^(o?) 
werden  in  den  Spitzen  (2)  gusammengenommen  in  den  naclifolg  widen 
Graden  unendlicli: 


(19) 


§  5.    Z  waiter  Tell,  der  UntersuclniDg  der  7^(oj)  In  den 
Polygonspitzen. 

In  den  rtickst'andigen  aclit  bez.  zelin  Polygonspitzen  konnen 
jedenfalls  fur  das  einzelne  7i«(o))  keiue  Unstetigkeitspunkte  mehr  vor- 
kommen-,  dagegen  inogen  sehr  wohl  nocli  Nullpunkte  auftreten. 
Solclie  wiirden  da  von  herruhren  rniissen,  dass  In  einer  Spitze  die 

beiden  Glieder   g(Ff(d))  und   %(VL(^^—\\   des    einzelnen  Factors 

unseres  Productes  Jiifcoi)  zwar  endlich  und  von  Null  verschieden, 
jedocli  mit  einander  ubereinstimmend  ausfielen  5  die  Anzahl  derartiger 
Nullpunkte  von  Jii  haben  wir  jetzt  nocL.  festzustellen. 

Die  Durclifiihrung  dieser  Aufgabe  erleichtern  wir  uns  nun  be- 
deutend  durch  die  folgenden  Massnahmen.  Erstlich  ziehen  wir  nicat 
direct  die  Gestalt  (9)  p.  212  von  7&(o>)  zur  Untersuchung  heran;  wir 
betrachten  vielmehr: 


(i)   /,/(G})  _  ^(vr\^  -  JTJ'  {£(»)  - 

und  lassen?  wie  bislier,  auch  wohl  kurz  die  unteren  Indices  i  in  der 
Bezeichnung  des  gerade  vorliegenden  Scliemas  sowie  bei  &/  fort.  Die 
Function  111  ist  alsdann  nur  in  den  Spitzen  ~  mit  y  ^  0  (mod.  5) 
zu  untersuchen.  Solclie  Spitzen,  von  denen  das  zweite  Glied  eines 
Factors  (1)  unendlieh  wird*),  bleiben  dann  schon  von  selbst  ausser 
Betracht?  insofern  wir  nur  nacn  denjenigen  Spitzen  suchen,  in  welchen 

-      mit  g        identisch  ausfallt. 


Im     weiteren    werden    wir    uns    das    Reprasentantensystem    R& 
mogliehst  zweckmassig  wahlen.    Die  Brauclibarkeit  der  Reprasentanten 


ioo  . 


(     '      )    beruht    auf    deren    naher   Beziehung    zur    Spitze 

*)  Wir  wissen  aus  vorigem  Paragraphen,  dass  in  zwei  gewissen  Spitzen  fur 
die  in  Rede  stehenden  zweiten  Glieder  lauter  Null-  bez.  Unstetigkeitspunkte 
liegen,  indein  Jceines  dort  endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 
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Wollen    wir    also    Untersuchungen    arn    Punkte    —    durchfuhren  ,     so 
wahlen  wir  uns  erstlieli  erne  zugehorige  Modulsubstitution: 

m\  f  /    \          *-f-  $£0  —  B 

(2)  (a   =  t;(o>)  =  -  -  r-  ~ 

^   /  v    '         —         __ 


und  liaben  dann  als  zweckmassigstes  Reprasentantensysteni  fur  erweiterte 
Transformation  erster  Stufe: 

(3) 


Urn  daraus  ein  System  funfter  Stufe  vom  richtigen  Schema  zu  ge- 
winnen,  miissen  wir  vor  jede  Transformation  (3)  nocli  eine  speciell 
gewahlte  Modulsubstitution  F&  derart  vorsetzen?  dass: 


fA\  T?  r   \          *  *         J7-co  aa  f       ,    ^ 

(4)          %(»)  -  ^^^  =  F*(—  4^)  =  ^~d  ,  (mod.  5) 

erfiillt  ist.     Demgemass  liaben  wir  an  Stelle  von  (1)  ausfiihrlicher: 

(5)    v(«) 


man  tiberzeugt  sieli   fibrigens  Ieicht?  dass  der  im  Falle  eines  quadra  - 

tischen   n   beim  Schema   (  ^     '     _  |   auszuscHiessende  Reprasentant 

P 


_ 

wieder  durch  A  =  D  =  y^  ,  JS  =  0  gegeben  ist. 

Wir  nehmen  jetzt  vorab   an?    ein  einzelner  Factor  von   (5)   ver- 
schwinde   in    der  Spitze  ~,   und  wollen  dann  gleich   erst  feststellen, 

welche  Multiplicitat  dieser  Nullpunkt  aufweist.    Zu  dem  Ende  schreiben 
wir  unter  Riickgang  auf  (2)  den  fraglichen  Factor  in  der  Gestalt: 


und  haben  offenbar  sein  Verschwinden  bei  cof  =  ioo  ini  Polygon 
F6Q  zu  bestimmen.  In  der  Spitze  co'  =  ioo  wird  iibereinstimmend 
der  Wert  fiir  das  erste  und  zweite  Glied  von  (6)  der  endlichen  Zahl 

£0  =  g  i^-J  gleichkommen.  Zufolge  der  Eigenart  des  g,  sich  gegeniiber 
den  Modulsubstitutionen  selbst  linear  zu  substituieren,  ergiebt  sich  aber: 


Aa>' 
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nnd  hier  bedeuten  die  Coefficlenten  A,  B?  wie  auch.  £0;  gewisse  ratio- 
nale Combinationen  fiinfter  Einheitswurzeln,  wie  aus  der  Structur  der 
Jkosaedersubstitutionen  liervorgeht.  Wir  gewinnen  aus  (7)  sofort 

lim    (  g(^_+J)  _  t(YJ[^L±^\  \ 
,s)  «WoolSW  +  a/        <Vn        D       JJI 

ZirtB       A^ 

=  Ar'5  —  B-e~5J}  r'**>  . 

Man  setze  nun  den  Fall,  auf  der  rechten  Seite  von  (8)  sei  der 
Minuend  mit  dem  Subtralienden  identiscla.  Dann  ist  A  =  D  —  1/n  und 
also  n  ein  reines  Quadrat-  da  aber  n  prirn  gegen  5  ist;  so  wfirde  weiter 
bei  der  Bedeutung  der  A;  B  fur  I?  der  Wert  0  entspringen.  Aus 
A  =  B  wiirde  si  en  endlieh  vermoge  (7)  die  Congruenz  Y%  :==-  tr"1  (mod.  5) 

ergeben*),  so  dass  naeh  (4)  das  "Schema  j  ,—  )  vorliegen  wurde; 

0  ,   ynj 


bei  diesern  aber  baben  wir  gerade  von  A  =  D  =  ]/w,  JB  =  0  Abstand 
genommen.  Hiernacb  ergiebt  ein  Blick  auf  (8)  das  Resultat:  Yer- 

scJiwindet  ein  Factor  von  (5)  in  der  Spitee  co  =  —  9  so  ist  die  Multi- 
plicitat  dieses  Nullpuriktes  gleicli  1,  so  oft  A^  D  ist,  jedoch  gleicli 
jj  }  falls  A<.D  zutrifft. 

Bei  Abz'ahlung  der  jetzt  in  Rede  stebenden  Nullpuntte  werden 
wir  ein  neues  ^zablentneoretisclies  Symbol  brauelien,  welches  wir  tier 
gieicL.  vorher  erklaren?  nm  weiterbin  die  Entwicklung  niclit  zu  unter- 
brechen.  Wir  definieren  dasselbe  durch: 


(9)  _ 

A  <  D ,  A  zr  ±  v 

dabei  ist  v  als  eine  ganze  gegen  5  prime  ZaM  gedacbt,  und  es  ist 
0^  s=  1  fur  rein  quadratische  ny  falls  zugleich  v  =  +  ~}/n  ist;  sonst 
soil  jedocli  stets  6^  =  0  sein.  Setzen  wir  ubrigens  sogleicb.  liinzu, 
dass  es  uns  spaterhin  gelingen  wird7  die  In  (9)  definierte  zahlen- 
tbeoretisclie  Function  durch  die  bisherigen  cj>;  Y,  V+i  auszudrticken. 
Soil  nun  ein  Factor  von  (5)  bei -co  =  —  verschwinden,  so  miissen 

—   und   JS&(™)  =  — - — T — £—    relativ    aquivalente    Spitzen    sein.     Fur 
y  \y/  CfrK  -f-  d^y 

Zahler  und  Nenner  cles   letzten  Bruches  berecbnet  man  ubrigens  aus 
(4)  die  Zablen  akA  bez.  ykA,  und  deren  grosster  gemeinsamer  Teller 


*)  Mit  Eiicksiclit  auf  die  Gestali  der  Ikosaedersubstitutionen  (T,lkos."  p.  4p) 
folgert  man  namlicli  aus  A"=^  B  sofort  aueh.  A'  =  B'. 

Klein-Fricke,  Modulfunctionen.  II.  15 
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is't  offenbar  A.  'Die  relative  Aquivalenz  jener  ration  alen  reellen  Punkte 
kleidet  sich  also  .  explicit  e  in  die  beiden  Congruenzen: 
"(10)  akcc  +  fay  =  eAa,     cka  +  fay  =  eAy  ,  '(mod.  5), 

in  denen  e  entweder  gleieli  +  1  "oder  —  1  .  ist.  Hier  konnen  wir  die 
Zahlen  ak,  fa,  C&,  fa  direct  durch  -die  vier  Zahlen  a,  1),  c,  d  des  vor- 
liegenden  Sehemas  ersetzen  und  liaben  also  an  Stelle  von  (10)  das- 
System  der  Congruenzen: 

^n  '         (ff-eA)a  +  ly  =  0\ 

(11)  "  s  }   (mod.  5) 

v'    '  ^  } 


zu  discutieren.-  Bemerkenswert  an  (11)  ist,  dass  die  Zahl  J5  ganz 
ausser  Betraeht  bleibt;  mit  einem  verschwindenden  Factor  von  (5) 
ftnden  wir  deren  also  gleich  D,  indem  S  bei  stehenden  A9  D  ein 
voiles  Restsystern  modulo  D  zu  durchlaufen  hat.  Nehnien  wir  obiges 
Resultat  tiber  die  Miiltiplicitat  der  Nullpunkte  hinzu,  so  folgt  offenbar: 
Bei  gegebenem  Schema  wird  jeder  moglichen  Losung  von  (11)  in  gan$m 
Zahlen  A,  cc,  y,  von  denen  die  erste  Teller  von  n  und  die  letMe  prim 

gegen  5  ist,  ein  D-facher  resp.  A-facher  Nullpiinkt  in  der  Spitze  —  ewt- 
sprechen,  je  nadidem  A^D  oder.A  <  D  ist. 

Sollen  die  Congruenzen  (11)  zusanimenbesteh'en,  so  muss 

(a  —  eA)(d  —  e  A)  .—  lc  =  n  —  eA(a  +  d)  +  A2  =  0 

erfiillt  sein.     Hier  heben  wir  einerseits  durch  A  und  folgern: 

(12)  A  +  D  =  e(a+'d),  (mod.  5), 

andrerseits  entspringen  unter  Gebrauch  der  friilieren  Bezeichnung 
A  ^  4n  —  (a  -f-  cff  fur  A  und  D  die  Congruenzen: 

(eA  =  3(a  +  d)  +  T/A) 

(13)  ^    ^  _     (mod.  5). 

UD  =  3(rc  +  df)  +  I/A) 

Durch  Einsetzung  des  fiir  eA  gefundenen  Wertes  nehnien  die  fur  K}  y 
vorliegenden  Congruenzen  (11)  die  neue  Gestalt  an: 


(14)  .  __      *         1   (mod.  5)  . 

ccc  +  {2  (a  —  d)  +  Y&}y  =  OJ 

In  (13)  und  (14)  gelten  zugleich  entweder  die  oberen  oder  die  unteren 
Zeichen.  Vor  allem-ist  hiermit  evident  geworden:  Nur  solctie  Schemata, 
bei  denen  A  durch  5  teilbar  oder  quadratischer  Rest  wn  5  ist,  liefern 
Nullpunkte  fraglicher  Art;  die  iibrigen  Ueilen  Mer  gan&  ausser  Setraclit. 
^,  ,Zur  naheren  Discussion  der  Congruenzen  (13),  (14)  sind  wieder 
metrere  Falluiiterscheidungen  notig.  ,Wir  setzen 
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I.    A  =  + 1,     c^O,  (mod.  5). 

In   diesem  Falle   haben  wir  fiir  die  oberen  Zeielien  in  (13)  und 
(14)  im  ganzen  zwei  Punkte  — ,  n'amlieh: 

/1  Kv  a         2  (d  —  a)  +  ]/A  a  —  d  +  2  I/A 

{         |      t~\      J  ; •.  N '  '  *  '" •  ' —.,.-._•    :. 

und  als  zugehorige  Werte  von  A  und  D: 

(16)     eA  =  3 (a  +  <Z)  +  ]/A ,     eD  =  3(«  +  rf)  —  I/A,  (mod.  5) ; 

fiir  die  unteren  Zeichen  erlialten  wir  entsprechend: 

ct 2  (d  — •  a)  —  ]/ A      a  —  ^  —  ' 


(18)     e-4.  =  3 (a  +  d)  —  XA?     eD  =  3 (a  +  c?)  +  ]/A?  (mod.  5).- 

Unter  den  vier  in  (15)   und  (17)  gefundenen  Spitzen  —   sind  zufolge 

(I)  keine  zwei  einander  relativ  Equivalent.  Fiir  die  einzelne  Spitze 
(15)  sind  nun  alle  Teiler  A  von  n  heranzuziehen,  welche  der  Be- 
dingung  (16)  geniigen?  und  zwar  muss  nach  einander  e  =*  +  1  und 
e  =  —  1  genonimen  werden.  Dabei  ist  iiber  diese  Teiler  A  die  Summe 


zu  bilden  und  selbige  doppeli  zu  nehmen?  da  wir  in  (15)  zwei  ver- 
sehiedene  Spitzen  haben.  Bin  en  vollig  gleiclien  Ausdrack;  bei  deni 
jedoch  A  und  D  den  Oongruenzen  (18)  geniigen  m§ssen;  finden  wir 
fiir  die  Spitzen  (17).  Inclem  wir  zusamnienziehen  und  die  in  (9)  vor- 
bereitete  Bezeichuungsweise  einfuhren,  entspringt  das  Resultat:  Im 
Falle  I  finden  sich  in  den  Polygonspitgen  msgesamt  nodi 

(19)  4X3 


einfache  NullpunMe  von  hi(co}.    . 

II     A,=  ±1;     c  =  0;  (mod;  5). 

Man  gehe  auf  die  Congruenzen  {11)  zuruck;  aus  deren  zweiter 
sich  Ae  =  d  ergiebt;  *da  docli  y  prim  gegen  5  sein  soil.  Die  ,erste 
Congruenz  (11)  giebt  damit  (a  —  d)a  +  by  =  0,  und  es  ist  '(a  —  d) 
sicner  prini  gegen  5,  weil  sonst  A^O  sein  miisste.  Wir  *  gewinnen 
nur  zwei  Punkte: 

(20)  ^  =  ^_    *^^i       mit  eA  =  d,  eD  =  a. 

\     /        "       y        d  —  a  '          2d  —  2a  * 

15* 
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Man  zahlfc  daraufhin  leicht  ab?  class  im  Falle  II  an  Nullpwnkten  frag- 
liclier  Art  von  /^(c?)  insgesamt 

(21)  '  2Xfl(w)  +  2Xd(fl) 
auftreten. 

III.  A  =  0,  und  wenigstens  eine  der  Zalilen  &7  c  ^  0  (niod.  5). 
1st  erstlicli  e  =  07   so  folgt  wie  vorhin  eA^d,   und  die  erste 

Congruenz  (14)  erforderfc  (a  —  d)  ^  0  (mod.  5)..    Andrerseits  ergiebt 

—  A  =  (a  +  rf)2  —  &ad  =  0 

offenbar  a  =  rZ;  so  c?a§5  im  Falle  III  Jceine  Losungen  eintreten,  wo  fern 
c  ^  0  is^.  Fur  c  ^  0  geben  aber  die  Oongruehzen  (14)  die  beiden 
Losungen  : 

/oo\  a         2($  —  a)  a  —  d        .,        .         _/—  • 

(22)  -  =  —  --  -  .    ^  —5—    mifc  6,4  ^  y  »  . 

v     J  y  c        y  Zc  " 

Fur  A^O,  c^O,  (mod.  5)  finden  sicli  liiernacli  im  gamen 

(23)  4Xy-(«) 
Nullpunkte  gesucliter  Art. 

Endlich  bleibt  noeli:  % 

IV.  ^A  =  0,    5^c  =  0,     aEEE^EE]/^,  (mod.  5). 

Durcb.  e  A  =  }/M   sind  die  Congruenzen  (11)  sofort  filr  alle  zelin 
jetzt  in  Betracbt  kommenden  Spitzen  —  erfiillt     Indem  wir  noch  auf 

den  Fall  eines  rein  quadratisclien  n  Rucksiclit   nehnien?   ergiebt  sich 

Mer  als  gesuchte  ZaM  der  Nullstellen: 

(24) 


§  6.    Zusammenstellung  der  Besnltate   der  anf  die  Polygonspitzen 
beziiglicken  Untersttchungen. 

Die  beiden  im  vorigen  Paragraphen  gebrauehten  Teilersummen 
Xt(n)  und  X2(n)  lassen  sich,  wie  scbon  angedeutet,  durch  die  0;  V,  V±1 
darstellen?  und  yon  diesen  Formeln  werden  wir  Kenntnis  nelimen?  ehe 
wir  die  Resultate  der  beiden  voraufgehenden  'Paragraphen  in  iiber- 
siehtlicher  Form  zusammenstellen.  Etwas  aasfiihrlicher  wie  oben  ist 
die  Definition  der  beiden  Xr  gegeben  durch: 


n,  -4  =  ±2 
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Nun  folgen  aus  der  Definition  cler  Symbole  <t>,  ¥  einerseits  und 
andrerseits  oline  weiteres  die  Formeln: 

(2)  <1>(«)'-  ¥00  = 

(3) 


und  liier  entspringen  durch  Addition  und  Subtraction  offenbar  direct 
die  Anzalilen  4X1(n)  bez.  4X2(«).  Es  ist  demgemass 

(4)  4X,(n)  -  4>(n)  -  H>(n)  +  W,^  -  V/^  ; 

womit  die  gewiinschte  Darstellung  geliefert  ist  5  wir  werden  vermoge 
derselben  die  Xv  aus  den  Endresultaten  ganz  entfernen.  Noch  beinerke 
inan;  dass  aucli  zwisehen  ct>;  V?  Y+i  eine  Relation  bestekt,  die  man 
aufs  leichteste  zu 

(5)  <D(»)  +  V(n)  =  Y+i(»)  +  V-i(») 

bestimmt;  dieselbe  ist  weiterhin  immer  dazu  benutzt;  den  Eesultaten 
die  denkbar  einfachste  Eorm  zu  geben. 

Wir  wollen  jetzt  die  Anzahl  der  irn  vorigen  Paragraplien  be- 
tracliteten  Nullpunkte  tabellariscli  zusammenstellen  und  reihen  im 
einzelnen  Falle  rechts  immer  auch.  gleicli  die  Zahl  einfacher  Unstetig- 
keitspunkte  danebei};  wie  sie  §  4  ergiebt.  Wir  sondern  noch  die  beiden 

Falle    HH  ==  —  1    und    f~j  =  +  1    und   beinerken,    dass   zufolge 

A  ^  4%  —  (a  +  dj2  im  ersteren  Falle  notwendig  A  ^  0  ist  Es 
ergiebt  sicli  nacli  leickten  Zwischenrechnungen  : 


-!,     A  =  ±l,  (mod.  5) 
(6)'  c^O,    2<D-2Y,    2*? 

(7)  c  =  Q,       O  —  ¥7         0  +  Y. 


IL     !    =  +  !,     A  =  +l,  (mod.  5) 
(8)    '  c^O,    2*-2¥  +  2V          ,-2,,    20, 
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III.   (-J)  =  +  1,    A  =  0,  (mod.  5) 

(10)  ^^0,     c  =  0,    'kerne  Nullpunkte,     2Y 

(11)  .  c^Q,    ^-Y  +  M^-s-Y    ,-       2*, 

IT-/        -\~) 

(12)  &EEEC  =  O,     5*-5Y  +  5Y/-5Y    /y~x  -  10*,, 


/y~x 

IT-/ 


Was  die  Beweise  dieser  Forrneln  anlangt,  so  werden  einige  Be- 
"nierkungen  geniigen.  1st  n  Nichtrest,  so  sind  A  und  D  von  ver- 
schiedenein  qnadratisclien  Charakter,  so  class  Formel  (19)  p.  227  in 
diesem  Falle  4XX  +  4X2  liefert;  das  ist  aber  gleich  24>  —  2V. 
Ebenso  er.ledigt  sicli  (7).  Ist  sowoL.1  A  wie  n  quadratisclier  Eest,  so 
ist  zufolge  —  (a  +  dj*  ^  A  +  n  notwendig  a  +  d  ^  0  und  also 
l/A  =  +  2]/w;  es  folgt  also  (8)  vermoge  (4)  aus  (19)  p.  227.  Ist 
tiberdies  noch  c  =  Q,  so  ergiebt  ad  =  n  fiir  a  und  d  die  Werte 
a  =  —  d  =  +  2y^;  Hernacn  folgt  (9)  aus  (21)  p.  228  und  (19)  p.  223 
Fur  die  drei  rtickstandigen  Formeln  (10)  bis  (12)  bemerke  man  etwa 
nocli?  dass  bei  A  =  c  ^  0  notwendig  0,  =  $=+,  }/n  sein  muss. 

Man  bezeicline  weiter  den  tiber&enuss  der  Anzahl  einfacher  Un- 
stetigkeitspunkte  fiber  diejenige  einfacher  Nullpunkte  in  den  zwolf 
Polygonspitzen  durch  v.  Fiir  die  Falle  A  =  +  2  ist  alsdann  diese* 
Zabl  v  direct  durch  die  in  §  4  berechnete  Anzahl  der  Unstetigkeits- 
punkte  gegeben;  fiir  A^O,  +  1  niiissen  wir  jeweils  die  in  obigen 
Formeln  (6)  bis.  (12)  neben  einander  stehenden  Zahlen  von  einander 
abziehen.  Hierbei  reduci^rt  sich  die  Zahl  der  unterschiedenen  Falle 
sehr  bedeutend;  in  der  That  finden  wir  unter  Eiicksicht  auf  (5): 

(13)  A  =  +  5i;    v 


(16)  A  =  0; 

(17)  A  =  0;        &  =  c^0;     i/  —  -10<D(n)-f-12Y 

" 
Hierbei  moge  vielleicht  noch  die  eine  Bemerkung  Platz  finden  ;   dass 
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bei  A  =  +  2  notwendig  c  prim  gegen  5  1st.  —  Die  Untersuchung 
cler  Functionen  7^(a>)  In  den  zwolf  inaquivalenten  Polygonspitzen  ist 
solclierweise  zuni  gewunschten  AbscHuss  gebraclit. 

§  7.    Das  System  der  Classenzahlrelationen  fiinfter  Stufe. 
Die  Classenzahlr  elation  en  dritter  Stufe. 

Die  ganze  Zahl  v9  die  wir  soeben  als  tJberschuss  der  Zahl  der  in 
den  Polygonspitzen  gelegenen  Unstetigkeitspunkte  liber  die  Anzahl 
der  ebenda  gelegenen  Nullpuukte  des  einzelnen  7^-(a>)  definierten,  muss 
identisch  sein  "mit  der  in  §  3  ausgedriickten  Zahl  v  einfaclier  Null- 
punkte  von  7i,(o>)  im  Innern  des  Polygons,  insofar n  wir  clocli  in  den 
/^(co)  Modulfunctionen  fiinfter  Stufe  liaben.  Indein  wir  die  beiden  ftir 
dieselbe  Zahl  v  auf  verscliiedenen  Wegen  gefundenen  Ausdriicke 
einander  identisch  setzen;  entspringen  nunmehr  die  Classengalilrelation&i 
fiinfter  Stufe,  deren  Ableitung  der  Gegenstand  unserer  Untersuchung  war. 

Am  einfachsten  fallen  diese  Eelationen  fur  quadratische  Nicht- 
reste  n  aus,  wobei  wir  Ubrigens  auch  nocli  n  =  2  und  n  =  3  sondern 
wollen.  Wie  wir  schon  gelegentlich  bemexkten,  entspringen  in  beiden 
Fallen  nur  drei  Eelationen,  bei  deren  Aufstellung  man  jetzt  nur  nocli 
zu  beachten  hat,  wann  A  Kest  und  wann  Nichtrest  wird.  Wir  ftnden 


X  =  +  Q 


woran  sicli  fur  n  =  3  die  folgenden  drei  Eelationen  reilicn: 


(2) 


Sollen  durch  Combination  der  Eelationen  (1)  oder  (2)  die  Classen- 
zahlrelationen  erster  Stufe  hergestellt  werden,  so  muss  beracksichtigt 
werden,  dass  wir  in  §  3  alle  durch  5  teilbare  %  doppelt  zahlten.  Will 
man  sie  nur  einfach  zahlen,  so  ist  in  den  ersten  Gleichungen  (1),  (2) 
die  linke  Seite  noch  mit  dem  Factor  2  zu  behaften.  Addieren  wir 
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nun  z.  B,  irn  Falle  (1)  die  zweite  und  dritte  Gleichung  mit  2  bez.  3 
multipliciert  zur  ersten  hinzu?  so  entspriugt  in  der  That  auf  cler  llnken 

Seite  6  J/^  H(4»  —  %2)  und  rechts  6<t>  -(-  6Y;  wie  es  nacli  der  Classen- 
zahlrelation  erster  Stufe  sein  muss. 

Fur  Nichtreste  n  ist  es  folgenlos,  wenn  wir  statt  der  bisher 
giiltigen  Ungleichungen  —  2]/?&  <  %  <  2]/w  jetzt  wieder,  wie  im 
vorigen  Kapitel, 

(3)  —  21/^  <:%<:  + 2]A7 

als  Intervall  ftir  die  gauze  Zalil  %  vorsclireiben.  Dagegen  wire!  dies 
bei  rein  quadratisclien  n  in  den  Fallen  A  =  0?  d.  i.  filr  die  Forinelri 
(15)  und  (16)  p.  217  von  Belang.  Wir  wollen  hierbei  in  Ubereinsbiminung 
mit  p.  182  die  Erklarungen  abgeben: 

(4)  H^O)  =  -TV,     H+1(0)  =  0;     H_1(0)  =  0. 

Alsdann  bleiben  auch  jetzt  noch  die  Pormeln  (15)  p.  217  unverandert 
erlialten;  Formel  (16)  p.  217  muss  aber?  auf  das  Intervall  (3)  bezogen, 
offenbar  rechter  Hand  das  Zusatzglied  10  sn  erhalten;  selbiges  wird 
sich  gegen  10  en  auf  der  recliten  Seite  von  (17)  p.  230  geracle  fort- 
heben.  Wir  finden  so  erstlicli  im  Falle  n  =  -\-\  im  ganzen  die  folgendcn 
vier  itnterscJiiedenen  OlassenzalilrelaMonen: 


(5) 


H(4»  — 


Daran  reihen  sich  fur  den  Fall  n  =  4  (mod.  5)  die  Eelationen : 

=  —  100(n)  -j 


(6) 


22,  H(4« 

{     3f=±0 
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Auf  ein  interessantes  zahlentheoretisehes  Gesetz  hat  dabei  die 
zweite  Formel  (5)  bez.  (6)  gefiihrt.  Wir  niussten  fur  diesen  Fall  bei 
der  arithmetischen  Berechnung  von  v  unterscheiden ,  ob  5  (bez.  c)  Best 
oder  Nichtrest  von  5  war  (cf.  Forinel  (15)  p.  217).  Die  functionen- 
theoretische  Bestininiung  von  v  ergab  in  beiden  Fallen  den  namlichen 
Zahlwert.  So  ergiebt  sich  der  Satz:  Sondern  tvir  unter  alien  H(A) 
Classen  einer  durch  5  teilbaren  Det&nninante  —  A  die  Classen  eines 
dwrch  5  teilbaren  Tellers  wrab  atis,  so  zeigen  die  gurucIMeibenden  Classen 

sur  Hdlfte  den  CharaUer  (-^j  =  +  1?  mr  andern  Ealfte  (~^\  =  —  1 . 

tlbrigens  werden  wir  unter  diesen  Umstanden  das  60-faclie  der 
linken-Seite  der  Classenzahlrelation  erster  Stufe  von  (5)  (oder  (6))  aus 
dadurch  erhalten,  dass  wir  zur  ersten  Gleieliung  die  zweite,  dritte  und 
vierte;  bez.  rait  24 ?  20  und  15  nmltipliciert,  Mnzuaddieren.  In  der 
That  findet  sicb.  so,  wie  es  sein  niuss;  recliter  Hand  (unter  Benutzung 
von  (5)  p.  229): 


In  den  ursprunglichen  Fornieln  des  Hrn.  Gierster  (Math.  Ann. 
Bd.  17)  ist  der  Summationsbuchstabe  %  in  den  Classenzahlsummen,  wie 
wir  des  Vergleichs  halber  anmerken  wollen,  auf  positive  Zahlwerte 
eingeschrankt.  Es  fallen  dadurch  die  Sumnien  imnier  geracle  halb  so 
gross  aus,  als  auf  den  linken  Seiten  der  Relationen  (1)7  (2)  und  (5),  (6). 
Daiier  ruhrt  es;  dass  diese  Fornieln  nur  erst  dann  mit  den  Gierster'schen 
Relationen  in  voller  IJbereinstininiung  sind?  wenn  wir  rechter  Hand 
allenthalben  durch  2  heben.  Mogen  wir  die  Gierster'sehen  Resultate 
fur  die  durch  5  teilbaren  n  (die  wir  nicht  noch  eingehend  betrachten) 
so  umschreiben;  dass  x,  wie  in  den  bisherigen  Fornieln,  gleichniassig 
die  positiven  und  negativen  Zahlenwerte  zu  durchlaufen  hat.  Es  sind 
dann  die  Leiden  folgenden  ^Relationen: 


CO- 


welche  Hr.  Gierster  filr  die  dwrch  5  teiTbaren  n  gewonnen  'hat.  Hierbel 
ist  n  =  6^my  m^O  (mod.  5)  gesetzt,  und  ^(v),  V(v)  sollen  immer 
dann  die  Null  bedeuten,  wenn  v  keine  ganze  Zahl  ist.  In  der  zweiten 
Relation  hat  K  alle  positive^  und  negativen  ganzen  Zahlen  zu  durch- 
laufen, fur  welche  das  Argument  von  H  positiv  ausfallt,  und  endKeh 
definiert  Hr.  Gierster  das  Symbol  6(n}  durch: 
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«W  — 


A<D. 


Unter  den  iibrigen  von  Hrn.  Gierster  fur  die  niedersten  Stufen 
berechneten  Relationen  schliessen  sicli  denen  der  funften  am  nninittel- 
barsten  diejenigea  der  dritten  Stufe  an;  sie  slnd  unter  Gebrauch  unserer 
Bezeichnungsweise  die  folgenden: 


(8) 


I.  «=—'!,  (mod.  3) 


(9) 


12 


II.   H  =  1  ;  (mod.  3) 

=  4Y(«)  -  2000, 


Gegeniiber  der  ersten  Stufe  1st  endlich  nocb.  sehr  beinerkenswert, 
dass  sich.  die  Zahlen  H(A)  auf  recurrentein  Wege  aus  den  Eelationen 
einer  einzelnen  hoheren  Stufe  berechnen.  Iassen*7  so  vverdevi  0.  U.  bereits 
die  ftinf  Formeln-  (8)  und  (9)  eine  vollstdndige  Definition  der  Symlole 
H(A)  emschliessen.  Die  Recnnung  hat  dabei  den  Weg  -zu  gehen,  class* 
jedesrnal  der  hochste  Term  auf  der  linten  Seite  der  einzelnen  Porrael 
(8)  und  (9)  (d.  i  derjenige  rait  mogliclxst  niedrigeni  %)  dureh  die 
iibrigen  Glieder  und  die  recnte  Seite  ausgedriickt  wird.  Man  hat  dabei 
die  Zahl  A  modulo  12  zu  unterscheiden  und  muss  bei  A^O,  11  die 
dritte  Relation  (8),  (9),  bei  A  =  3,  4;  1}  8  hingegen  bez.  die  vierte, 
fiinfte,  zweite  und  erste  Relation  zur  Ver^enchuig  bringen.  Man  tann 
auf  die  Weise  eine  grosse  Reihe  yon  Anfangswerten  H(A)  leicht  be- 
rechnen und  die  gefundenen  Zahlen  zu  neuen  Bestatigungen  aller  mit- 
geteilten  Classenzahlrelationen  benutzen. 


Die  Transformationstheorie  der  elliptischen  Punetionen  und  ihre 
An  wen  dung  auf  die  Arithmetik  bringen  wir  Hermit  zum  vorlaufigen 
AbscWuss.  Wie  sich  die  kiinftige  Fortsetzung  zu  gestalten  hat;  liegt 
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auf  der  Hand.  Wir  werden  fur  die  allgemeine  Theorie  der  Modular- 
correspondenzen  (cf.  p.  154)  neue  Gesicbtspunkte  und  Htilfsmittel 
beranbringen  mussen?  um  aucb  fiber  das  Geblet  der  Hauptmoduln 
binaus  eine  derart  einfaclie  Ansciiauung  unserer  Gegenstande  zu  ge- 
winnen,  wie  -wir  sie  jetzt  in  der  Theorie  der  Modulargleichungen  erhalteh 
baBen.  Aber  bierzu  sind?  wie  wir  bereits  andeuteten,  neue  allgemeine 
'  functionentlieoretiscbe  Entwieklungen  erforderlicli,  welcbe  iiber  den 
Ansatz  des  Abscbnitts  III  binausgreifen.  Indem  wrr  uns  vorbebalten^ 
bierauf  in  Abscbnitt  VI  zuriickzukominen;  bringeh  wir  mit  Hiilfe  der 
inzwiscben  gewonnenen  Transformations-  und  Teilungsgrossen  jetzt 
zunacbst  das  in  Bd.  I  nocb  nicbt  vollig  erledigte  functionentbeoretiscbe 
Grundproblem"  fur  das  Gebiet  der  Congraenzgruppen  auf  allerdings 
indirectem  Wege  zum  Abscbluss. 


Fttnftor  Absclinitt. 

Auatytisclie  Beliaiidlimg*  des  functioneutheoretischen  G-rimdproMems 
-     fiir  die  Oongruenzgrappen. 

Erstes  KapiteL 

Eiiif illi  rung  in  tlie  Theorie  der  elliptiseheu  Normalcnrven 

%ter  Ordnnng  Cn. 

Bei  der  Auflosung  des  functionentbeoretisclien  Grundprobleins  ira 
dritten  Abscbnitt  batten  wir  selbst  iiacb  der  Einscbrankung  auf  die 
Oougruenzgruppen  in  den  Resultaten  nocb  keineswegs  denselben  Gracl 
der  Allgemeinbeit  erreicht  wie  bei  unseren  gruppentbeoretisclien  Unter- 
suchungen  am  Abscbluss  des  zweiten  Abscbnitts.  Die  directen  Scblusse 
der  reinen  Riemann'sclien  Tbeorie  der  algebraiscnen  Functionen  gab  en 
uns  bei  den  boheren  Stufenzablen  nocb  nicht  die  binreicbend  ein- 
dringenden  Hiilfsmittel;  und  wir  versprachen,  erst  vermoge  der  Yorauf- 
gebend  entwickelten  Theorie  cfer  Teiiung  und  Transformation  unser 
gewiinscntes  Ziel  erreicben  zu  konnen.  In  der  That  sind  uns  ja  nun 
diese  beiden  letzteren  Massnabmen  zu  einer  ergiebigen  Quelle  fiir  die 
Bildung  von  Modulfunctionen  lioherer  Stufe  aus  solcben  niederer  Stufe 
sowie  aus  doppeltperiodiscben  Functionen  geworden,  und  wir  werden, 
um  das  riickstandige  Ziel  zu  erreichen,  aus  der  Gesarntneit  so  ent- 
springender  Grossen  geradezu  nur  einen  ganz  geringen  Teil  berauszu- 
greifeH  braucben. 

Bei  der  in  dieser  Hinsiclit  zu  treffenden  ^Auswanl  sowie  aucb.  be- 
'treffs  des  einzuscblagenden  Weges  lassen  wir  uns  durch  den  Plan 
leiten?  dass  wir  in  einem  ersten  Teile  unserer  neuen  Entwicklungen 
die  Betracbtung  der  ellipt'iscJien  Normalcurven  ntQX  Ordnung*}  in  den 
Mittelpunkt  stellen  wollen.  Das  ist  einer  unter  mebreren  moglichen 


*)  Cf.  I  p.  567;  man  vergleiclie   ansserdem.  nochmals  das  Citat  auf  Seite  23 
Baadea, 


V,  1.     Einfukrung  der  elliptischen  Norrnalcarven.  237 

Wegen,  und  es  wird  uns  obliegen,  seine  Zweckmassigkeit  durch  deii 
Erfolg  zu  belegen.  Inimerhin  wolie  man  fur  den  Gebrauch  der  ellipti- 
schen Normalcurven  schon  jetzt  folgende  zwei  Gesichtspunkte  als  mass- 
geblich  erachten:  Die  Betrachtung  der  Normalcurven  setzt  voraus;  dass 
wir  neben  den  Grossen  "coj  ,  co.2  vorerst  aucla  nocli  mit  der  Variabelen  u 
(d.  i.  mit  dem  Integral  erster  Gattung)  arbeiten  wollen;  und  man  wird 
In  der  That  noch  erkennen,  wie  erfolgreich  der  Gebraueh  des  u  seibst 
fiir  Fragen  der  reinen  Theorie  der  Modulfunctionen  ist;  falls  wir  die- 
selben  auf  analytischem  WegS  beantworten  wollen.  Zweitens  aber: 
Wenn  wir  die  dnrchzufiihrende  Betrachtung  gewisser  doppeltperio- 
discher  Functionen  erster  oder  hoherer  Stufen  (cf.  p.  5)  In  das  Ge- 
wand  einer  Theorie  der  elliptischen  Normalcurven  kleiden,  so  hat  das 
in  erster  Linie  den  •  bekannten  Zweck?  dass  wir  vermoge  der  •  geouie- 
trischen  Eedeweise  einer  Eeihe  von  Vorstellungen  ein  organisches  Ge- 
fiige  geben^  auf  welches-  wir  Wert  legen. 

Bs  handelt  sich  fiir  uns  iibrigens  nur  mehr  urn  eine  Einfiihmng 
In  die  Lehre  von  den  elliptischen  Normalcurven.  Sowohl  der  durch- 
gebildeten  geonietrischen  Theorie  dieser  Curven  konnen  wir  nicht 
ausftihrlich"  nachgehen,  wie  auch  namentlich  die  Verwendung  der 
Normalcurven  fiir  ein  en  sjstematischen  Ausbau  der  Theorie  der  doppelt- 
periodis6hen  Functionen  ausser  Betracht  bleibt;  gleichwohl  wollen  wir 
doch  am  Schlusse  des  Kapitels  kurz  skizzieren?  in  welchem  Sinne  die 
Betrachtung  der  Teilung  und  Transformation,  nteT  Ordnung  an  die  ellip- 
tisehe  Nornialcurve"  nter  Ordnung  geknupft  werden  konnte. 

§  1.     Die  Definition  der  elliptisehen  ITormalciirve  nteT  Ordnung 
und  die  eindeutigen  Transformationen  derselben  in  sich. 

In  Band  I  p.  568  hatten  wir  bereits  vorlauflg  die  elliptische 
Nornialcurve  nie*  Ordnung  von  der  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  des 
Geschlechtes  p  —  1  aus  nlit  Hfilfe  der  Brill -Noether?sehen  Begriffs- 
bestimniungen  definiert;  Indessen  wird  es  gut  sein,  wenn  wir  hier  noch 
um  einen  Schrltt  welter  zuriickgehen.  Wir  kniipfen  etwa  an  die 
drei  Ver'anderliohen  u^  G31?  £»2?  denken  ~bei  steiienden  Werten  von  oiy  c?2 
die  Ebene  der  complesen  Grosse  u  mit  der  zu  oi?  co2  gehorenden 
Parallelogrammteilung  versehen  und  bilden  vorlaufig  ein  einzelnes  unter 
diesen  Parallelogrammen  durch  irgend  eine  zugehorige  doppeltperlo-* 
dische  Function  m^n  Grades  erster  Stufe  auf  eine  w-blattrlge  Eiemann- 
sche  Fla%he  des  Geschlechtes  p  =  1  ab?  die  wir  In  ublicher  Weise 
Fm  nennen  (cf.  I  p.  536  u.  £). 

Man  wahle  nun  auf  der  Flache  Fm  irgend  ein  System  von  n.Punkten 
ausj  so  giebt  es  nach  I  p.  551  insgesamt  gerade  («  —  1)  linear-unab- 
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hangige  w-wertige  algebraische  Functionen  der  Fl'ache,  welclie  an  den 
bezeichneten  n  Stellen  je  einfach  unendlich  werden.  Etwas  genauer 
ausgedrtlckt  heisst  dies:  Jede  algebraisehe  Function  der  Fm)  die  an 
der  einzelnen  jener  n  Stellen  entweder  einfacli  unendlich  wird  oder 
endlich  bleibt,-  im  iibrigen  aber  auf  der  Fm  allenthalben  endlich  1st, 
lasst  sich,  linear  in  (n  —  1)  speciellen  Functionen  dieser  Art  darstellen. 
Diese  letzteren  sind  dabei  linear -unabhangig  zu  wahlen;  und  indem 
wir  sie  nun  als  Cartesische  Coordinaten  eines  Eaumes  Rn~i.  von 
(»  —  1)  Dimeusionen  ansehen  (cf.  I  p.  556  u.  f.);  wird  durch  sie  die 
Flache  Fm  wecliselweise  eindeutig  auf  eine  eigentlich  im  Rn—i  ge- 
legene  Curve  ^ter  Ordnung  Cn  bezogen,  welclie  eben  unsere  elliptische 
Normalcurye  ist. 

Urn  hier  aber  sogleicli  das  HQlfsmittel  der  hornogenen  Coordinaten 
heranzuholen,  gehen  wir  auf  die  Variabele  u  zurtick  nnd  stellen  unsere 
gerade  gewahlten  (n — 1)  linear-unabhangigen  Functionen  der  Fm  nach 
I  p.  157  als  ebenso  viele  Quotienten  ^-gliedriger  <5-Producte  dar;  wobei 
in  den'  Nennern  uberall  das  gleiche  Product  auftritt.  Hier  werden  wir 
alsdann  den  (n  —  1)  Producten  der  Zahler  als  nies  das  eine  Product  der 
Nenner  coordiniert  anreihen?  urn  in  den  Formeln: 


die  geivunschten  Jmnogenen  Coordinaten  dcs  Emtmes  En~i  0u  lesiteen.  Da- 
bei sind  die  d  von  u  unabliangige  Grossen;  und  es  hat  die  Summer 

*  n 

(2)  s 

welcne  man  als  Residuensumnie  des  Productes  #t*  bezeichnet,  einen  von 
i  unabn'angigen  Wert;  der  iibrigens  bis  auf  ganzzablige  Vielfache  der 
Perioden  durch  Auswanl  jener  n  Stellen  der  Fl'ache  Fm  gegeben  ist. 
Indem  wir  jetet  u  ein  eingelnes  Periodenparallelogramm  uberstreichen  lassen, 
wird  der  durch  (1)  defini&rte  PtmJct'Xi  des  Eaumes  En^i  die  gescMossene 
Normalcurve  Gn  gerade  vollstandig  lescJiretben*)- 

Beim  Gebraucb  der  nomogenen  Coordinaten  kleidet  sich  der  Rie- 

*)  Es  ist  dies  der  Ansatz,  von  welchem.  Hr.  Klein  in  seiner  der  Mtincliener 
Akademie  am  3.  Juli  1880  vorgelegten  Note  ,,Uber  unendUcJi  viele  Normdlformen 
des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung"  (abgedruckt  Math.  Ann.  Bd.  17)  allererst 
ausging;  eine  ausfiihrlicliere  Entwickkmg  dieses  Ansatzes  ist  gegeben  in  der  im 
vorigen  Abschnitt  tmter  dem  gekiirzten  Tifcel  „  Normal curven"  liaufig  genannte 
AbJiandlnng  Klein's,  welche  den  bier  nnd  weiter  folgenden  Darlegungen  des  Textes 
zu  Grande  liegt 
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mann-Rock'scne  Satz  iiber  die  Auzahl  linear-unabliangiger  Functionen 
mit  jenen  anfanglieli  gewahlten  n  Unstetigkeitspunkten  in  felgende 
merkwfirdige  Form:  Jedes  n-gliedrige  G-Prodiict  von  der  Besiduensiimmq 
s}  das  wir  etwa  xf  nennen  mogen,  ist  linear  und  Jwmogen  in  den  n  linear- 
undbJidngigen  ti-Producten  %i  darstellbar : 
(3)  x  «=  cc^  -f-  a2x2  +  "  •  *  +  <**%* }  ' 

wdbei  die  Goeffidenten  at  von  u  unahhangig  sind*}.  Der  soinit  formulierte 
Satz?  der  im  folgenden  Imtner  wieder  zur  Verwendung  kommt^  ist 
bereits  lange,  bevor  durcli  Riemann  und  Rocli  das  allgemeine  Theorem 
gewonnen  wurde,  von  Hru.  Hermite  aufgestellt  worden**)  trad  soil 
dieserhalb  als  Hermite'scher  Satz  bezeiclinet  werden.  Der  Beweis  des 
in  .Rede  stelienden  Satzes  wurde  natilrlieb  ursprunglich,  in  rein  ana- 
lytischer  Weise  erbracht,  uncl  zwar  ergab  er  sich  einfach  aus  deua  Uni- 
stande;  dass  in  der  Reihenentwicklung  der  allgeineinsten  ^-Function 
ni&*  Ordnung  von  gegebener  Residuensumine  die  n  ersten  Coefficienten 
vollig  unbestimmt  bleiben?  wafarend  mit  ihnen  alle  folgenden  eindeutig 
bestimnit  war  en.  — 

*  Den  Zablwert  der  Residnensumme  "s  tat  man  offenbar  nur  bis  auf 
ganzzablige  Vielfache  der?  wie  schon  benierkt,  fest  gegebenen  Perioden 
•a>l5  G?2  zu  nehmen.    Indem  man  aber  s  auf  ein  Periodenparallelogramm 
eingescbrankt  denkt?  giebt  es  eben  den  wecbselnden  Werten  des  s  ent- 
spreehend  immer  noch  unendlicb  viele  Normalcurven  Cn,  iiber  dereu 
gegenseitige  Bezienung  wir  uns  des  naheren  zu  unterricMen  haben. 

•  Zu  dem  Encle   gelie  man  von  der  allgemeinsten  mtionalen  Tran$» 
formation  der  Biemann'scJien  Fldche  Fm  in  sidi  aus  und  bemerke,  dass 
dabei  das  Integral  erster  Gattung  u  notwendig  eine  ganze  lineare  Sub- 
stitution: 

w'=  bu  +  c 

erfahrt.  Uber  die  hier  auftretenden  Coefficienten  &;  c  lassen  sich.  leicbt 
erschopfende  Angaben  macben,,  und  dies  ist  eine  wiehtige,  jetzt  vorab 
von  uns  zu  losende  Aufgabe.  « 

Lasst  man  u  eine  Periodenbabn  auf  der  Fm  bescireiben,  so  niuss 
ein  GleicKes  vonV  gelten?  d.  n.  es  mussen  die  Gleicliiingen  bestehen: 


wo  wir  unter  a,  ft,  y}  S  vier  vorerst.nocli  gar  nicbt  rraher  bestimmte 

*)  Stimmt  die  Residuensumme  von  of  mit  s  nur  bis  auf  ganze  Vielfacke  der 
Perioden  uberein,  so  werden  Hack  I  p.  157  erst  die  froducte  der  x  mit  einem 
gewissen  Esponentialfactor  lineare  Functionen  der  &.  von  der  G-estalt  (3). 

**)  Man,  sehe  Hermite's  Brief  an  Jacobi  voni  August  1844  in  Crelle's  Journal 
Bd.  32  oder  auch  Jacobi's  gesammtflte  "VT^rke  Bd.  II  p   102. 
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ganze'  Zablen  zu  Yerstelien  Laben.  Das  Zusanimenbesteben  dieser  zwei 
Gleieliungen  erfordert  aber  ais  notwendige  Bedingung: 

(4)  62+  K!)  +  (a*  —  /Sy)  —  0,     («  =  a  +  *), 

so  class  &  Wurzel  einer  ganzzabligen  quadratiseben  Gleicbung  .rait  deni 
boctsten  Coefficienten  1  ist.  Eben  diese  namliche  Porderung  1st  aber 
an  &—1  zu  stellen,  da  aueb  umgekebrt  u  mit  u  Periodenwege  bescbreiben 
wird;  es  ist  demgemass: 

/e>.    .  *        a          -i       i        -~  %  +  V%a  ~~  4 

(5)  a<y_/3y  =  l,     6  =  -  =~  -- 

Man  setze  bier  zunacbst  den  Fall,  dass  y  =  0  ist;  alsdann  ist 

(6)  x  =  +  2,iB  =  +l,tt'—  +w  +  c, 

wabrend  o>  keiuer  Einschrankung  unterliegt.  Ist  demgegeniiber  y^0; 
so  erbalten  wir  fur  den  Periodenquotienten  den  particularen  Wert: 


y 

Soil  aber  der  Iderdureb.  angezeigte  Punkt  CD  der  positives  o-Halb- 
ebene  aiigehoren,  so  darf  5  nicht  reell  sein;  und  also  werden  wir*  fur 
diesen  zweiten  Fall  y  >  0  nur  die  beiden  Moglichkeiten  %  —  0  und 
%  ==  -j-  1  zu  verfolgen  baben.  .Ihnen  entsprecben  die  beiden  parti- 
cularen Formelgruppen: 

(7)  K  =  0?      &=+S      Wf=  +  *M4"°;    ^C3  =      —     , 

(8)  %  =  +  l;     &  =  +  ^;     +^2^     «*'—  +  0W  +  C,     db92M+c, 


y 

Diese  beiden  letzteren  Falle  treten  also  nur  ein,  falls  die  Invariante  gB 
bez.  g%  den  Wert  Null  liat?  d.  i.  nur  im  barmonisclien  bez.  aquian- 
harmoniscben  Falle  (cf.  I  p.  12). 

Auf  der  anderen  Seite  tiberzeuge  ijian  sick,  dass  alle  bis  jetzt  ge- 
fandenen  Formeln  u  =  l>u  +  c,  und  zwar  bei  ganz  willkiirlich  bleiben- 
dem  c,  auch  wirklich  Transforinationen  der  Flache  Fm  in  sicb.  darstellen. 
Zu  diesem  Zwecke  wolle  man  die  betreffende  Substitution  des  u  auf 
ein  einzelnes  Periodenparallelogramm  ausiiben  und  wird  finden,  dass 
dasselbe  von  ^erlaubter  Abanderuhg"*)  abgeseben  gerade  in  sicb  trans- 
formiert  wird;  dabei  wablt  man  in  den  beiden  particularen  Fallen  der 
Formeln  (7)  und  (8)  das  primitive  Periodenpaar  zweckmassiger  Weise 

*)  Diese  Ausdrucksweise  besitzt  hier  denselben  Sinn  nnd  die  gleicne  fnnc- 
tlonentkeoreti&Ghe  Bedentung  wie  im  zweiten  Absclmitt  (vgl.  z.  B.  I  p,  280). 
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so  aus;  dass  das  Periodenparallelogranim  gleichseitig  wlrd  nnd  die 
Winkel  ~  bez.  ~,  ~  aufweist. 

Gehen  wir  nun  gleich  wieder  yoro.  Penodenparallelogramra  bez. 
der  Placlie  Fm  zur  Normal  curve  zuriiek,  so  entspringt  der  Satz:  Die 
elliptisclie  Normalcurve  Cn  gestattet  unendlicJi  viele  eindeutige  Transforma- 
tionen  in  sicli;  im  allgemeinen  sind  dies  diejenigen  Trans  formationen, 
welche  sick  in  der  transcendenten  Gestalt: 

(9)  ur  =  +  u  +  c 

darstellen;  im  JiarmoniscJien  und  agiiianliarmonisclien  Falle  aber  T&onwnen 
0u  (9)  noch  die  Siibstitutionen  : 

(10)  u  =  +  iu  +  c     ~bez.     u  =  +  pi1  n  +  c 
Junsu;  die  Gonstante  c  Heibt  hier  allentJiallen  mibestimnit. 

Durcli  vorstehende  Betrachtung  wird  nun  gerade  die  Frage  nacli 
der  gegenseitigen  Beziehung  der  Normalcurven  getroffen.,  welche  bei 
einem  und  demselben  PeriodenTerhaltnis  G?!  :  o2  den  wechselnden  Werten 
der  Kesiduensumme  s  entsprechen.  Fuhren  wir  namlich  unter  Bei- 
behaltung  der  in  denPormeln  (1)  und  (2)  gebraucbten  Bezeichnungsweise 
die  Transformation  ii=u-\~c  aus,  indeni  wir  dabei  c  im  speciellen 
aus  nc  =  s  berechnen  und  a^  —  c  =  a^  setzen,  so  sind  die 

n  n 

(11)  x'f  =  Gt  JJ  <?  («'  —  o/i)  =  C,  Yl  c  (u  -  ojt) 

A«l  k=l 

nach  den  allgemeinen  Satzen  .  iiber  die  Functionen  der  Flaclie  Fm  mit 
rationalen  ganzen  liomogenen  Functionen  Oi  (x1}  rr2;  .  .  .)  der  urspriing- 
lichen  Xi  proportional;  und  andrerseits  stellen  die  x^  wie  man  sieht? 


or-Produete  mit  der  Eesiduensuninie  Null,          «a.  =  0,  Tor.   Indem  wir 


also   das   Coordinatensystem  fest  denken,   wird  die  durcli  ^'  =  M  +  C 
angegeigte  Transformation  der  Normalcurve  in  sich  durcli 

Xi  :  x£  :  •  •  •  :  xn'  =?  6?!  (re/)  :  Gra  (x^)  :  •  •  •  :  ff  „  (a?f) 

dargestellt,    und  auf  diese   Transformation   Jcomnit  also    der   wllzogene 
Wechsel  der  Hesiduensumme  guriick. 

Zugleieh  geht  Meraus  hervor,  dass  wir  unsere  Betrachtung  nicht 
im  Wesen  beschranken,  wenn  wir  uber  die  Residuensumme  (2)  von 
vornherein  in  particularer  Weise  verfugen;  wir  scJireiben  in  diesem  Sinne 
fortan  fur  dieselbe  etwa  den  Wert  Null  vor. 

Unter  den  Transform  ationen  der  Normalcurve  Cn  in  sich  giebt  es 
immer  einige;  die  in  einfachster  Weise  Collineationen  sind.  Urn  sie  zu 
finden,  uben  wir  u  =====  +  u  +  c  aus  und  erhalten  als  Residuensumme 

Klein-^ricke,  Modnlf-onctionen.  U.  16 
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fur  die  entsprmgenden  xl  zunachst  +  nc}  indein  ja  (>( — u)  ==»  — o'(n) 
ist  und  die  Residuensuinme  der  x*  Null  sein  sollte.  1st  jetzt  ~\-  nc 
em  ganzzalaliges  Vielfaclies  der  Perioden,  so  lassen  sich.  die  #/,  indem 
wir  sie  mit  einem  gemeinsatnen  Exponentialfaetor  versehen  (cf.  I  p.  157), 
wieder  als  <?-Produete  mit  s  =  0  clarstellen;  nur  in  diesem  Falle, 
dann  aber  auch  stets,  lassen  sich  die  xl  mit  n  linearen  Homogenen 
Verbindungen  der  nrspriinglichen  Xi  proportional  setzen.  Selireiben  wir 
also  nc  ==  IcDi  ~j-  fto?2  (wobei  wir  offenbar  die  ganzen  Zahlen  k,  $  auf 
das  Intel-vail  0,  1;  . .  . ,  (n —  1)  einsehranken  konnen),  so  entspringt  der 
Satz:  Die  elliptiscfie  Nor malcurve  nier  Ordnung  geJit,  den  2n2  Sttbstitutionen: 

.r^rxK  '  I  ,10)^-4-1103^ 

(12)  u  —  +  u  +  —~~ 

mtsprechend,  ditrcli  2n2  ColUneationen  des  Eaumes  Rn—i  in  sicJi  selbst 
ubery  und  es  sind  dies  die  einmgen  derartigen  ColUneationen ?  falls  weder 
g%  noch  g%  verschwindet*).  Diese  Collineationen  bilden  eine  Gruppe  GW, 
in  welcher  die  oben  (p.  3  u.  £)  betrachtete  Grn*  eine  ausgezeiclinete 
Untergruppe  des  Index  zwei  ist**). 

§  2.     Geometrisclae  Folgerungen  iiber  die  Normalcurven  Cn 
vermoge  der  Methode  des  Projicierens. 

In  Bd.  I  p.  560  n.  f.  haben  wir  bei  den  Normalcurven  beliebiger 
Geschlechter  p  eine  Art  geometrisclier  Deduction  erwalmt,  die  man  als 
Methode  des  Projicierens  und  Schneidens  bezeicbnet,  und  die  insbe- 


*)  Im  Falle  des  Verscliwindens  von  gs  oder  g%  waclist  die  ZaKL  der  Colli- 
neationen der  Cn  in  sich  ersicntlic]i  auf  4w-2  bez.  6w2.  Vom  letzteren  Falle  haben 
wir  bei  n  =  3  bereits  in  I  p.  686  n.  f,  eine  Anwendung  zu  machen  gehabt. 

**)  Weitere  Untersuchungen  tiber  die  eindeutigen  Transformation  en  (9)  der 
Cn  in  sich  nat  nach  der  geometrischen  Seite  Mn  insbesondere  Hr.  Segre  ange- 

stellt;  z.  B.  ziekt  derselbe  diejenigen  im  Itn__l  gelegenen  Eegelflacnen  (n  —  2)ter 
Ordnung  znr  nakeren  Betrachtung  lieran,  deren  Erzeugende  jeweils  die  geraden 
Verbindungslinien  zweier  einander  durch  die  grade  vorliegende  Transformation 
zugewiesenen  Punkte  der  Cn  sind.  Im  Falle  n  =  4  gewinnen  wir  fur  jede  Trans- 
formation eine  Eegelnache  2te:a  Grades,  auf  welcher  die  Cn  gelegen  ist.  Doch 
vgl.  man  das  Nahere  in  der  I  p.  568  citierten  Arbeit  Segre's.  Zahlreiche  in 
gleicher  Richtting  liegende  Untersnchungen  anderer  Geometer  konnen  wir  nicht 
besonders  verfolgen.  Ubrigens  darf  wohl  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Colli- 
neationen der  Curve  £*«*  Ordnung  in  sich  zuerst  auftreten  in  der  Arbeit  von 
Klein,  ,,Uber  eine  geometrische  Interpretation  der  Mesolventen  algebraisclier  Glei- 
cJmngen",  Math.  Ann.  Bd,  4  (1872);  vgl.  insbesondere  p.  353  u,f.  daselbst.  Hieran 
reiht  sich  znnachst  weiter  der  Aufsatz  von  Harnack,  ITber  die  Darstellung  der 
Maumeurve  vi&rter  Ordnung  erster  Species  dwrch  dopjpeltperiodiscJie  Functionen, 
Math.  Ann,  Bd.  12  (1877). 
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sondere  von  den  niotlernen  italienisclien  Geometern  zur  Anwendung 
gebracht  1st.  Wir  werden  bier  durch  Ubeiiegungen  dieser  Art  ohne 
Miihe  eine  Reihe  von  Aufschliissen  uber  die  elliptischen  Normaleurven 
ableiten  konnen. 

Bei  fest  gegebenen  Werten  o>1?  co%  (oder,  noch  besser  gesagt,  bei 
gegebenen  g%  ?  0rs)  giebt  es  ini  Sinne  des  vorlgeu  Paragraphen  fiir  die 
protective  Anffassung  ini  wesentlichen  nur  eine  einzige  Norrnalcurve 
Ca,  die  eigentlich  im  Hn—i  gelegen  ist.  Man  projiciere  jetzt  die  Cn 
von  einem  Punkte  des  Hn—i  auf  eine  durch  diesen  Punkt  nicht  hin- 
durchgehende  Ebene  des  Rn—i,  d.  i.  genauer  gesprochen:  auf  einen  ini 
Hn—i  gelegenen  linearen  Raum  Sn^%  von  (n  —  2)  Diniensionen,  der 
das  Projectionscentrum  nicht  enthalt.  Zwei  Falle  liaben  wir  Merbel 
zu  unterscheideu,  je  naclidem  n'amlich  das  Projectionscentrum  auf  der 
On  selbst  gelegen  ist  oder  nicht.  Als  Projection  ftnden  wir  im  ersten 
Fall  die  Nonnalcurve  Cn—i  des  Bn—2,  im  gweiten  Fall  dber  eine  ellip- 
tische  Curve  Cn  der  niQn  Ordnung  des  Eaumes  Rn—2- 

Der  fraglichen  Massnahnie  werden  wir  leicht  eine  analytische 
Grundlage  verleihen  und  damit  den  eben  ausgesprochenen  Satz  be- 
legen.  Wir  wahlen  zu  dem  Ende  das  Coordinatenpolyeder  der  od 
derart;  dass  das  Projeetionscentrum  in  die  Ecke 


zu  liegen  koniint;  w'ahrend  die  gegeniiberliegende  Seite  xn  =  0  die  Pro- 
jectionsbasis  Rn—2  sein  soil.  Die  fragliche  Projection  besteht  dann  ein- 
fach  in  der  Abstreifung  der  ntetl  Variabelen  xn  und  Deutung  der  iibrigen 
als  lioniogener  Coordinaten  des  En^  2-  Liegt  dabei  die  zum  Projections- 
centrum  gewalalte  Ecke  auf  der  Gn  und  konamt  ihr  der  Wert  u  =  a 
des  Integrals  zu;  so  liaben  die  (n  —  1)  ersten  <?-Prodticte  Xi  den  Factor 
<>  (u  —  a)  gemeinsam.  Indeni  wir  also  ihre  Verlialtnisse  als  liomogene 
Ooordinaten  des  Rn—  2  deuten^  konnen  wir  den  genieinsanien  Factor 
<?  (u  —  a)  fortheben  und  liaben  dann  tbatsachlicli  nur  noch  init 
(^1  —  1)  -  gliedrigen  (^-Producten  zu  thun.  Im  anderen  Falle  (dass  nam- 
lich  das  Projectionscentrum  nicht  auf  der  Cn  gelegen  ist)  bleiben  die 
o;1?...?  ^w—  i  ^-gliedrige  <?-Producte  und  werden  also  auch  im  -Z4__2 
das  Periodenparallelogramni  der  u  -Ebene  auf  eine  Cn  der  Ordnung  n 
abbilden. 

Bei  der  soeben  vollzogenen  Projection  von  einem  Curvenpunkte 
aus  haben  wir  iibrigens  stillschweigend  die  Voraussetzung  gemacht, 
dass  derselbe  kein  mehrfacher  Punkt  der  Gn  sei.  Indem  wir  auch 
weiter  an  einer  deinentsprechenden  Wahl  des  Projectionscentrums  auf 
der  Gn  festhalten,  mogen  wir  die  Gn~i  in  die  6f«-.2  des  J?ra_37  diese 

16* 
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in  die  Cn—s  des  Rn^  u.  s.  w.  projicieren*).  Letzten  Endes  kommen 
wir  solcherweise  zur  (74  des  EB ,  zur  0B  des  J?2  und  endlich  zur  doppelt 
fiberdeckten  Geraden  mit  vier  Verzweigungspunkten  (cf.  I  p.  568).  Hier 
haben  wir  nun  folgende  geometrisch  evidente  Uberlegung:  Da  die  ebene 
C3  des  Geschlechtes  p  =  1  weder  doppelt  zahlende  Curvenzilge  noch 
aueh  mehrfache  Punkte  aufweist,  so  konnen  solche  auch  bei  der  (74 
des  EB,  bei  der  C5  des  J54  u.  s.  w.  nieht  eintreten:  Die  elliptische  Normal- 
curve  Cn  des  En—i  weist  also  weder  doppelt  zahlende  Zuge  noch  uberhaupt 
mehrfache  Pmikte  auf;  einen  Satz,  den  man  natiirlich  auch  analytiseh 
als  eine  Eigenscbaft  der  n-gliedrigen  <7-Producte  xt  aussprechen  kann. 

Einen  Augenblick  verweilen  wir  noeli  bei  deni  Falle,  dass  aucli 
Projeetionen  yon  Punkten?  die  nicht  auf  der  Curve  liegen,  mit  zur  Aus- 
fulirung  komnien.  Da  werden  wir?  allgemein  zu  reden;  elliptische  Ourven 
nter  Qrdnung  iin  Raunie  Ev  von  v  <  n  —  1  Dimensionen  erhalten.  Um- 
gekehrt  bemerkt  man  aber  auch  aufs  leichteste  (durch  Betrachtung 
der  zugehorigen  <?-Producte);  dass  jede  in  eineni  Ev  gelegene  elliptische 
Curve  On  einer  Ordnung  n  >  v  +  1  als  Projection  der  einen  Cn  des 
J?w_i  angesehen  werden  kann.  Diese  allgemeinen  elliptischen  Curven 
des  Ev  mit  einer  Ordnung  >v+  1  treten  nun  an  Einfacliheit  in  mehr- 
facher  Riicksicht  hinter  der  einen  diesein  Raume  Ev  angehorenden 
Normal- 0^4.1  zurtick.  Erstlich  ist  gar  nicht  ausgeschlossen,  dass  jene 
Curven  naehrfache  Punkte  aufweisen  mogen,  ein  TJmstand,,  der  fur  v  =  2 
sogar  notwendig  auftritt.  Auf  der  anderen  Seite  aber  bemerke  man? 
dass  es  auch  fur  den  projectiven  Standpunkt  selbst  schon  bei  n  =  v-\-  2 
nicht  mehr  nur  eine,  sondern  unendlich  viele  wesentlich  verschiedene 
elliptisehe  Curven  im  Ev  giebt;  was  man  vermoge  einer  kleinen  Zwischen- 
betrachtung  durch  die  Willktir  des  frei  im  EVJ^±  zu  wahlenden  Pro- 
jectionscentrums  zu  begriinden  hat.  — 

Endlich  verwenden  wir  die  Methode  des  Projicierens  mit  Vorteil 
bei  der  Discussion  einer  algebraischen  Darstellung  der  Normalcurve 
^ter  Ordnung.  Um  eine  solche  zu  Wege  zu  bringen^  bilden  wir  uns 

(Jie     \  ~j'      quadratischen  Verbindungen  der  Xi  und  bemerken;  dass 


*)  Biese  auf  einander  folgenden  Massnaamen  lassen  sich  iibrigens  aucli  in 
einen  Schritt  zusamnienziehen;  so  z.  B.  werden  wir  die  beiden  ersten  Projeetionen 
zusammengenommen  au.cn  als  eine  Projection  der  On  von  der  Polyederkante 
xt  « ic2  «s  •  •  •  =  xn_2  —  0  auf  den  durch  xn_1  =  xn  =  0  dargestellten  linearen 
-Kw_3  auffassen.  Man  mache  sich  diese  Verbaltnisse  am  Beispiele  der  C4  deut- 
lich;  die  Tetraederkante,  von  der  aus  wir  projicieren,  muss  dabei  eine  Secante 
der  G^  sein,  um  als  Projection  der  C4  auf  die  gegeniiberliegende  Tetraederkante 
die  letztere  in  doppelter  tJberdeckung  zu  erhalten. 
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dieselben  2^-gliedrige  <?-Producte  der  Reslduensumme  Null  vorstellen. 
Nach  dem  Hermit  e'sclien  Satze  konnen  also  unter  ilinen  hoclistens  2n 
Imear-unabliangige  Grossen  vorkommen,  walirend  sicli  durct.  diese  die 

iibrigen  n(n~~  '  Producte  ^xk  linear  darstelleD  lassen.    So  entspringen 

£ 

__L_ — I  linear-iindbliangige  liomogene  Melationen  zweiten  Grades  zivisclien 

£ 

den  #,;  wir  werden  dieselben  als  ebenso  viele  FlacJien  zweiten  Grades  des 
Rn—i  deuten,  auf  deren  jeder  die  Gn  gang  gelegen  ist.  Thatsachlicn  wer- 
den wir  weiter  unten  2n  linear -unabMngige  2w-gliedrige  <5"-Prodiicte 
auf  dem  gekennzeichneten  Wege  gewinnen  tmd  konnen  daraufhin  die 

n     ~ quadratischen   Relationen   unmittelbar   liinsclireiben.     Es   ist 

2i 

interessant  sclion  bier  zu  bemerken,  dass  diese  Relationen  nicht  nur? 
wie  wir  sclion  andeuteten?  von  einander  linear-unabbangig  sind,  son- 
dern  dass  aitch  umgekelwt  jede  neue  qiiadratische  Eelation  nur  eine  lineare 

Combination  jener  n(n~~      Gleicliungen  ist.    Auch   letzteren  Umstand 

& 

folgert  man  leiclit  aus  der  linearen  Unabhangigkeit  jener  zunachst 
gebildeten  2n  d-Produete*). 

Man  kann  nun  vermoge  der  Methode  des  Projicierens  den  Beweis 

erbringen,  dass  die  eben  genannten  —^—5 — -  FlacJien  gweitm  Grades  die 

Normalcurve  wter  Ordnung  rein  mm  AitsscJmitt  bringen.  Man  setze  nam- 
lich,  die  Plachen  Fatten  ausser  der  Cn  nocb  einen  weiteren  Bestand- 
teil  C^  gernein?  nnd  wende  nun  Projection  von  einem  Punkte  der  Gn 
aus  an.  Um  zu  besclireiben,  was  Merbei  aus  den  Flaclien  zweiten 
Grades  wird,  kleiden  wir  die  leiclit  zu  bewerkstelligende  analytisclie 
Deduction  sogleich  in  ein  geonietrisches  Gewand.  Wir  fassen  die 
n  (n-~  3)  pjg^Qjj  a|s  Individuen  eines  ""  n  ~~ — fact  nnendliclien 
linearen  Systems  soldier  Placten  auf  und  finden  in  diesem  insbeson- 
dere  ein  n  ~  J1  — fach  unendliches  lineares  System  von  Kegeln, 

2 

deren  genieinsame  Spitze  das  Projectionseentrum  ist.  Nur  diese  Eegel 
liefern  nacli  Ausfohrung  der  Projection  im  Ew_2  ein  System  von 

(n  —  )  (n  —  )  jjnear.unaii)]1g(ngigen  Maclien  zweiten  Grades  ?  welche  nun 
2 

ihrerseits  im  Sinne  unserer  Annahme  die  Curve  Cn-i  +  O^-1^  aus- 
schneiden  werden.  Hier  wolle  man  beachten,  dass  diese  letztere  Curve 
jedenfalls  die  gesamte  Projection  des  Durchscknitts  Cn  +  0(n)  der 


*)  In  derselben  Weise  liessen  sicli  auoh  die  eEbischen,  biquadraiaschen  etc. 
Relationen  zwiseiien  den  x  behandeln. 
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Flachen  2ten  Grades  im  En—±  aufweisen  muss,  und  dass  eben  deshalb, 
wofern  ein  Teil  C^  wirklich  vorkommt,  jedenfalls  auch  ein  Ourvenzug 
(j(n— i)  auftreten  muss.  Die  namliche  Uberlegtmg  wiederhole  man  bis 
zurn  Raume  JR3  herab,  wo  jetzt  offenbar  zwei  Flachen  zweiten  Grades 
mehr  als  eine  (74  gemeinsam  haben  rntissten,  sofern  ein  Zug  C^  wirk- 
lich. auftreten  sollte.  Indem  man  aber  weiss,  dass  die  elliptische 
Normal-(74  des  EB  der  vollstandige  Durchschnitt  zweier  Flachen  zwei- 
ten Grades  ist,  ergiebt  sich  jetzt  umgekehrt  unsere  obige  Behauptung 
betreffs  des  reinen  Ausschnitts  der  C^ 

§  3.    Das  kanonisclie  Coordinatensystem  der  03  und  seine  Ver- 
allgemeinemng  fiir  die  Cn. 

Die  Bedeutung,  welche  den  elliptisehen  Normalcurven  fiir  die 
Probleme  der  Teilung  und  Transformation  zukommt,  wircl  dadurch 
begrundet,  dass  wir  besonders  charakteristische  Coordinatensysteme 
fur  die  Darstellung  der  Gtl  zu  Grunde  legen  konnen.  Wir  werden  in 
diesem  Sinne  gut  thun,  hier  zunachst  einige  der  gebrauchlichen  Coor- 
dinatensysteme der  ebenen  G3  in  die  Discussion  zu  ziehen  und  be- 
ginnen  mit  der  Betrachtung  der  wohlbekannten  Gleichungsform 

p'2  =  4  $?3  —  {/2  p  —  g^  9 
die  wir  aber  sogleich  unter  Einfuhrung  der  homogenen  Goordinaten: 

in  die  homogene  Gestalt  urnsetzen: 

Die  hiermit  geschriebene  Gleiehungsform  der  03  heisse  die  kano- 
nisclie,  einen  Namen,  den  wir  zugleich  auf  das  ihr  zu  Grunde  liegende 
Goordinaten  system  iibertragen.  Indem  wir  sogleich  den  geometrischen 
Sinn  des  kanonischen  Coordinatensystems  beschreiben  wollen,  moge 
man  vorerst  noch  bemerken,  in  welch'  naher  Beziehung  die  kanonische 
Gestalt  (2)  zur  linearen  Invariantentheorie  der  ternaren  cubisehen 
Formen  steht.  Eine  Form  dieser  Art  besitzt  bekanntermassen  zwei 
Invariant  en  7  die  man  nach  Aronh*old?  welch  er  sie  auf f and,  durch  S 
und  T  bezeichnet.  Die  erste  unter  ihnen  ist  von  vierter7  die  andere 
von  sechster  Dimension  in  den  Goeffieienten,  und  man  findet  ihre  voll- 
standigen  Ausdrlicke  z.  B.  in  den  Salmon7schen  Yorlesungen  tiber 

*)  Indem  man  iibrigens  auf  die  Formeln  (3)  in  I  p.  157  zuruekgeht,  stellen 
sich  die  Her  aufketenden  x.  rnit  gewissen  dreigliedrigen  (?-Producten  proportional 
dar,  womit  formelier  Anscliluss  an  das  Gleichungssystem  (1)  des  vorletzten  Para- 
graphen  gewonnen  ist. 
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hohere  ebene  Curven.  Berechnet  man  nun  fur  die  Form  (2)  die  beiden 
fraglichen  Invarianten,  so  kommt: 

(3)  S=-±ga,    T=f7g3- 

cs  sind  also  von  nunieriscJien  Bestandteilen  abgeseken  umnittelbar  die  lei- 
den  AronkoW  sclien  Invariants,  welche  die  Coefficienten  unserer  Jtanoni- 
sclien  Gleictmnffsform  abgeben.  Will  man  Gleichung  (2)  noch  so  ura- 
forinen,  dass  nur  noch  die  absolute  rationale  Invariante  J  allein  in 
den  Coefficienten  auftritt,  so  wende  man  zu  dem  Zweck  die  Trans- 
formation an: 

(4)  #!  :  x.,  :  %  =  (g$  -  &)  :  (g^  •  &)  :  (g£  •  j/s)  . 
Die  Gleichung  (2)  nimmt  daraufJain  die  Gestalt  an: 

(5)  y?y*  -  ^  +  f^j  (y*y*z  +  y/)  =  o. 


Uberall  sind  es  nier  nur  die  rationalen  Invarianten  (ef.  I.  p.  3  u.  f.); 
welche  in  den  Ooeffieienten  unserer  Gleiehungen  (2)  und  (5)  auftreten, 
Man  lialte  hieran  ini  Gegensatz  zu  spateren  Entwicklungen  fest?  wo 
wir  aucn  wieder  irrationals  Invarianten  als  Gleichungscoefficienten 
antreffen  werden.  Vor  allem  ziehe  man  aber  aus  der  Eationalitat  der 
Coefficienten  Ton  (2)  sogleich  den  nachfolgenden  Scliluss  :  Eine  leliebig 
vorgelegte  ellijptiscJie  G*.  lasst  sich  nur  ditrcJi  eine  eimige  Gleichung  der 
Jcanonischen  Gestalt  darstellen;  denn  es  sind  eben  die  Coefficienten  der 
letzteren  rational  in  denjenigen  der  ursprunglichen  Gleichung.  Man 
wird  im  Anschluss  hieran  gleich  fragen,  durch  wieviele  untersehiedene 
lineare  Transformationen  eine  vorgelegte  allgerneine  Gleichungsform 
der  03  in  die  kanonische  Gestalt  iibergefiihrt  wird:  Offeribar  giebt  es 
insgesamt  acM$eJm  derartige  Transformationen*},  dem  Unistande  ent- 
sprechend,  dass  die  Cs  durch  achtzehn  Collineationen  in  sich  ilbergeht. 

Bei  dieser  Sachlage  niuss  es  fur  die  Norrnalcurve  dritter  Ordnung 
immer  achtzehn  verschiedene  kanonische  Coordinatensysteme  geben, 
die  insofern  mit  einander  gleichberechtigt  sind,  als  sie  alle  aus  einem 
unter  ihnen  durch  die  Gollineationen  der  G18  entstehen.  Es  ist  hier- 
niit  noch  keineswegs  behauptet,  dass  es  nun  auch  aehtzehn  untersehie- 
dene kanonische  Coordinaten$rae£&e  giebt;  vielmehr  kann  das  einzelne 
unter  ihnen  sehr  wohl  bei  einer  in  der  Crl8  enthaltenen  6rr  mit  v  >  \ 
in  sich  iibergehen,  Wir  konnten  in  diesem  Betracht  sehr  leicht  ana- 
lytisch  das  Nahere  feststellen;  inzwischen  gelangen  wir  dureh  eine 


*)  Im  Falle  gB  ==  0  und  gz  =  0  wird  es  in  analoger  Weise  ersichtlicli  36 
bez.  54  lineare  Transformationen  einer  allgemeinen  Grleicliungsform  in  die  kano- 
nische Gestalt  geben. 
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geometrisclie  Betrachtung  des  kanonisehen  Systems  noch  zu  einem  besse- 
ren  Uberblick.  Dabei  ist  nun  sofort  zu  sehen,  dass  x§  =  0  eine 
Wendetangente  unserer  Curve  ist,  deren  Bertihrungspunkt  in  der  Ecke 
#2  =  XQ  =  0  liegt,  nnd  class  die  zu  diesein  Wendepunkte  gehorende 
liarmonische  Polare  durch  ^  =  0  dargestellt  ist.  Urn  die  Bedeutung 
der  dritten  Dreiecksseite  zu  finden?  schnelde  man  die  CB  niit  dem  vom 
fraglichen  Wendepunkte  ausgehenden  Geradenbiischel  3%#2  —  #2;r3  =  0. 
Unter  diesen  Geraden  giebt  es  vier  Tangenten  der  (73;  deren  Parameter 
#2>  %  sich,  wie  man  leicht  berechnet,  aus 

(6)  XB  (4  %23  -  g2  xg  K*  —  <73  %3)  =  0 

bestimmen.  Mit  Rucksicnt  auf  I  p.  17  u.  f.  ergiebt  sich  also?  dass 
durch  ^2  =  0  die  lineare  Polare  der  Wendetangente  (#3  =  0)  in  Be&ug 
auf  die  drei  anderen  Tangenten  (6)  dargestellt  ist.  Da  eine  ebene  (73 
des  Geschleeites  p  =  1  neun  Wendepunkte  hat5  so  giebt  es  auf  Grund 
unserer  geometrisctien  Analyse  insgesamt  neun  hanonisclie  Coordinaten- 
dreiecke.  Ein  jedes  unter  ihnen  muss  demnach  bei  einer  6r2  unver- 
andert  bleiben.  Diese  6r2  ist  auch  wieder  geonietrisch  von  vornherein 
zu  erkennen;  denn  die  zurn  Wendepunkt  x2  =  %  =  0  als  Centrum  und 
zur  harrnonischen  Polare  xl  =  0  als  Axe  gehorende  harrnonische  Per- 
spectivitat  (cf.  I  p.  709)  muss  offenbar  die  £73  wie  das  Coordinaten- 
dreieck  der  Xi  in  sich  iiberfuhren. 

Die  neun  harrnonischen  Perspectivit'aten  der  (7S  in  sich  sind  offen- 
bar diejenigen  Operationen  der  G18,  welche  sich  in  der  transcendenten 
Gestalt  u  —  —  u  +  c  darstellen.  Insbesondere  gehort  u  =  —  u  zum 
Coordinatendreieck  (1),  und  es  stellt  sich  diese  Transformation  alge- 
braisch  in  einfachster  Weise  durch  Zeichenwechsel  des  xl  bei  unver- 
anderten  x%,  %  dar.  Die  ubrigen  neun  Transformationen: 

(7)  u'=u  +  ^  +  ^ 

der  Os  in  sich,  welche  fur  sich  eine  TJntergruppe  6-Q  der  O1S  bilden, 
werden  sich  in  den  ^  durch  solche  lineare  Substitutionen  darstellen, 
deren  neun  Coefficienten  (abgesehen  freilich  von  der  Identitat  u  =  u) 
durchgehends  von  Null  versehieden  sind.  Es  ist  ein  Leichtes,  fiber 
diese  Coefficienten  nahere  Angaben  zu  machen.  Wir  bezeichnen  dabei 
die  p-  und  $?'-  Function  des  besonderen  Argumentes  (7)  durch 
und  (pilfi(u)  und  haben  nun  oflfenbar  die  beiden  Ansatze: 


wo  die  ai}  6^  a  von  u  nnabhangige  Coefficienten  sind.     Um  z.  B.  die 
T>i}  Ci  zu  bestimmen  ,  bemerke  man^  dass 
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+  e;p(«0  +  ft,  }  -  &!$?»  -  &ap(tO  -  53  =  0 

unabhangig  von  u  erfQllt  sein  inuss.  Entwickelt  man  also  die  linke  Seite 
von  (9)  in  eine  Eeihe  naeh  ansteigenden  Potenzen  von  n,  wobei  fur 
PW,  P»  die  Formeln  I  p.  149  (1),  fur  ^(M)  aber  die  Taylor'sche 
Entwicklung: 


Anwendung  findet*),  so  muss  der  Coefficient  jeder  einzelnen  Potenz 
von  u  in  der  fiir  (9)  entspringenden  Reihe  identisch  verscliwinden;  so 
erk'alt  man  lineare  Gleiciiungen  zur  Bestimmung  von  l)-n  d.  Uberdies 
beachte  man,  dass  nicht  nur  das  Quadrat  von  p'(w)  ganz  und  rational 
in  <p(ii),  (/%,  g%  1st,  sondern  dass  vor  alleni  die  sanitliclien  holieren  Ab- 
leitungen  p"(w);  *  '  *  gariz  u^d  rational  in  #?(«),  f'  (u)?  g2,  gB  dargestellt 
werden  konnen.  Indem  ein  analoger  Gedankengang  offenbar  auf  die 
erste  Gleichung  (8)  Anwendung  findet,  lassen  sich  die  Coefficienten 
a,  5?  c  als  rationale  ganze  Functionen  von  g^  f/B  und  den  beiden  be- 
sonderen  Teilwerten  ^^  p'^p  darstelleu.  Von  ^ft  lassen  sich  alle 
hoheren  Potenzen  als  die  erste,  von  fp^^  alle  liolieren  als  die  dritte 
entfernen  (cf.  Formel  (3)  p.  16);  hat  man  diese  Reclaming  durchgefulirt, 
so  sind  die  Coefficienten  jeder  der  Gleiciiungen  (8)  bis  auf  einen  alien 
gemeinsamen  Factor  eindeutig  bestimmt. 

Die  elementare  Durchfulirung  der  hiermit  skizzierten  Recnnung 
ftibrt  auf  die  nacnfolgende,  sogleich  wieder  homogen  geschriebene 
Substitution: 


+  24ft  Pv  + 


4- 

wobei  unter  JT  der  Proportionalitatsfactor  verstanden  ist.  Indem  wir 
nun  nocli  der  Combination  1  =  ^  =  0  in  (7)  die  identisehe  Substi- 
tution der  Xi  zuordnen,  liefern  uns  die  verschiedenen  Werte  A,  p  ins- 
gesamt  neun  Substitutionen,  welche  eine  Gruppe  bilden.  Naturlich  wird? 
falls  wir  durch  Combination  zweier  solcben  Substitution  en  eine  dritte 
Operation  der  CrQ  wirklich  herstellen  wollen,  ein  ausgedehnter  Gebraucli 

*)  Man  vergl.  die  im  vorigen  Abschnitt  p.  12  eiogefiilirte  Bezeicimungsweise 
der  Teilwerte. 
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von  denjenigen  algebraisehen  Relationen  zu  macben  sein,  welche  fur  die 
p/?,/o  $?i,/e;  alg  f&r  ganze  Modulformen  dritter  Stufe,  in  Gultigfceit  sind. 
In  entsprechender  Weise  kommen  die  speciellen  Teilungsgleichungen 
selbst  zur  Anwendung,  falls  wir  die  Gleiehung  (2)  thatssichlich  durch 
die  Substitution  (11)  in  sicli  selbst  liberfubren  wollen. 

Die  Verallgemeinerung  des  kanonisclien  Co  ordinatensy  stems  fur 
die  Norinalcurven  (74;  C5  u.  s.  w.  lasst  sieb  in  mebrfacber  Art  erreichen. 
Immer  liegt  nur  der  Nachdruck  darauf,  dass  wir  ausscbliesslicb  rnit 
den  rationalen  Invarianten  oder,  um  es  gleich  anders  zu  sagen,  mit 
Grossen  erster  Stufe  zu  thun  haben  wollen.  Dies  erreiclien  wir  z.  B., 
wenn  wir  fur  die  Cn  des  Rn~i  als  Oartesisclie  Coordinaten  $?(W)>P'W? 
<p"00;  •  •  •;  p^"""15  (X)  zu  Grunde  legen*);  dass  diese  Grossen  aucb  wirk- 
licb  linear  -unabhangig  sind,  erkennt  man  leicbt  aus  den  Anfangsr 
gliedern  der  Eeihenentwicklungen  nach.  u.  Es  werden  dann  z.  B.  die 
beiden  linear  -unabhangigen  Flacben  zweiten  Grades,  welclie  die  Raum- 
curve  vierter  Ordnung  als  Durchsclmitt  liaben,  durch  die  beiden  Glei- 
cliungeu 


3g,  -  0 

gegeben  sein,  in  cleren  Coefficienten  ausser  numerischen  Bestandteilen 
nur  die  Invarianten  g%,  gB  entbalten  sind.  An  Stelle  von  (8)  treten 
jetzt  die  Gleichungen: 


Die  Benierkungen  fiber  die  Coeffieienten  der  Gleichungen  (13)  tlber- 
tragen  sieb  voni  Palle  n  =  3  her  ohne  weiteres,  wie  man  denn  ofifen- 
bar  auch  ganz  allgemein  bei  der  elliptischen  Normalcurve  ^ter  Ordnung 
wiederuni  entsprecbende  Verbaltnisse  antrifft.  Wir  haben  ubrigens 
um  so  weniger  Veranlassung,  hierbei  noch  ausfuhrlieher  zu  verweilen, 
als  das  kanonische  Ooordinatensystem  fiir  unsere  sp'ateren  Zwecke  der 
engeren  Modultbeorie  nicht  entfernt  eine  gleich  wichtige  Bedeutung 
besitzt,  wie  das  nun  zu  besprechende  ;;singulare"  System. 

§  4.    Das   singtilare  Ooordinatensystem  fiir  die  Normalcmrve  03.**) 
Erste  Einfakrung  der  Grossen  Xa. 

Mit  Rticksieht   auf  sein  Verhalten   gegentiber   der   Modulgruppe 
konnten  wir  das  kanonische  Coordinatensystern  der  Normalcurve  n*** 

*)  Etwas  anders  1st  die  VerallgemeineriiDg  des  kanonisclien  Coordmaten- 
aystejns  In  w3STormalctirveu"  §  7  durcfagefuhrt. 

**)  Man  yergl.  Her  die  noch  melirfach  zu  nennende  Arbeit  von  Era.  Bianohi, 
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Ordnung  auch  als  dasjenige  der  ersten  Stufe  bezeiehnen.  Es  hat  sich 
aber  des  weiteren  gezeigt,  dass  man  in  ubersiehtlicher  Weise  ein 
anderes  Ooordinatensystem  fiir  die  Gn  aufbauen  kann,  welches  erne 
gleich  innige  Beziehung  zur  nien  Stufe  aufweist;  wir  werden  dieses 
neue  Coordinatensystem  als  das  singulare  beneimen.  Im  Falle  n  =  3; 
den  wir  wieder  zunachst  besonders  betrachten,  haiulelt  es  sicli  einfach 
uin  die  sogenannte  Hesse'sche  Norraalform  der  Curvengleiehung.  Die 
letztere  lautet  bekanntlich: 

(1)  X*  +  X^  +  X*  +  GaX.X.X,  =  0; 

wir  haben  dabei  die  Coordinaten,  wie  es  liinfort  allgemein  bei  Zo- 
grundelegung  des  singularen  Coordinatensystems  gescliehen  mag?  dureli 
den  Buclistaben  X  bezeiclinet. 

Um  an  dieser  Gleichung  die  allgeineinen  tiberiegungen  yon  §  1 
und  §  2  211  specialisieren,  so  bemerke  man  zunachst,  dass  sich  die  6f18 
aller  Collineationen  der  03  in  sich  unter  Zugrundelegung  der  Xa  ausserst 
einfach  darstellt.  Es  wircl  namlich  (1)  erstlich  bei  den  sechs  Per- 
mutationen  der  Xaj  welche  eine  TIntergruppe  GG  bilden;  in  sich  iiber- 
gehen,  ausserdeni  aber  bei  der  aus  Xar  =  $aXa  entspriugenden  G-%, 
welche  mit  der  6?6  zusaminen  die  6fls  bilden  wird*).  Man  sieht;  dass 
das  Coordinatendreieck  der  Xa  ditrcJi  alle  acMgelm  Collineationen  der  Grls 
in  sich  tmnsformiert  wird:  und  eben  deshalb  iniissen  die  neun  Schnitt- 
punkte  desselben  mit  der  (73,  von  denen  tibrigens  zufolge  leichter 
Rechnung  keine  zwei  coincidieren,  ein  System  von  neun  Punkten  der 
(73  bilden,  das  durch  alle  in  Rede  stehenden  achtzehn  Collineationen 
in  sich  ubergefiihrt  wird.  Man  wird  sofort  vermuten,  dass  wir  hier 
mit  dem  System  der  neun  Wendepunkte  der  (73  zu  thun  haben;  und 
beweist  solches  in  der  That  auf  Grund  bekannter  Satze  iiber  Ourven 
gter  Ordnung  durch  Berechnung  der  Hesse'schen  Curve  von  (1);  fiir 
welche  wir  die  Gleichungsform  gewinnen: 

T  T  T   _  0 
-^-^-^    —  u- 


Es  ist  nun  ein  bekannter  Satz  aus  der  Theorie  der  ebenen  Curven 
dritter  Ordnung,  dass  sich  die  neun  Wendepunkte  auf  vier  Weisen 
durch  je  drei  gerade  Linien  ausschneiden  lassen,  und  man  benennt 
diese  vier  Tripel  von  Geraden  als  die  vier  Wendedreiecke  der  GB.  Indem 
das  Dreieck  der  Xa  zu  ihnen  gehort?  finden  wir  vor  alien  Dingen  das 


liber  'die  Normalformen  dritter  und  funfter  Stufe  des  elliptiscJien  Integrals  erster 
Grattung,  Math.  Ann.  Bd.  17  (1880). 

*)  Die  Specialfalle  g%  =  0  und  gs  =  0  lassen  "wir  hier  der  Knrze  halber  ausser 
Betrachi 
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llesultat,  dass  unser  singulares  Goordinatendreieck  der  C$  eines  unter  vier 
coordinierten  ist.  Wir  konnen  daraufhln  leicht  die  Anzahl  aller  singu- 
laren  Coordinatensysteme  selbst  bestinimen,  indem  wir  abz'ahlen,  wie- 
viel  Substifcutionen  Xa'  «=  ca  Xp  aus  (1)  wieder  eine  Gleichung  derselben 
Gestalt  Iierstellen.  Offenbar  aber  darf  man  zu  solcliem  Zwecke  erst- 
licli  jedes  Xa  mit  einer  bellebigen  multiplicativen  dritten  Einlieitswurzel 
versehen,  was  fur  die  Quotienten  der  Xa  neun  Moglichkeiten  giebi 
Conibinieren  wir  dieselben  mit  den  seeks  PermutationeB  der  Xa,  so 
entspringen  bei  festliegendem  Dreieck  noch  54  verseliiedene  Systenie,  so 
dass  die  Gesamtealil  aller  singtddren  Coordinatensysteme  filr  die  Normal- 
curve  dritter  Ordmmg  sich  m  216  lereclmet. 

Statt  bier  ubrigens  yon  216  Coordinatentransformationen  zu  redeu, 
konnen  wir  ein  erstes  System  auch  festnalten  und  nun  die  entspringen- 
den  216  Substitutionen  als  eine  Gruppe  G21Q  von  Collineationen  der 
Ebene  auffassen.  Indem  dann  (1)  bei  einer  Untergruppe  Q1S  in  sich 
selbst  iibergelit;  entspringen  insgesamt  zwolf  unterschiedene  Glei- 
chungen  (1),  d.  h.  der  Coefficient  a  ist  eine  molfwertige  Grosse^.  Um 
die  nahere  Bedeutung  derselben  aufzudecken?  stellen  wir  die  nach- 
folgende  Betrachtung  an. 

Wenn  wir  von  einer  vorgelegten  allgeineinen  Gleichungsform  der 
GB  durch  eine  der  216  Substitutionen  zur  Hesse'schen  Normalform 
geben,  so  wird  dabei  a  jedenfalls  eine  liomogene  Function  nullter  Di- 
mension der  urspriinglichen  Coefficienten  werden.  Stellen  wir  also 
gleich  fest,  dass  a  als  zwolf wertige  Function  der  dbsoluten  Invariants  J 
allein  letrachtet  werden  Mnn.  Des  nalieren  gelingt  es  leicht,,  alle  zwolf 
Werte  a  in  einem  unter  ihnen  auszudriicken.  Erstlich  werden  bei 
der  (r54,  welche  das  Ooordinatendreieck  der  Xa  in  sich  transformiert, 
offenbar  neben  a  selbst  noch  die  beiden  Werte  d  =  $a,  a'=^a 
treten.  Weiter  aber  mtissen  wir  vom  Dreieck  der  Xa  den  Ubergang 
zu  einem  zweiten  Wendedreieck  finden  und  merken  zu  dem  Ende  als 
die  Coordinaten  Xa  der  neun  Wendepunkte  an: 

(2)  (O,-!,^),     (~  1,^,0),     (^,0,-1)5     v  =  0,l,2. 
Schreiben  wir  also  z.  B. 

(3)  *  -  Xa'  -  XQ  +  ^X,  +  9*Xs , 


*)  Die  bei  dieser  Auffassung  eintretenden  zwolf  Curven  C3  gehSren  ubrigens 
alle  dem  sog.  syzygetischen  Buschel  -an,  das  sich  aus  Grundcurve  und  Hesse- 
s<jixer  Curve  linear  zusammensetzt  (vgl.  Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  uber 
'fflm-meftne  I  p.  505);  im  harmomschen  Falle  werden  jene  zwolf  Gurven  zu  je  zwei, 
im  aquiaaliarmoidsclien  zu  je  dreien  identiscb.. 
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so  haben  wir  offenbar  im  Dreieck  der  X«'  wieder  ein  Wendedreieek. 
Aber  die  Collineation  (3)  fiilirt  YOB  (1)  zur  neuen  Gleichung: 

X03  +  2,3  +  XJ  +  6  l^-ZoZ^Y,  =  0, 

und  da  die  letztere  wieder  die  Hesse'sche  Normalform  hat,  so  gehort 
die  Operation  (3)  der  6r216  an.  Eine  neue  Gestalt  des  in  Eede  stehen- 
den  Coefficienten  lese  man  aus  der  letzten  Gleichung  ab  und  gewinnt 
nun  sofort  als  dessen  samtliehe  zwolf  Gestalten: 

(4)  a'=^a,     a'_p*.-L 


Da  haben  wir  nun  die  zwolf  Tetraedersiibstitutionm  wieder  ge- 
wonnen,  wenn  auch  noch  nicht  direct  in  der  Gestalt  von  I  p.  G15. 
Uin  die  letztere  zu  erhalten,  kann  man  entweder 

(5)  a  =  -*•     oder     a  =  —  -|~ 

b  * 

setzen,  welche  doppelte  Moglichkeit  offenbar  in  dem  Umstande  be- 
grundet  ist;  dass  die  Tetraedergruppe  nieht  nur  in  sich,  sondern  auch 
in  der  Oktaedergruppe  ausgezeichnet  enthalten  ist.  Wir  behaupten 
nun,  dass  fur  uns  die  zweite  Porniel  (5)  die  zutreffende  ist,  dass  also 
der  Coefficient  a,  mit  dem  Factor  —  2  verseken,  als  Function  der  ratio- 
nalen  Invariante  J7  direct  die  Tetraederirrationalitdt  |  in  der  wn  uns 
seinermt  gewahlten  Fixierung  vorstellt  Man  findet  namlich  als  Aus- 
drticke  der  Invarianten  S,  T  im  Anschluss  an  die  Form  (1)  (cf.  Sal- 
mon L  c.): 

S=*a-  a*,     27—1  —  20a3  —  SaQ. 

Redman  wir  dies  yermoge  der  zweiten  Gleichung  (5)  auf  |  urn  und 
recurrieren  auf  (3)  p.  247  3  so  ergiebt  sich: 

J  64^3  __      g3(g3  +  8)3 

J—l  T*    ~(|6_20P-8)S? 

woinit  in  der  That  die  Tetraedergleichung  (I  p.  104  (1))  wiedergewon- 
nen  ist. 

Die  (?2le;  welche  wir  soeben  als  Collineationsgrnppe  der  X&  ge- 
wannen,  entsteht  zufolge  des  gerade  erhaltenen  Ergebnisses,  abstract 
genommen,  durch  Combination  der  <rlg  der  Collineationen  von  C$  in 
sich  mit  der  meht-homogenen  Tetraedergruppe  6r18.  Man  wolle  be- 
nierken,  dass  solcherweise  gerade  diejenige  (?216  erzeugt  wird,  die  wir 
oben  (p.  2  u.  f.)  fur  die  Betrachtung  der  elliptischen  Functionen  dritter 
Stufe  zu  Grunde  legten.  Indem  wir  namlich  die  G12  mit  der  einzel- 
nen  Substitution  der  Periode  zwei:  «'«=  —  «  combinieren,  entspringt 
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eine  rait  der  hornogenen  Tetraedergruppe  6r24  Iioloedriseh   isornorphe 
Gruppe.     Hierzu  tat  dann  nocb  die  6r9  der  Operationen 


zu  kommen,  nnd  das  1st  im  wesentlichen  gerade  diejenige  Gruppe  GQ, 
um  welche  es  sich  a.  a.  0.  aucb.  tandelte*). 

§  5.    Darstellnng  der  Tbei  der  CB  auftretenden  Xa  dnrch  tf-Produete 

uud  transformierte  6. 

Die  am  Sctlusse  des  vorigen  Paragrapten  tervorgetretene  Be- 
deutung  der  Tetraedergruppe  fur  das  singulare  Coordinatensysteni  der 
63  soil  jetzt  auch  ausserlict  dadurct  zur  Evidenz  gebracbt  werden, 
dass  wir  fiir  die  Xa  Darstellungen  in  der  Gestalt  (1)  p.  238  wirklicli 
tersfcellen.  Da  wir  niit  <?-Produeten  der  Residuensumme  Null  arbeiten 
wollen,  so  bekommen  die  neun  Wendepunkte  der  C3  die  transcenden- 

ten  Argumente  u  —    c°1  "T  ^  G?a  ;  und  man  kann  den  einzelnen  Wende- 

punkt  durcn  das  Symbol  (A,  ft)  ctarakterisieren.  Immer  solcte  drei 
Wendepunkte  werden  dann  auf  einer  geraden  Linie  liegen,  fur  welche  die 
Summe  der  drei  A;  wie  auch  die  der  ^  durcb.  3  teilbar  ist,  und  es 
lassen  sich.  darauftin  leictt  die  vier  Wendedreiecke  der  (78  durct  eine 
eigenartige  schematiscne  Zusammenstellung  der  Symbole  (/I,  ft)  cna- 
rakterisieren**).  Sofern  wir  nun  an  der  tiblicben  Fixierung  des  Haupt- 
moduls  |(G>)  festtalten  wollen;  ist  durcli  die  zweite  Formel  (5)  §  4 
bereits  ein  ganz  bestimmtes  unter  den  vier  Wendedreiecken  zum  Co- 
ordinatendreieck  der  Xa  berangezogen;  und  wir  bebaupten,  dass  wir 
das  richtige  treffen,  indem  wir: 

(1)  %<x  (u)  =  Ca  <?«Q  (U)  <Sai  (U)  3&  (u} 

scbreiben;  wo  die  ^^(w)  die  im  vorigen  Absctnitt  Kap.  1  (p.  23)  zu 
Grunde  gelegte  Bedeutung  baben. 

Man  bemerke  n'arnlicb,  dass  das  tiermit  eingefiibrte  Xa(u)  als 
Function  von  u  im  Periodenparallelogramm  nur  an  den  drei  Stellen 
(cc}  0),  (of,  1),  (a,  2)  versctwindet.  Indem  wir  aber  statt  der  einfacten 
^-Function  gleich  die  ^^(M)  gebraucten,  sind  in  (1)  gegeniiber  dem 


*)  Unter  Gebrauch  der  3T0,  X^  X%  lernen  wir  in  der  6r216  eine  neue  ternare 
Gruppe  linearer  Substitutionen  kennen,  "wie  wir  eine  seiche  ternare  (jles  ani 
Scblusse  von  1  bei  der  7ten  Stufe  erhalten  batten.  Diese  6rsl6  ist  explicite  wohl 
zuerst  von  Hrn.  Camille  Jordan  anfgestellt  worden  in  der  Abhandlung  iiber  end- 
licbe  Gruppen  ternarer  linearer  Substitutionen  im  84terL  Bande  des  Crelle'sehen 
Journals  (1878). 

**)  Of.  Clebsch-Lindemann,  Vorlesungcn  iiber  Geometrie  I  p.  507. 
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fruheren  Ansatze  (1)  p.  238  no  eh  gewisse  Exponentialfactoren  hinzuge- 
kommen.  Solches  ist  ja  ohnedies  erforderlich,  da  in  (1)  die  Residuen- 
sumnie  nur  erst  bis  auf  Vielfaehe  von  co1?  co2  mit  Null  ideotisch  ist. 
Dass  aber  die  Quotienten  der  durcli  (1)  definierten  Xa  thatsachlicli 
um  a*!  wie  &?2  periodisch  sind,  belegt  man  sofort  auf  Grund  der  For- 
mel  (7)  p.  24  Endlich  beweisen  wir  auf  gruppentheoretisehein  Wege7 
dass  die  durcli  (1)  begriindete  Auswahl  unter  den  vier  Wendedreieeken 
gerade  mit  der  friiheren  Fixierung  der  Grosse  |  ftbereinkommt.  Es 
sind  namlich  die  vier  innerhalb  der  Gr12  gieichberechtigten  Unter- 
gruppen  6r3  eindeutig  den  vier  Wendedreieeken  zugeordnet,  und  zwar 
in  dem  Sinne;  dass  bei  der  einzelnen  Gs  das  zugehorige  Wendedreieck 
in  sich  ubergeht,  wahrend  die  drei  anderen  cycliscli  permutiert  wer- 
den.  Dies  ist  so  gemeint?  class  z.  B.  durcli  die  Substitution  S  der 

Wendepunkt   (A,  ft)  =  "^    ;"  ^^    in  (A;  I  +  ^)    Hbergeht;    uncl    nun 

rf 

iiberzeuge  man  sicb;  dass  gerade  das  Dreieck  der  dureh  (1)  gegebenen 
Xa  der  aus  S  entspringenden  6r3  zugebort.  Dieses  aber  rnusste  auch 
der  Fall  sein;  denn  es  ist  |(CD  +  1)  =  P2§0*0?  un(i  der  Ubergang  von 
|  zu  ^»2!  erfolgte  vorhin  gerade  durcli  eine  solche  Collineation,  bei 
der  das  Coordinatendreieck  in  sich  uberging. 

An  die  Formel  (1)  reihen  wir  jetzt  eine  neue  wichtige  Darstellung 
von  Xa.    Die  Nullstellen  des  einzelnen  Xa  liegen  an  den  drei  Stellen 

deg    periodenpam]lelogrammg.     efcen    die- 


^ 

selben  Nullpunkte  weist  aber  auch  die  Function: 

G\U  —  ^~-    o1;  y)    oder  auch  <?ao(w 

auf,   wo    wir   rechter  Hand   mit   den   0-Teilwerten?   gebildet   fur   die 

transformierten  Perioden  coly  y,  zu  thun  haben,     Auf  Grand  bekann- 

ter  Satze  schliessen  wir,  dass  dieselben  von  den  Xa  jeweils  nur  um 
Exponentialfactoren  abweichen;  und  damit  entspringt  fur*  die  Xa  die 
neue  Darstellung: 

(2)  Xa  («)  -  ca'e*«™  *<*  (u  \  ^  ,  |)  , 

wobei  die  ca'  von  u  unabhangig,  die  Ga(u)  aber  ganze  rationale 
Functionen  von  u  sind. 

Die  £r«(V)  haben  wir  so  zu  bestirnrnen,  dass  der  Quotient  der 
rechten  Seiten  von  (2)  und  (1)  doppeltperiodisch  ist;  er  ist  dann  sogar 
constant,  d.  i.  von  u  unabhangig,  da  er  im  Periodenparallelogramni 
allenthalben  endlieh  ist.  Des  weiteren  sind  die  Constanten  cd  ^ud 
damit  auch  die  ca  der  Formel  (1)  so  zu  wahlen,  dass  die  Quotienten 
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der  Xa  aucb  wirklich  gegenfiber  den  Operationen  u  =  u  -f-  —  ^  3 

diejenigen  linearen  Substitutionen  erfaliren,  welcbe  wir  im  vorigen  Para- 
grapben  aus  der  Hesse'schen  Normalform  der  Curvengleichung  direct 
ablasen.  Hierclurcb  sind  dann  natiirlicb  nur  erst  die  Quotienten  der  ca 
bestiinmt;  und  nun  wird  sicb  zeigen,  dass  -ivir  uber  diese  Coefficienten  ca 
in  AbhangigTceit  von  co1?  £02  dbsolut  der  art  verfiigen  Iconnen,  dass  das  ein- 
zelne  Xa  als  Function  von  &>1?  o}.2  die  Eolle  einer  Modulform  dritter  Stufe 
spielt.  Indem  wir  die  ca  so  Hxjeren,  dass  die  Xa(u  \  col3  c?2)  gerade 
Functionen  ilirer  clrei  Argumente  sind?  werden  die  Xa  gegentiber  den 
Operationen  der  honiogenen  Hauptcongruenzgruppe  dritter  Stufe  absolut 
unveranderlich  sein.  Sie  werden  aber  gegeniiber  den  24  modulo  3 
incongruenten  Substitutionen  selbst  eine  ternare  Gruppe  von  24  Sub- 
stitutionen erfabren,  welclie  ebendesbalb  lineare-Jiomogene  Gestalt  baben, 
weil  sie  geometriscb.  nichts  anderes  bedeuten;  als  den  Ubergang  von 
einem  singularen  System  zu  den  iibrigen.  Durch  die  Auswabl  der  cc( 
lassen  slcb  demgern'ass  die  -X«  zu  solchen  Functionen  ihrer  drei  Argu- 
mente Uj  a>1?  o2  gestalten,  deren  Verh'altnisse  bei  Austibung  der  216 
Substitationen: 

,  ,Z«1+^'C09          /         -j  \ 

u  =  u  +  r  -  ,     (mod.  coj,  raj 

$&%,     (mod.  3) 


direct  jene  ternare  Gruppe  (?216  zar  Darstellung  briugen,  welclie  wir 
vorbin  als  die  Gruppe  der  216  Collineationen  der  Bbene  der  Xa 
deuteten. 

Alle  diese  Aufgaben  werden  wir  desbalb  niebt  speciell  ausfuhren, 
weil  wir  sie  obue  viel  Mebraufwand  von  Recbnung  sogleicb  ganz  all- 
gemein  fiir  beliebige  n  erledigen  konnen;  aus  den  entspringenden  all- 
gemeinen  Resultaten  lassen  sich  dann  durcb  einfacbe  Specialisation 
n=B  die  im  vorigen  Absatz  aufgeworfenen  Fragestellungen  beantworten. 
Merke  man*  iibrigens  gleich  jetzt  an;  dass  aus  der  singularen  Glei- 
cliungsform  der  03  eine  eigenartige  Darstellung  des  Hauptmoduls  | 
durcb.  die  drei  Xa  entspringt;  wir  gewinnen  da  ersicbtlich: 


und  konnen  von  Her  aus  nacb  Einftibrung  der  endgultigen  Ausdriicke  (1) 
vermoge  eines  leicbten  Grenziibergangs  die  friiber  scbon  auf  anderem 
Wege  gewonnenen  Formeln  (7)  p.  30  wiedererbalten*). 

*}  Wegen  dieser  Form  el  fiir  i  sebe  man  das  Nahere  bei  Bianclii  1.  c. 
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§  6.    Einfiiliirang   des   singnlaren   Coordinatenpolyeders   der   Xa   fiir 
die  elliptiseli©  JSTormaleurve  On  beliebiger  Ordnnng. 

Die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  sollen  uns  jetzt  zur  Richt- 
schnur  dienen,  um  auch  bei  den  hoheren  n  singulare  Coordinaten- 
systeme  ftir  die  Normalcurve  Gn  festzulegen.  In  zweckmassiger  Ver- 
allgemeinerung  reihen  wir  den  neun  Punkten  (I,  $  der  (73  auf  der  Cn 
diejenige  einfaeh  unendliche  Schaar  von  Systemen  zu  je  n2  Punkten 
dieser  letzten  Curve  an,  welche  durch  die  Argumente: 

,      1 COT    -f-   U>  CO., 

u  =  u  o  H 1  ^  p   2 

0      I  n 

mit  beliebigem,  aber  fest  gewahlten  Parameter  UQ  markiert  sind.  Ini 
Anschluss  an  Formel  (1)  p.  254  denken  wir  uns  die  eben  angegebenen 
n2  Argumente  u  bei  stehendeni  UQ  in  ein  quadratisches  Schema  ge- 
bracht,  in  dessen  Horizon talreihen  gleiche  A  und  in  dessen  Vertical- 
reihen  gleiche  ft  stehen.  Indem  wir  dann  die  Argumente  der  einzelnen 
Horizontalreihe  als  die  Residuen  fiir  n  zu  bildende  tf-Producte  ansetzen, 
werden  die  Residuensummen  ubereinstimmend  bis  auf  Vielfache  der 

Perioden  den  Wert   (nuQ  -f-  n7"    oJ   aufweisen.     Irnmer   wollten  wir 

aber  mit  tf-Producten  arbeiten,  deren  Residuensummen  ganzzahlige 
Verbindungen  der  Perioden  vorstellen.  Dieser  Anforderung  genugen 
wir  nun  in  der  Weise,  doss  wir  fur  ungerades  n  einfaeh  UQ  ^==  0?  fiir 

gerades  n  aber  ^tQ  «=  S.  _[-  2|  schrtilen,   wobei   im  letzteren   Falle  fur 

die  Wahl  des  u0  die  Glattung  weiterhin  auftretender  Formeln  niit  mass- 
geblich  war.  Indem  wir  noch  statt  der  kiirzeren  Schreibweise  ^?/t  die 
ausftihrlichere  61  ^  benutzen?  bei  welcher  der  Teilungsgrad  n  immer 

n  *   n 

gleich  mit  in  die  Bezeichnung  der  Indices  hineingenommen  ist,  er- 
scheint  uns  schliesslich  die  folgende  Yerallgemeinerung  der  Formeln  (1) 
des  vorigen  Paragraphen  als  eine  zweckmassige: 

M— -1 

Xa(n)  =  Ca    I    I   6 &    p,  (^  |   031?   C32);  91=1     (mod.  2); 


n—l 


(!) 

=  c«  TT&<*    in     i  («  I  «i,  to,) .  n  =  0  (mod.  2). 

jj        __L._     C_l ^        I         1?         2/7  V  / 

JTz^t)       n~2'yj"2w 

Die  Quotienten  dieser  fiir  allgemeines  n  definierten  n  Grossen  Xa 
sind  wirklich  doppeltperiodische  Functionen  von.  u  mit  den  Perioden. 
tt>1?  %.  Indem  wir  aber  weiter  unten  nachweisen  wollen,  dass  die 
Xa  des  einzelnen  n  ein  System  von  linear-unabhangigen  Functionen  von 

Klein-Fricke,  Modulfuactionen.   n.  17 
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w,  o>1?  %  darstellen,  warden  wir  sie  in  der  That  zu  einer  Coordinaten- 
bestimmung  im  JRn-i  ftir  die  Normalcurve  Cn  verwerten  konnen.  Um 
das  Coordinatensystem  vollig  auszugestalten,  mtissen  wir,  wie  schon 
angedeutet,  die  Quotienten  der  von  u  unabhangigen  Grossen  ca  fixieren ; 
es  soil  das  im  folgenden  Paragraphen  geschehen,  wo  es  sich  darum 
handeln  wird?  die  Collineationsgruppe  GW  der  Normalcurve  in  sich 
mit  Hulfe  der  Xa  analytiseh  darzustellen.  Die  absolute  Fixierung  der 
cay  die  wir  gleichfalls  in  Aussicht  nahmen,  leisten  wir  erst  im  fol- 
genden Kapitel,  welches  die  Wirkung  der  Modulsubstitutionen  auf  die 
Xa  zum  Gegenstande  der  Untersuchung  hat.  Vorab  noch  eine  Reihe 
geometrischer  Bemerkungen  iiber  das  durch  (1)  festgelegte  Coordi- 
natenpolyeder. 

Die  unmittelbarste  Analogic  zuni  Falle  n  =  3  liegt  offenbar  far 
die  ungeraden  n  vor.  Hier  wird  die  Nornialcurve  von  den  n  Ebenen 
des  Ooordinatenpolyeders  in  denjenigen  n2  Punkten  geschnitten,  wel- 

chen  die  Argumente  u  =    CTI  znkommen.    Sie  entsprechen  genau 

den  neun  Wendepunkten  der  03  und  mogen  als  die  v?  ,,singularen" 
Punkte  (A,  ft)  der  Cn  benannt  werden  (die  wir  naturlich  ebensowohl 
auch  bei  den  Curven  Gn  gerader  Ordnungen  n  besitzen).  Die  geoine- 
trische  Bedeutung  der  n2  singularen  Punkte  erhellt  aus  dem  Abel'schen 
Theorem  oder  (was  hier  auf  dasselbe  hinauskomrnt)  aus  dem  Herrnite- 
schen  Sa^tze;  wonaeh  immer  n  solche  Punkte  der  Cn  in  einer  ?)Ebene" 
des  Bn~ i  liegen,  fur  welche  die  n  Argumente  u  in  Summa  eine  ganz- 
zahlige  Verbindung  der  Perioden  liefern.  Die  n2  singularen  Punkte  der 
Cn  lesteJien  demgemass  aus  jenen  StelUn,  in  welchen  eine  H'bene  mit  der 
Curve  n  consecutive  Punkte  gemein  hat,  d.  i.  die  Cn  (n  —  T)-fach  "berulirt. 
Wie  sich  bei  einem  einzelnen  Wendedreieck  der  (73  auf  den  drei 
Seiten  alle  neun  Wendepunkte  fanden;  so  werden  durch  die  Ebenen 
Xa  =  0  im  Rn~  i  auf  der  Cn  wieder  die  gesamten  singularen  Punkte 
ausgeschnitten.  Fiir  n  =  3  gab  es  nur  vier  solche  Dreiecke,  und  die- 
selben  waren  alle  insofern  miteinander  gleichberechtigt?  als  sie  bei 
Ausubung  von  Modulsubstitutionen  auf  die  in  den  Xa  entbaltenen 
Argumente  o1?  o2  in  einander  uberfuhrbar  waren.  Hoher  hinauf  werden 
aber  die  in  dieser  Hinsicht  vorliegenden  Verhaltnisse  sehr  viel  mannig- 
faltiger.  Durch  je  (n  —  1)  Punkte  der  Cn  lasst  sich  eine  ;?Ebene"  des 
En^.i  legen^  und  waren  jene  (n  —  1)  Punkte  der  Cn  ausschliesslich  sin- 
gulare?  so  wird  dies  ersichtlich  auch  vom  nten  Schnittpunkt  gelten. 
Nun  konnte  man  als  allgemeinstes  Problem  stellen,  dass  wir  aus 
n  Ebenen  dieser  Art  Coordinatenpolyeder  aufstellen  sollen7  wobei  danri 
aber  jeder  singulare  Punkt  auf  einer  und  nur  einer  Ebene  liegen  musste. 


V,  1.    Einfulirung  der  elliptischen  Normal curven.  259 

So  lasst  sich  das  Problem  offenbar  auch.  fur  gerade  n  fassen,  nnd  da 
hat  sich  (wie  wir  hier  noch  nebenbei  anfiihren)  fiir  den  nachsten  Fall 
n  =  4  gezeigt,  dass  die  Gesanitzahl  moglicher  Tetraeder  dieser  Art  745 
ist,  die  nun  aber  beztiglich  ihres  Verb  aliens  gegeniiber  der  Modnl- 
gruppe  keineswegs  mehr  alle  mit  einander  gleichberechtigt  sind*). 

Einen  noch  hoheren  Grad  der  Allgenieinheit  wiirden  wir  erreichen, 
wenn  wir  auch  solche  Ebenen  zu  Aufbau  des  Coordinatenpolyeders 
zuliessen,  die  in  einzelnen  singularen  Punkten  die  Cn  beriihren  diirften, 
aber  auch  iibrigens  nur  singulare  Punkte  auf  der  Qn  ausschneiden; 
dabei  wurden  dann  im  Gegensatz  zum  Voraufgehenden  nicht  mehr  alle 
singularen  Punkte  der  Cn  von  den  Ebenen  des  einzelnen  Polyeders 
ausgeschnitten.  Ein  solches  Coordinaten system  liegt  z.  B.  fiir  n  =  3 
der  bekannten  Gleichungsform: 
(2)  fo  +  x2  +  x^  -  MX&XS  =  0 

zu  Grande;  es  sind  hier  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  solche  Wende- 
tangenten  der  Curve,  deren  drei  Bertihrungspunkte  in  einer  Geraden 
(namlich  in  der  durch  ^  -f-  %2  -f"  XB  =  0  dargestellten)  liegen.  Die  Ver- 
allgemeinerung  eines  solchen  Systems  fur  die  Cn  wird  man  sofort  in 
mannigfaltiger  Weise  durchftihren  konnen**). 

Es  ist  nun  an  sich.  ein  Problem  von  grossem  Interesse,  den  weiten 
hier  vorliegenden  Spielraum  der  Einzeluntersuchung  einer  ausfiihrlichen 
Discussion  zu  unterziehen.  Auch  fur  die  Theorie  der  irrationalen  In- 
varianten  der  Nornialcurven,  d.  i.  fiir  die  Modulfunctionen  hoherer 
Stufen,  niochte  man  auf  diesem  Wege  aufs  neue  eigenartige  Resultate 
erzielen  konnen^  indem  man  z,  B.  auf  die  Substitutionscoefficienten  Acht 
giebt?  die  beim  Ubergang  von  einem  zum  anderen  System  eintreten?  des 
ferneren  auf  die  Ooeffieienten  in  den  Gleiehungen,  welche  geeignet  sind? 
die  Cn  algebraisch  darzustellen  u.  s.  w.  Gleichwohl  werden  wir  uns  doch 
damit  begnugen  miissen,  in  (1)  ein  erstes,  und  zwar  besonders  branch- 
bares  Coordinatenpolyeder  fixiert  zu  haben,  dem  nun  vorab  allein  unsere 
Besprechung  gewidmet  ist. 

Anschliessend  fiigen  wir  auch  noch  elnige  Bemerkungen  iiber  die 


*)  Die  16  ,,singnlarcn"  Punkte  der  <74  tragen  auch  den  ISTamen  der  ,,Wende- 
berfihrungspunkte".  Die  bei  ihnen  eintretenden  Yerhaltmsse  sind  gerade  in  dem 
im  Teste  gemeinten  Sinne  ausfuhrlich  dargestellt  in  der  Leipziger  Dissertation 
(1881)  von  Hrn.  Lange  99tTber  die  16  WendeberuhrungspunMe  der  Raumeurve 
vierter  Ordnung  erster  Species"  (abgedruckt  im  28.  Bande  der  SchlomileFsehen 
Zeitschriffc). 

**)  Vgl.  hlerzu  die  Untersuclmng  von  Hrn.  Schdnflies  in  Bd.  S5  der  Math. 
Ann.  (1888);  es  werden  dort  besondere  Confignrationen  betrachtet,  die  sich  in  An- 
lehnung  an  die  Normalcarve  0^  defiuieren  lassen. 

17* 
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fur  gerades  n  gegebene  Forinel  (1)  hinzu.  Hier  sind  es  gar  nicht  die 
singularen  Punkte  der  Cn,  welche  wir  durch  die  Ebenen  des  Coordi- 
natenpolyeders  ausschneiden;  vielniehr  treten  an  ihre  Stelle  diejenigen 
M2  Punkte  der  Cn,  deren  Argumente  u  aus  denjenigen  der  singularen 

Punkte  jeweils  dureh  Zufugung  des  2niQn  Teiles  —-  der  Periode  c»2  ent- 

springen.  Dass  man  aber  durch  diese  Abanderung  des  bei  ungeradern 
n  befolgten  Gedankengangs  fur  die  geraden  n  den  denkbar  besten  An- 
schluss an  die  bei  ungeraden  Ordnimgen  n  entstehenden  Eesultate  ge- 
winnt,  wurde  allererst  yon  Hrn.  Hurwitz  in  einer  noch  ofter  zu 
nennenden  Arbeit  durchgefuhrt*). 

Sollen  wir  einen  Augenblick  beim  Falle  w  ==  4  verweilen?  so 
knupfen  wir  daran  die  folgende  geometrische  Uberlegung:  Ein  ein- 
zelner  singularer  Punkt  der  O4  habe  das  Argument  &e0 ;  wir  ziehen  von 
ihm  aus  die  zwolf  Transversalen  der  (74  nach  denjenigen  singularen 
Punkten,  deren  Argumente  von  w0  um  keinen  der  vier  Betrage 


versehieden  sind.  Insgesaint  entspringen  so  96  Transversalen,  die 
wir  zu  Tragern  von  ebensovielen  Ebenenbuscheln  machen.  Jedes  der- 
selben  enthalt  vier  Tangentialebenen;  und  die  4*96  Beriihrungspunkte 
coincidieren  zu  je  acht  in  48  Punkte  der  C74,  welche  die  ,;eigentlichen" 
Periodenachtel  zu  Argumenten  u  haben.  Die  fraglichen  48  Punkte  zer- 
legen  sich  nun  in  drei  Systeme  zu  je  sechzehn  Pimkten,  und  die  Argu- 
mente des  einzelnen  Systems  entstehen  aus  denen  der  singularen  Punkte 

einfach  durch  Zufiigung  der  Betrage  ~  bez.  ^i,    CTI  "J"  CT2 ,     Wie    wir 

o  o  o 

schon  allgemein  bemerkten,  liegt  das  zweite  von  diesen  Systemen  dem 
Coordinatenpolyeder  (1)  zu  Grunde,  und  man  konnte  hier  hochstens 
noch  fragen,  warum  nicht  das  erste  oder  dritte  jener  doch  coordiniert 
stehenden  Punktsysteme  zur  Verwendung  kam.  Man  iiberblickt  aber 
sofort,  dass  wir  zum  ersten  System  gefuhrt  war  en,  wofern  wir  von 
ff-Producten  der  Bauart  <?o, «  tfi,  a  ^2, «  -  -  *  ausgegangen  waren,  zum  dritten 
endlich  bei  Verwendung  von  Producten  der  Art  ^,0^4-1,1,  ffa+2,2 
Die  solchergestalt  bei  Einfuhrung  der  Xa  begangene  Unsymnietrie 
wird  aber  spater  durch  Ausubung  der  Modulsubstitutionen  auf  die  Xa 
von  selbst  zum  Fortfall  kommen;  eben  diese  Operationen  werden  nam- 
lich  den  TJbergang  vom  Coordinatenpolyeder  (1)  zu  jenen  gleichbe- 
reehtigten  vermitteln. 

•)  Man  sehe  Math.  Ann.  Bd.  27  p.  183  „  "Ober  endticlie  Gruppen  linearer  Sub- 
stitutionen,  welcJie  in  der  Theorie  der  ettiptischen  Transcendenten  auftreten"  (1885). 
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Wir  unfcerlassen,  die  gleicten  Ausfiihrungen  nock  besonders  fur 
beliebiges  gerades  n  zu  wiederholen,  da  sie  sicli  in  der  That  aufs 
leichteste  iibertragen  lassen.  Ubrigens  1st  es  bel  dieser  SaeHage  eine 
nicM  vollig  folgerechte  Bezeichnungsweise,  wenn  wir  nieht  nur  fur 
ungerade,  sondern  aueh  bei  den  geraden  n  von  einem  durch  (1)  fixierten 
singuldren  Coordinatenpotyeder  sprechen;  jedoch  wollen  wir  diese  Aus- 
drucksweise  der  Grleichrnassigkeit  zuliebe  ungeandert  beibehalten. 

§  7,     Vorlanfige  Hormierang   der  Xa.    Ausdruck  der  CollineatioBs- 
gruppe  (?2W2  dizrcli  die  Xa* 

Unsere  nachste  Aufgabe  ist;  die  Quotienten  der  von  u  unabhangigen 
Grossen  ca  in  (1)  §  6  zu  bestinimen;  und  wir  leistea  dieselbe  gleich 
im  Verein  ID  it  der  Darstellung  der  0-^^  der  Collineationen  der  Curve 
Cn  in  sich.  Es  ist  zweckniassigj  hierbei  von  einer  neuen  Ausdrucks- 
weise  der  Xa  auszuge]2en?  derjenigen  namlich,  welche  wir  fiir  n  =  3 
in  der  Pormel  (2)  p.  255  angaben.  Wir  ziehen,  urn  diese  Pormel  zu 
verallgemeinern,  zuvorderst  die  beiden  Pormeln  (1)  des  vorigen  Para- 
graplien  in  die  eine  zusammen: 

n  —  I 
(1)  3T«(tt)  =  Ca   I    I  6  tt         p  +  t  (U  \   GJj  ,  C02)  7 


in  welcher  wir 

(2)  a  =  0  oder  =  i 

gesetzt  denken;  je  nachdein  n  ungerade  oder  gerade  ist.  Des  welteren 
merken  wir  uns  sogleich  fiir  die  durchzufabrenden  Redinungen3  welclie 
Veranclerung  die  XK(u)  bei  Vernaehrang  des  u  um  Perioden  erfahren, 
Der  Quotient  von  Xa(u)  und  der  n^n  Potenz  der  ursprunglichen 
tf-Punetion  ist  periodisch.  um  co1?  co2  (man  vgl.  aueli  die  Formeln  (2), 

(3)  in  I  p.  158),  und  ebendeshalb  wird  Xa(ti)  sich  bei  Yermehrung 
des  u  um  Perioden  ebenso  verhalten  wie  ti*fyi),  woriiber  man  I  p.  156 
(9)  nachsehe; 

(3)  Xtt 


tt 


Weiter   sind    die   Nullpunkte   von  3£a(u)   in  dem  zu  co^  c?2  ge- 
ho  rend  en  Periodenparallelogramm  der  t^-Ebene  an  den  Stellen 

(4)  «-(^  +  «)®1  +  £J£«',,     ^  =  0,1,...,    n-1 

gelegen.    Eben  dieselben  Nullpunkte  weist  aber  aucli  die  durch  Trans- 
formation n**T  Ordnung  entspringende  Function: 
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i.  5) 


auf,  und  da  Unstetigkeitspunkte  im  Periodenparallelogramm  weder  bei 
ihr  noch  bei  Xa  auftreten,  so  1st  der  Quotient  von  (1)  und  (5)  in  Ab- 
hangigkeit  von  u  eine  Exponentialgrosse.  So  gewinnen  wir  allgemein 
den  schon  bei  n  =  3  formulierten  Ansatz: 

(6)  Xa  fa)  =  <*«  <PM  '  ta 

n 

Wie  wir  schon  clanials  andeuteten,  haben  wir  6r(¥)  jetzt  so  zu  be- 
stimmen,  dass  die  rechte  Seite  von  (6)  bei  Vernaehrung  des  u  urn 
Perioden  das  durch  (3)  gekennzeichnete  Yerhalten  zeigt;  eine  Bestim- 
mung  des  6f,  die  sich  bis  auf  eine  additive  Constante  nur  in  einer 
einzigen  Weise  treffen  lasst.  Das  Vernalten  des  auf  der  rechten  Seite 
von  (6)  enthaltenen  ^-Factors  berechnet  man  ohne  Mtihe  aus  den  be- 
ziiglichen  frtiheren  Pormeln;  uni  die  Bezeicnnungsweisen  auseinander 
zu  halten,  benenne  man  dabei  notigenfalls  die  transformierten  Perioden 

co1  ,  ~  besonders  als  c51  ,  w%  und  bezeichne  die  ihnen  zugehorigen  und 

mit  ihnen  cogredienten  Perioden  des  Integrals  zweiter  Gattung  ent- 
spreehend  durch  ^1?  %.  Indeui  wir  u  einerseits  um  031?  sodann  um 
oj2  vermehren,  erhalten  wir  als  die  beiden  von  6r(w)  zu  fordernden 
Bedingungen  nach  kurzer  Zwischenreehnung: 

a  (11  +  «,)  -  G  (u)  _  (u  +  f  )  (nfll  -  fa 


—  Q-  (u)  =  (w  +  -|)  (wija  — 


Zufolge  der  Legendre?schen  Eelation  fur  die  transformierten  Perioden 
besteht 


nf2  — 


identisch,  und  wir  wollen  den  gemeinsamen  Wert  der  rechten  und 
linken  Seite  von  (8)  in  einer  auch  sonst*)  gebrauchlichen  Bezeich- 
nungsweise  durch  G±  benennen.  Daraufhin  nehmen  die  Formeln  (7) 
die  neue  Gestalt  an: 

a  (U  +  *J  —  G (u)  =  -  ffx .  (2 UG)I  +  co,2), 

&  (u  +  w2)  —  a  0)  =  —  <?x .  (2wG>2  +  Q22), 

und  man  sieht;  dass  dem  Exponenten  in  (6)  einfach  die  Bedeutung 
—  G^u*  zukommt  Ms  neue  Darstellung  der  Xa  gewinnt  man  so: 

*)  Man  selie  z.  B.  die  Dissertation  von  Felix  Muller,  De  tmnsformatione 
funvtionum  elliptie&rum,  Berlin  1867. 
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(9)  Xa(u  |  (o,,  aj—aae-0* 


^ 

' 


oder  auck  ausfilJtrlicfi  unter  Eiickgang  auf  die  ursprilngliclie  0-  Function 
selbst: 


..A 

n/ 


Wir  denken  ubrigens  durcli  diese  Porinel  die  Xa  ztiglelch  fiir  solclie 
ganzzalilige  a  definiert,  die  nicht  im  Intervall  0,  1;  ...?  n  —  1  ge- 
legen  sind. 

Um  jetzt  die  Veranderung  der  Xa  gegeniiber  den  2n2  Operationen 

,          ,          ,    1  a?,  4-  it  to9 

"  --  ^-^-^ 


in  Erfahrung  zu  bringen,  bemerke  man  erstlich,  dass  Xa  \.u  -)  —  — 

offenbar  die  namlichen  Nullstellen  im  Periodenparallelogramm  aufweist; 
wie  20_A(w).  Der  Quotient  beider  Functionen  wird  also  als  Function 
von  it  eine  Exponentialgrosse  sein?  und  wir  gewinnen  von  (10)  aus 
nach  kurzer  Zwischenrechnung  als  Ausdruek  derselben: 

nil*       . 


Hier  erscJieint  es  im  HinUick  auf  weiter  folgende  Formeln  eweckmassig, 
iiber  die  Quotienten  der  aa  folgende  endgultige  Festsetsung  #u  treffen: 


(11)  0«—  (—  1) 

'tvobei  n  eine  von  u  undbhangige  Function  der  Perioden  bedeutet,  derm 
Bestimmung  Gregenstand  einer  spateren  Untersuchung  ist.  Nach  dieser 
Festsetzung  erhalten  wir  als  die  gesuchte  Veranderung  des  Xa  bei 

Ausfuhrung  der  Operation  u'  =  u  -\  --  -: 


(12)  X, 

Des  weiteren  hat  Xa  (u  +  —  J  offenbar  dieselben  Nullpunkte  wie 

Xa  (u),  so  dass  wiederum  der  Quotient  dieser  beiden  Gbrossen  eine  Ex- 
ponentialfunction  von  u  ist.  Die  Einzelrechnung  weicht  kaum  wesent- 
lich  von  der  soeben  durehgefuhrten  ab  und  ergiebt  das  Resultat: 
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Durch  Wiederholung  dieser  Form  el  entspringt  die  etwas  allgemeinere.0 


Besonders  einfacli  erledigt  sich  endlicb  die  Operation  u  =  —  M; 
Xft(—  «)  bat  die  Nullstellen  mit  Zn_a(«)  gemeinsam,  und  der  Quo- 
tient beider  Funetionen  ist  sogar  constant,  namlicb  gleicb  (  —  l)w. 

Wir  stelien   die  Resultate,  wie  sie  aus   den  bereclineten  Formeln 
fast  unnrittelbar  entspringen,  tabellariscb  zusanimen  und  numerieren 
die    mitzuteilenden    Gleicbungen    besonders,   um    sie   weiterbin   leicht 
citieren  zu  konnen: 
(I)       Za+w(w)==Xa(w), 
(II) 

(HI) 


Die  erste  dieser  Formeln  entspringt  aus  dem  Vergleich  von  (3)  und 
(12);  wenn  wir  einerseits  m1==  —  1,  w2==0  und  andrerseits  A  =  —  n 
setzen.  Die  dritte  Formel  ist  das  Resultat  der  Combination  von  (13) 
und  (12),  und  endlicb  folgt  die  letzte  aus  (12),  wenn  wir  dort  erstlich 
a  =  0?  sodann  aber  h  —  —  a  scbreiben. 

Die  Collineationsgruppe  6r2»«  der  Normalcurve  Cn  in  sich  lasst  sicb 
daraufbin  aus  den  folgenden  drei  Operationen  erzeugen: 

Zirta 

(14)  JTj  *  2a   =  jLn—  a  ;       &$  '  ^a    s=i  ^-a+  1  j      ^tg  *  -%-a  =  &  -^a* 

Hierbei  sind  die  %,  %,  %  drei  Proportionalitatsfactoren,  und  die 
unteren  Indices  der  X  diirfen  zufolge  (I)  beliebig  modulo  n  reduciert 
werden. 

Jetzt  gelingt  auch  leicht  nachtraglich  der  Beweis,  dass  die  n  Grossen 
3La  (it)  wnmoglich  unaWwmgig  von  u  einer  linear  en  Identitdt: 

(15)  cQXQ(u)  +  dXi($  +  •••  +  ^iZ»-i(«)  =  0 

mit  nickt  durchgehends  verschwindenden  Coefficients  c  genugen  Tconnen. 

Bestande  namlieh  eine  Identitat  (15),  so  wiirde  dieselbe  aucb  ricbtig 
bleiben,  wenn  wir  auf  die  X  irgend  eine  der  Operationen  (14)  aus- 
uben.  Man  wende  nun  (n  —  A)  Male  die  zweite  Substitution  (14)  an, 
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wo  A  irgend  eine  gauze  Zalil  aus  dem  Interval!  1,  2,  .  ..,  n  ist,  und 
erhalt  : 

(16)  aXQ  +  d+iXt  +  <*+  8X8  +  •  •  •  -  0. 

tJbt  man  auf  diese  Gleiehung  nach  einander  (n  —  1)  Male  die  dritte 
Operation  (14)  aus  und  addiert  alle  (n  —  1)  entspringenden  Gleichungen 
zu  (16)  hinzu,  so  kommt  offenbar  die  Identitat  ncj.XQ(u)  =  0,  was 
d  =  0  erfordert.  In  (15)  sind  also  notwendig  alle  Coefficienten  mit 
Null  identisch. 

§  8.     Reinenentwicklungen  fiir  die  Functionen  Xa(it  \  a>1?  co2) 
bei  "beliebigem  n. 

Zur  Vorbereitung  fiir  spater  anzustellende  Rechnungen  sehliessen 
wir  an  dieFormel  (9)  des  vorigen  Paragraphen  analy  tisehe  Darstellungen 
der  Functionen  Xa(u  \  c?1?  c?2)  in  Gestalt  von  Potenzreihen  und  fuhren 
zu  dem  Ende  in  der  soeben  citierten  Formel  zunaehst  die  Functionen  ^ 
ein.  Indem  wir  die  ungeraden  n  von  den  geraden  sondern  und  mit 
den  ersteren  beginnen,  schreiben  wir  uns  die  erste  Formel  (4)  in 

I     .  161  fiir  die  transformierten  Perioden  co     —  auf: 


ly 


n 


wobei  wir  die  weiterhin  noch  oft  vorkomniende  Bezeicnnung  A  durcli 

(2)  A(oJl)C,,)  =  A(«1,^) 

erklaren.     Bei  der  Bedeutung  von  G±  kommt  jetzt  erstlich  fiir  X0: 

00  «    --~ 


2nn  r  ** 

Die  Formel  (IV)  fuhrt  von  hier  aus  zu  einer  entsprecbenden  Darstellung 
der  ilbrigen  Xa,  wobei  wir  auch  die  Bezeichnung  #  von  I  p.  156  wieder 
aufnehmen: 

12* .  u*  <** 

^,20)2 

/'A^      "V    Cn f   I   ri       r~i  \ ( 1  \ci  i 

V.    /  "  \      1       1  *       *j/         \  / 


Die  in  I  p.  160  fiir  "die  ^-Function  gegebene  Reihenentwicklang 
schreibt  sich  unter  Gebrauch  der  Bezeichnungen  »  und  r  in 
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um.    Setzen  wir  diese  Entwicklung  in  (4)  ein?  so  komint  naeh  kurzer 
Zwisclienrechnung   als  EeiJiendarstellung   der 
eines  ungeraden  n: 


(6) 


2»«  r 


Ftir  die  geradeu  ^  kniipfen  wir  in  entsprecliender  Weise  an  die 
vierte  unter  den  Forineln  (4)  I  p.  161?  welche  fur  die  transformierten 
Perioden  die  Gestalt  annimmt: 


^\                         I     i           fflA            J=  e      a            rt    /ww«        \ 

(7)  6.      (u     CD,  ,  — j  =  e       •  — #•,   ,  rn) . 

^  J               Jj,i\     '     13  w/  -               -       a  \  w    ^     / 

Fur  XQ  kommt  nun  einfach: 


und  von  da  aus  vermoge  (IV)  allgemein: 

p^ 

(9)        i(fl  I   03U   09,)  =  ^. 


Benutzt  man  endlich  fur  #3  die  Reihenentwicklung: 

(10) 

so  entsjpringm  fur  die  Xa  im  Falle  eines  geraden  n  die  Darstellungen: 

^u*  „       (m»~*)» 

(11)  Xa  (U  I   ffl,  ,   (D8)  S"          "— 


Man  wird  nier  zugleich  den  Grund  benierkt  haben;  warum  in  Formel 
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z  rt 


(11)  des   vorigen  Paragraph  en  rechter  Hand   der  Factor  e       2     auf~ 
genommen  wurde*). 

Auch  Potenzentwicklungen  nacli  u  werden  wir  fur  die  IKa  mehr- 
facli  zu  gebrauchen  haben.  Wir  schreiben  dieselben  allgeniein  in  der 
folgenden,  weiterhin  immer  wieder  zn  benutzenden  Gestalt: 

/tci\  -\r     /    \  i  i  u*      r  U"3      .  U*      . 

(12)  Xa  («*)  =  0a  +  y*  •  U  +  %a  Y  +  Wa  -g-  +  ^  34  ^  ---- 

und  haben  in  den  liier  auftretenden  Coefficienten  0a,  ya  etc.  Functionen 
der  Perioden  aliein?  deren  nahere  Untersucliung  eine  unserer  Haupt- 
aufgaben  sein  wird.  Einige  Bemerkungen  fiber  dieselben  entspringen 
aus  der  Formel  (II)  §  7,  naeh  welcher  Xa(—  u}  mit  (—  l}n  Xn-a(u} 
identiscli  ist.  In  der  That  folgen  fur  ungerade  n  die  Identitaten: 

(13)  $»_«——  8a,       y*-a  =  y*,       »»-«=—  a?«,       W«-.«=Wa       etc. 

und  also  insbesondere: 

(14)  £o=0,     ^0=0?     v0—  0     etc., 
wogegen  wir  fur  gerade  n  die  folgenden  Identitaten  gewinnen: 

(15)  0n_a,=3j&«7     y»—  a=  —  ya;    a?B_a«»fl?a     etc., 
sowie  daraus  im  speciellen 

(16)  %  =0,    #«  =  0,     w0  =  0,    w»  —  0    etc., 

2  2 

Gleichungen,  auf  die  wir  noch  haufig  zurtickkommen  werden. 


§  9.     Aufstellung  der  n\n~  '  imear-tuiabliangigen,  zwisclien  den 

allgemeinen  "Ka  foestehenden  quadratisehen  Relationen. 
Bereits   in   §  2   des   gegenwartigen   Kapitels  (p.  245)   haben   wir 
VOIL  n  (n  "~    ^  linear-unabhangigen  Flachen  zweiten  Grades  im  Eaume 

U»_i  gehandelt,  welche  ausreichend  waren,  die  Normalcurve  titer  Ord- 
nung  Gn  rein  darzustellen.  Unter  Zugrundelegung  des  singularen  Co- 
ordinatensystems  der  Xa  konnen  wir  leicht  die  Gleichungen  dieser 
Flachen  angeben,  indem  wir  an  die  wohlbekannte  a'-Eelation: 


*)  Hatten  wir  ubrigens  an  Stelle  des  bei  geraden  n  wirklich  zur  VerwendiiBg 
gebrachten  <y-Productes  (1)  p.  257  eines  der  beiden  p.  260  erwElanten  Producte 
gebraucht,  so  w'are  liier  an  Stelle  der  Function  #3  entweder  ^-0  oder  &%  anf- 
getreten. 
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(1)  t  («f j  +  «2)  <?  (X  —  %)  tf  («3  +  w4)  if  («8  —  ?<4) 

+  <*  Oi  ~f  «s)  <*  (%  —  *«s)  *  (%  +  %)  *  (W4  —  wa) 
+  0  («*i  +  W4)  tf  (%  —  tO  0  («%  +  %)  tf  (u-2  —  w»)  =  0 
ankntipfen*). 

Man  denke  sich  diese  Formel  (1)  fur  die  transformierten  Perioden 

o>1?  —    gebildet   und    setze   fur    die   Argmnente  it;   die   nackfolgenden 
speciellen  Werte  ein: 


s  in  der  Becleutung  des  vorletzten  Paragraphen  (cf.  Forroel  (2)  da- 
selbst)  gebraueht.  Dureh  Zusatz  gewisser  Exponentialfactoren  fuhre 
man  demnachst  an  Stelle  der  einfachen  tf-Functionen  die  ^3/(t  bez.  die 
Xa  ein;  nnd  es  triffb  sich,  dass  die  drei  Glieder  der  Relation  (1)  gerade 
libereinstimmend  den  narnliclien  Zusatzfactor  erfordern.  Indem  wir 
tibrigens  von  der  abkiirzenden  Schreibweise: 

(3)  <?;, 

Gebrauch  maelien?  entspringt  durch  die  gekennzeichnete  Uinforniung 
aus  (1)  die  gewunschte  Relation  zwischen  den  Xa  in  der  allgemeinen 
Gestalt: 

1  -~ — -,  0     -*—- — ^,0  J        3         4  — - — ^,0     -~- — i,  0 


0. 


Falls  w  eine  ungerade  Zahl  ist,  wird  6a      mit  ( — l)aXtf(0)   d.  i.  im 

n  * 

Sinne  von  (12)  §  8  mit  ( — l)a£a  proportional;  hier  konnen  wir  also 

(4)  noch  in  die  Gestalt  umsclireiben: 

(5)  2^-j-fl^  Aofj-j.^  "  ^ffa— ai8aiT-az  +  X^  +  a,  -Aa4_}_aa  '  #«3  — or^s— «4 

"T  -^ai  +  ff4-^24-cr3  *  ^4—  %^«3  —  ora  ^  v. 

JD^5  smJ  nw^  &'e  g^uadraMschen  RelaUon&i  gwischen  den  Xaj  soweit  sie 
sic/i  unmitteTbar  aus  (1)  ergeben. 

Wir  haben  nun  zu  untersuclien,  wie  viele  linear  -unabhangige  Re- 
lationen  in  der  allgemeinen  Gestalt  (4)  entbalten  sind.  Die  Summe 
^  =  a  -f-  $  der  in  (4)  entbaltenen  quadratischen  Verbindungen  Xa  Xp 
ist  fiir  alle  drei  Glieder  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  die  namliehe. 


*)  Man  selie  Sehwarz,  Forvneln  und  Lehrsat&e  gum  G-ebrauche  der  ellipti- 
sohen  Functionen  (Artikel  38)  so  wie  Weierstrass  in  den  Berliner  Beriehten 
yon  1882. 
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In  der  That  werden  ja  auch  infolge  der  dritten  Operation  (14)  p.  264 
in  der  einzelnen  quadratischen  Relation  immer  nur  Glieder  nait  gleieheni 
s  enthalten  sein,  wie  aucli  auf  der  anderen  Seite  eine  einzelne  unserer 
Relationen  als  lineare  Combination  jedenfalls  nur  solcher  Relationen 
darstellbar  1st,  die  alle  das  namliche  5  wie  jene  haben.  Die  quadrati- 
schen Verbindungen  der  X  von  gegebenem  s  sind  nun 

XQXS  ,    XlXs^iJ  ...,    XiXs—i,  ..., 

und  deren  Anzahl  1st,  sofern  wir  n  vorerst  als  eine  ungerade  Zahl  an- 
nehnien,  offenbar  n^  .  Da  lassen  sich  vermoge  (4)  durch  die  beiden 

ersten  Yerbindungen  alle  —  -  —  iibrigen  in  der  Gestalt: 


(6) 

darstellen;  in  der  That  wahle  man  zu  diesem  Zwecke  die  ai  den  Oon- 
gruenzen  : 

(7)     2^=1  +  ^—5,  «2=  —  at,  as=  —  «!  +  !,  a^=  —  c^  +  i,   (mod.w) 


____  Q 

gemass.  Fur  stehendes  s  erhalten  wir  solcherweise  —^  —  offenbar  linear- 

unabhangige    Relationen,   und  also    den  verschiedenen  Werten  s  ent- 

,       ,    ,  .  n  (n  —  3) 

sprechend  deren  im  ganzen  —  ^-r  —  -• 

Bei  geradem  n  haben  wir  zu  unterseheiden,  ob  s  ungerade  oder 
gerade  ist.  Im  ersteren  Falle  haben  wir  die  —  verschiedenen  Ver- 
bindungen XQXS)  X^Xs—Sj  •  ..,  X,—  aX—  n-f-2,  und  wir  driicken  auf 
Grund  von  (4)  und  (7)  in  XQXS,  X8-^iX1  die  ubrigen  ^^—  Ver- 
bindungen in  der  Gestalt  (6)  aus,  was  den  —  Werten  s  entsprechend 
n(n~-&)  ijjjegj.^ja^gngige  Relationen  giebt  Bei  geradem  s  wenden 

wir  fur  die  ungeraden  i  die  bisherige  Wahl  (7)  wieder  an;  fur  die 
geraden  Werte  von  i  aber  setzen  wir: 

(8)  2c*1=2+i—  s,  cfe=—  (*!,  «3=—  «i  +  2,  cc4e~—ccl+i,  (mod.»), 
und  lassen  an  Stelle  von  (6)  Relationen  der  Gestalt: 

(9)  X-X-i  =  CiXtX.  + 


*i  —i—  ^ 
aus  (4)  entspringen.     Da  man  aber  fur  die  geraden  s  leicht  je  —  — 


verschiedene  quadratisehe  Verbindungen  XtXt—i  abzahlt,  so  haben  wir 
fiir  ^^s^O  (mod.  2)  insgesamt  n  ^n^"  2-  Jinear-unabhangige  quadra- 
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tische  Relation  en  in  (4)  naekgewiesen;  deren  Gesamtzahl  far  gerades 

n  1st  also: 

n  (n  —  4)    ,    n  (n  —  2) n(n  —_3) 

_          |          _  _ 

Wir  liaben  somit  als  Eesultat  unserer  letzten  Uberlegungen:  Das  voile 
System  der  quadmtisdien  Eelationen  gwischen  den  Xa  ist  durcli  die  unter- 
schiedenen  Formeln  (4)  leg.  (5)  gegeben*'). 


§  10.     Deutimg  von  Problemen  aus  der  Teilungs-  und  Trans- 
formationstlieorie  vermittelst  der  Hormalcurven. 

Im  Voraufgelienden  sind  die  Grundlagen  der  Theorie  der  ellipti- 
schen  Normalcurven  insoweit  entwiekelt,  als  wir  dieselben  weiterhin 
ftir  die  Zwecke  der  Modulfunctionen  brauchen  werden.  Ehe  wir  in- 
dessen  diese  letzteren  Zwecbe  weiter  verfolgen,  verweilen  wir  nocli 
einen  Augenblick  bei  einigen  Problemen  der  Teilungs-  und  Trans- 
formationstheorie?  welche  mit  Hiilfe  der  elliptischen  Normalcurven  Cn  eine 
zwanglose  geometrische  Interpretation  finden.  Man  konnte  iiberhaupt 
den  Versucli  maclien;  auf  Grundlage  der  Normaleurve  niex  Ordnung 
eine  planmassige  Darstellung  der  Theorie  der  doppeltperiodisclien 
Function  en  zu  entwerfen**),  wo  wir  dann  freilich  nur  erst  in  den  nieder- 
sten  Fallen  n  das  Material  in  etwas  ausgedehnterer  Weise  explieite 
durchgebildet  jB.nden  wiirden***).  Inzwischen  zieben  wir  die  Grenze  ftir 
unsere  Betraclitung  selir  viel  enger?  indem  wir  nur  die  Bedeutung  der 
oben  besproctenen  beiden  Arten  der  Coordinatensysteme  der  Cn  fur 


*)  Fur  n  =  5  sind  die  quadratischen  Relationen  des  Textes  von  Hrn.  Bianchi 
in  der  melirfacli  genannten  Arbeit  (Math.  Ann.  Bd.  17)  auf  directerem  analytiscli- 
geometrisclieii  Wege  abgeleitet.  Eben  diese  Eelationen  fur  ^  =  5  sind  ubrigens  auch 
yon  H alp  hen  behandelt  worden;  man  sehe  dessen  Abkandhmg  ,,Sur  la  reduction 
des  equations  differentielles  lineaires  aux  formes  integrables" '3  in  der  iiberhaiipt  die 
Xa  fur  ungerade  n  auffcreten  (Bd.  18  p.  289  der  ,,Memoires  presented  a  I'Aca- 
demie  des  Sciences  de  Paris",  1883). 

**)  Man  ygl.  namentlich  die  Tendenz  des  schon  melirfacli  genannten  Auf- 
satzes  von  Klein,  fiber  unendlich  viele  Normalformen  des  ellipUsclien  Integrals 
erster  Stufe,  Berichte  der  Munchener  Akad.  vom  Juli  1880,  abgedr.  AnDalen  Bd.  17. 
***)  Fiir  n  ==  3  entsprechen  der  im  Teste  ausgesprochenen  Idee  ganz  be- 
sonders  die  Entwieklungen  von  Hrn.  Pick,  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen, 
Math.  Ann.  Bd.  28  (1886).  Bs  werden  dort  die  elliptischen  Functionen  als  Co- 
varianten  zweier  Punkte  der  Normal-G3  betrachtet  und  speciell  fur  #>(«),  $> '  (u] 
dementspreehende  Darstellungen  explieite  angegeben.  Hieran  reihen  sich  Unter- 
Buchungen  fur  n  =  4,  die  Halphen  im  zweiten  Bande  seines  oft  genannten 
Werkes,  sowie  Hr.  Pick  in  den  Wiener  Berichten  von  1888  gegeben  liaben.  Vgl. 
Qbrigens  das  Citat  in  I  p.  2. 
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gewisse   Pragen  der  Teiiungs-  und  Transforniationstheorie   aufweisen 
wollen. 

Vor  alien  Dingen  steht  das  JcanoniscJie  Coordinatensystem  der  Cn  in 
engster  Beziehung  zur  Teilung  nter  Ordnung  erstetr  Stufe,  wie  wir  sie 
im  Kap.  1  des  vorigen  Abschnitts  fassten.  Wir  werden  dab  el  angeleitet, 
nicht  nur  $(u)  nnd  p'(w),  sondern  siinultan  iinmer  gleich  alle  (n  —  1) 
Grossen  f(u),  J0'(w),  $>"(u),  ...?  die  wir  zn  Coordinaten  der  On  setzten, 
der  Teilung  niQT  Ordnung  zu  nnterwerfen;  es  hat  dieser  Umstand  seine 
wielitigen,  sogleicb.  noch  hervortretenden  Folgen.  Handelt  es  sich  jetzt 
um  das  allgemeine  Teilungsprobleni,  so  sind  bei  demselben  die  Coor- 
dinaten irgend  eines  Curvenpunktes  mit  dem  transcendenten  Argumente 
u  gegeben;  und  wir  liaben  die  Aufgabe,  von  hier  aus  die  Coordinaten  der 
n2  Curvenpunkte  mit  den  Argumenten 

(1)  tt'=J!i  +  ***+*"»« 

v  J  ! 


%u  "berechnen.  Hier  ist  denn  die  gleichzeitige  Betraclitong  aller  (%—  1) 
Grossen  p(V),  F'(W)?  P"(W);  •••  besonders  Yorteilhaffc;  es  entspringen 
n'amlich  die  n2  Punkte  (1)  aus  einem  unter  ihnen  durcn  die  in  der 
Collineationsgruppe  G2»a  enthaltene  TJntergruppe  (?»«.  Dementsprecliend 
konnen  wir  alle  n2  Losungssysteine  des  allgemeinen  Teilungsproblems 
in  einem  unter  ihnen  linear  darstellen?  wobei  freilich  neben  g%  und  g% 
auch  noch  die  speciellen  Teilwerte  ^>Ae,  £#;.,/*  adjungiert  zu  denken 
sind.  Zu  diesen  letzteren  und  damit  zum  speciellen  Teilungsproblem  wter 
Ordnung  gelangen  wir  durch  die  Substitution  u  =  0;  dieses  Problem 
kleidet  sich  jetzt  sofort  in  die  Aufgabe,  die  Coordinaten  der  n*  singu- 
Idren  Punkte  im  Jcanonischen  System  anzugeben.  Die  specielle  Drei- 
teilung  kommt  also  auf  die  Bestiinmung  der  9  Wendepunkte  der  in 
kanonischer  Gestalt  gegebenen  03  Muaus*),  die  specielle  Vierteilung 
aber  auf  die  Bestimmung  der  16  Wendeberuhrungspunkte  der  ent- 
sprechend  gegebenen  Raumcurve  yierter  Ordnung  Tom  Geschlechte  1. 
Eine  ahnliche  Analogie  besteht  weiter  zwischen  dem  Transfor- 
mationsproblem  niex  Ordnung  und  der  Aufsuchung  der  singuldrm  Coor- 
dinatensysteme  der  Gn.  Es  zeigte  sich  oben,  dass  es  insgesamt  vier  tmter- 
schiedene  Wendedreiecke  der  CB  giebt;  dieselben  fanden  wir  in  §  5 
den  vier  gleichberechtigten  Oongruenzgruppen  T4  der  dritten  Stufe  in 
dern  damals  erorterten  Sinne  eindeutig  zugeordnet.  Aus  den  Formeln 


*)  Wenn  die  C3  nicht  in  kanonisclier  Form,  sondern  in  ganz  belieblger  Ge- 
stalt gegeben  wird,  so  entspricht  die  Aufsuchung  der  Wendepunkte  dem  allge- 
meinen Teilungsprobleme,  vgl.  Clebscli-Lindemann,  Vorles.  uber  Geometrie  I, 
5.  Abteilung. 
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des  naehsten  Kapitels  folgt  aber  ganz  allgemein,  dass  das  singuldre 
Goordinatenpolyeder  der  Gn,  wie  wir  dasselbe  fixierten,  eines  1st  unter  ty  (ti) 
gleicliberechtigten,  welche  dann  wieder  den  fy(n)  Gruppen  I"^^  der  ?iten 
Stufe  gugeordnet  sind.  Das  sind  nun  gerade  die  Untergmppen,  welche 
der  Transformation  nter  Ordnung  zu  Grunde  liegen;  und  also  warden 
wir  sagen  konnen:  Der  tflergang  vom  Jcanonischen  Coordinatensystem 
(d.  i.  dem  System  erster  Stufe)  zit,  einem  einselnen  singularen  Polyeder  liefert 
ein  Bild  fur  die  Auffindnng  einer  ein&elnen  Wur^el  einer  Transformations- 
gleicJmng.  Bei  diesem  Satze  wird  das  Polyeder  als  Gauzes  gedacht; 
spalten  wir  dasselbe  in  seine  einzelnen  Ebenen,  so  entspricht  dem,  be- 
haupten  wir,  eine  vollstandige  Auflosung  der  Transformationsgleichung*  Es 
beruht  dies  auf  dem  Umstande,  den  wir  bald  kennen  lernen  werden, 
dass  sich  die  verschiedenen  gleicnberecntigten  Systeme  der  Xa,  die  es 
bei  der  Normalcnrve  giebt;  aus  einem  derselben  linear  mit  numerisclien 
Coefficienten  berechnen  lassen.  Von  der  anderen  Seite  gesehen  liegt  in 
diesen  linearen  Formeln  ein  neuer  Ansatz  zur  Behandlung  des  Trans- 
formationsproblems  selbst,  und  es  verlohnte  sich  wohl  um  so  mehr, 
demselben  gelegentlich  nachzugehen?  als  dabei  eine  Eeihe  auf  das  Trans- 
formation sproblem  bezuglicher  Entwicklungen  Jacobins,  die  sonst 
isoliert  zu  stehen  scheinen^in  ein  allgemeines  Beziehungssystem  ein- 
geordnet  werden.  Wir  kommen  hierauf  im  nachsten  Kapitel  gelegent- 
lich zuriick. 


Zweites  Kapitel. 
Die  GrosseH  Xa  betrachtet  als  Functioneii  der  Perioden  co1?  e>3. 

Unserem  eigentliclien  Zweeke,  namlieh  Beitrage  zur  Theorie  cler 
Congruenzmoduln  zu  gewinnen,  soil  jetzt  dadurch  explicite  Rechnung 
getragen  werden,  dass  wir  die  im  vorlgen  Kapitel  eingefiihrten  Grossen 
in  ihrer  Abhangigkeit  von  den  Argumenten  G?I?  c?2  in  Betracht  zlehen. 
Dabei  erledigen  sick  diejenigen  Functionen  ohne  weiteres?  welclie 
beim  Aufbau  des  Jcanonischen  Coordinatensystems  fiir  die  Normalcurve 
Cn  Verwendung  fanden;  sie  bleiben  als  Grossen  der  ersten  Sfcufe  bei 
der  Austibung  irgend  welcher  Modulsubstitutionen  direct  unverandert. 
Ganz  anders  verlialten  sich  die  Grossen  Xa?  anf  welclie  wir  das  sin- 
gulare  Coordinatensystem  grtindeten-,  bei  n  =  3  fiibrten  dieselben  un- 
mittelbar  zur  dritten  Stufe  hin?  und  wir  werden  ganz  allgemein  fiir 
beliebiges  n  zu  analogen  Resnltaten  gelangen,  wie  wir  schon  ini 
vorigen  Kapitel  gelegentlicn  andeuteten.  Hierbei  ist  e&  vor  allem  er- 
forderlich,  den  in  den  bisherigen  Definitionsformeln  der  Xa  noch  un- 
bestimmt  gelassenen  Factor  K  endgiiltig  zu  j&xieren;  und  indem  wir 
dies  am  Beginn  des  gegenwartigen  Kapitels  erstlieh  fiir  ungerade  n  end 
sodann  fiir  gerade  in  eigenartiger  Weise  leisten,  erzielen  wir  dadurcli 
fiir  die  spaterhin  festzustellende  Wirkung  der  Modulsubstitution  T  auf 
die  Xa  besonders  einfacbe  Resultate. 

Die  MehrzaH  der  anzustellenden  Betrachtungen  hat  fiir  die  Theorie 
der  elliptischen  Normalcurven  ihren  geonietrischen  Sinn.  Schon  bei 
n  =  3  fanden  wir;  dass  die  Ausiibung  gewisser  Modulsubstitutionen 
den  Ubergang  von  einem  ersten  singularen  Coordinatensystem  zu  den 
iibrigen,  mit  jenem  gleichberechtigten  bedeutete.  Man  wird  bei  be- 
liebigen  n  analoge  Verhaltnisse  antreffen;  aber  wahrend  dieselben  fiir 
n  =  3  von  der  rein  geonietrischen  Seite  her  direct  iibersehbar  waren? 
werden  wir  auf  eine  ahnliehe  Deductionsweise  bei  allgemeinem  n  wegen 
der  Yielseitigkeit  cler  uns  entgegentretenden  geouietrisehen  Verhalt- 
nisse von  vornherein  verzichten  mfissen,  Es  schien  dieserhalb  ratlich, 

Kloiix-Pricko,  Modulftmctionen.   II.  IS 
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von  einer  Einfiihrung  der  vorzunehmenden  Untersucliungen  unter  eineni 
der  Theorie  der  elliptischen  KTormalcurven  entlehnten  geometrisclien 
Bilde  ganz  abzusehen  (vgl.  indes  weiter  unten  §  9). 

§  1.    EndgixLtige  Attswabl  und  Darstelhingen  fiir  den  Znsatzf  actor  x 
der  Xa(u  \  a1?  co2)  im  Falle  eines  ungeraden  n. 

In  §  7  des  vorigen  Kapitels  waren  die  Xa  der  einzelnen  Ordnung  n 
erst  bis  auf  einen  gemeinsamen  von  u  unabhangigen  Factor  5c  bestimmt; 
den  wir  nunmehr  im  Falle  eines  ungeraden  n  als  Function  der  Perloden 
in  der  folgenden  Weise  festlegen  wollen*): 


Auf  Grund  beztiglicher  fruherer  Satze  erkennt  man  vermoge  der  zweiten 
Grestalt  des  %  in  dieser  Grosse  eine  eindeutige  Modulform;  ihre  Di- 

mension ist  ~(n  —  1);  und  sie  wird  zufolge  der  in  (2)  p.  265  ange- 

gebenen  Bedeutung  von  A  der   nt&n  Stufe  entweder    absolut  oder  ad- 
jungiert  zugehoren. 

Um  fiber  den  letzteren  Punkt  sogleich  naher  zu  entscneiden,  wollen 
wir  jene  Formelsysteme  verallgemeinern,  welche  uns  oben  (p.  68) 
den  Zusammennang  der  Grosse  (1)  mat  den  Teilwerten  der  jp'-  und 
der  6  -Function  1m  Falle  einer  Primzahlstufe  angaben.  An  Stelle  der 
damaligen  functionentheoretiscten  ScHussweise  ist  es  zweckmassig  nier 
eine  analytische  Ableitung  treten  zu  lassen,  und  wir  kniipfen  zu  diesem 
Ende  etwa  an  die  yon  (8)  p.  28  her  bekannte  Formel: 


(\  -  rm  *-?} 

'(  i-^  r 


Wir  betonen  dabei  ausdriicklich^  dass  der  Teilungsgrad  fiir  die  in 
diesem  und  den  beiden  folgenden  Paragraphen  eintretenden  Teilwerte 
die  beliebige  ungerade  Zahl  n  sein  soll?  und  branchen  im  iibrigen  s 
bis  auf  weiteres  in  der  Bedeutung  der  ^ten  Einheitswurzel: 

2£ft 

(3)  s  —  e~, 

da  in  der  That  die  im  vorigen  Kapitel  unter  (2)  p.  261  erklarte  Bezeich- 
nung  s  weiterhin  nicht  mehr  zur  Ver  wen  dung  kommt.  Man  bilde  jetzt 

die  Formel  (2)  fur  die  Zahlwerte  ^  =  1,  2,  .  .  .?  ^-y~  und  multipli- 


*)  Cf.  Klein,  ,,Norrnalcurven"  p.  34  u.  f. 
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ciere  die  — —  Gleicliungen  rait  einander.    Dabei  fassen  sich  die  reciits 

auftretenden  Factoren   in  leiclit    ersiclitHcner  Weise  zusammen?   und 
man  gewinnt  die  Gleichung: 

(4)  c 


fl~~1  f    I  /*'-«•  1     I      24 


m=l 

Was  Her  auf  der  recliten  Seite  steht,  1st  zufolge  I  p.  154  (1)  niclits 
anderes  als  die  eindeutige  Modulform: 

24/=p  24 /~  «  — 1 


An 

und  also   kommt  (unter  c  in  (4)  und  (5)   eine  numerische  Constante 
verstanden)  die  Identitat: 

n— 1 


Die  hier  rechts  auftretende  Modulform  soil  nunmehr  dadurch  eindeutig 
fixiert  werden,  dass  wir  fiir  dieselbe  bei  co  =  ioo   den  Naherungswerfe 

f  — j        .  y~n  mit  positiv  gerechneter  Wurzel  Y~n  vorschreiben;  worauf 
man  die  numerische  Constante  ersichtlich  aus  der  Gleichung 


bestimmen  wird.  Das  Quadrat  des  links  auftretenden  Productes  hat?  wie 
man  leicht  aus  der  zu  n  gehorenden  Kreisteilungsgleichung  abliest,  den 
Wert  n:2n~~~lj  dieses  Product  selbst  wird  also,  insofern  es  nur  aus  posi- 

tiyen  Gliedern  besteht7  den  Wert  ]/n:2  2  haben.  Solcherweise  er- 
giebt  sieh  als  Be$iehung  der  6-Teilwerte  &u  der  dritten  Wurzel' aus  der 
in  (1)  gegebenen  Modulform: 

n—l 
n — 1       9 


*)  Diese  Formel  findet  sicli  zuerst  bei  Kiepert,  Zur  Transformattonstheorie 
der  elliptisehm  Functionen,  Crelle's  Journal  BcL  87  p.  199  u.  f,  (1879). 
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Audererseits  baben  wir  wichtige  Bezielmngen  der  Grosse  (1)  zu 
den  Teilwerten  YOU  f(u}  und  p'(u),  welche  wir  aber  nicht  direct,  son- 
clern  von  Pormel  (6)  aus  ableiten  wollen.  Zu  deni  Ende  gelien  wir 
auf  die  beiden  folgenden  Formeln  zuriick: 

,_N  ,    .  ,   N  G  (U  —  0)  •  G  (U  +  V]  ,   ,  f    N  (7  (2  W) 

(?)   F  («)  -  g>  (v)  -  — 4^7^r^  >  P  w  --7^; 

die  erste  unter  ilmen  wurde  selion  in  I  p.  158  (4)  nainhaft  gemacht; 
zur  Verification  der  zweiten  bemerke  man,  dass  der  reents  stehende 
Quotient  doppelt-periodisch.  ist,  im  Periodenparallelograium  die  ricli- 
iigen  Null-  uncl  Unstetigkeitspunkte,  sowie  bei  u  =  0  das  richtige 
Anfaugsglied  der  Potenzentwicldung  nach  u  aufweist.  Indem  man  fur 
u  bez.  v  gewisse  nte  Teile  der  Periode  o2  eiusetzt  und  hernach  Zahler 
uud  Nenuer  der  einzelnen  entspringenden  Forniel  niit  einem  geeigueten 
gemeinsanien  Exponentialfactor  versieht,  erlialt  man  die  Darstellungen: 


/0.  n  nn     u'^         0' u'a<" . 

(8)  FO,  sfi  —  PO,  ft  —  —  2  o  ^ ,     &«>o,  /<  —         ^4 

Man  bilde  die  zweite  dieser  beiden  Gleicliungen  fiir  ^  =  1;2;  •••,  — ^~ 

und  multipliciere  alle  entspringeuden  Formeln  niit  einander.  Dabei 
komnit  man  iufolge  des  als  uugerade  vorausgesetzten  n  ini  Zahler  bis 
auf  einen  numerischeu  Factor  wieder  auf  das  in  (6)  rechter  Hand  ge- 
scliriebene  Product  zuriick.  Den  numerischen  Factor  aber  bestimmen  wir 
etwa  durch  Naherungsreclinung  bei  co  =  i  oo  (cf.  die  Forniel  (4)  p.  13) 
oder  aueh  unter  Benutzuug  von  <y0aB_/ts=^0j^  und  finden  solchergestalt 
elie  Resultate: 


(9) 


Will  man  niit  der  ersten  Forniel  (8)  iilinlicli  verfahren,  so  muss 
man  docli  bemerken,  dass  das  ini  Zahler  der  rechten  Seite  auftretende 
Product  nur  dann  auf  das  Product  (6)  zurUckkommt,  wenn  n  relativ 
prim  gegen  3  ist.  Indem  wir  fur  den  Augenblick  an  dieser  Voraus- 
setzung  festlialten,  reihen  wir  den  Formeln  (9)  nach  kurzer  Zwiscben- 
rechnung  nocli  die  folgenden  an: 

n-~l 

(10) 


" 

IT0"--" 


,11=1  /1=1 
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Als  besonders  wichtiges  Ergebnis,  rait  clem  zugleich  die  eingangs 
aufgeworfene  Frage  ihre  Erledigung  findet;  ziehen  wir  aus  den  gewon- 
nenen  Forraeln:  Die  Hodulfonn  (1)  geliort  filr  alle  ungeraden  n  absolut 
zur  nien  Stufe;  ein  Gleiclies  gilt  aucli  nodi  von  der  dritten  Wurzel  cms 
derselben,  sobdd  die  ungtrade  Zalil  n  prim  gegen  3  ist.  Dass  dieser  letz- 
tere  Zusatz  aucli  notwendig  ist,  beweist  man  durch  Anwendung  der 
Form  el  (4)  p.  25  auf  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (6). 

§  2.    Darstellungen  der  normierten  Xa(ii  \  £01;  co2)  und  Bestimmnng 
ilirer  Stufe  im  Falle  eines  ungeraden  n. 

Nach  cliesen  einleitenclen  Bemerkungen  liber  den  Zusatzfactor  u, 
durch  welclien  wir  die  Xa  endgiiltig  normieren  wollen?  schreiben  wir 
uns  nuninelir  aus  (9)  und  (11)  p.  263  ftir  unsere  ungeraden  n  die  fertige 
Gestalt  der  Xa  ab.  Wir  find  en: 


« 

' 


Daran  reiht  sick  als  Darstellung  durch  die  Function  &L: 
(2)     Z.(«  ]  ^^-(-l/.--.*--/'. 


sowie  endlich  die  Reihenentwicklung: 

-+  -f-  pro—  9tt 

(3)      X-  ~ 


- 
I/Jit, 

F    2w3i; 

solcliergestalt  normierten  Xa  geJwren  als  homogene  Functional  ihrer 
drei  Arguments  u,  co1}  G32  m  der  Dimension  nj"  .  Urn  aber  die 
Stufe  dieser  Za  zu  bestimmen,  bringea  wir  fioch  einige  weitere  Dar- 
stellungen  fur  dieselben  durch  die  Functionen  <??  $>,  f'  zur  Ableitung, 
Darstellungen,  welche  auch  fur  die  Entwickungen  des  folgenden  Para- 
graphen  von  Bedeutung  sind. 

*)  Die  Betrachtung  der  in  (2)  entbaltenen  transformierten  ^-Function  Ist 
naturlich  keineswegs  neu.  Dagegen  ist  woH  die  durehgefulirte  formentheoretisclie 
Normierung  znerst  von  Urn.  Klein  gegeben  worden;  man  sehe  auasei-  den 
,,Nonnalcurven"  ubrigens  auch  die  Note  9,tfber  gewisse  Teilwerte  der  ®r  Function" 
Math.  Ann.  Bd.  17  (1881).  Der  wesentliche  Yorteil  der  Normierung  kommt  erst 
weiter  unten  durch  das  einfache  gruppentheoretisehe  Verhalten  der  Xa  zur 
Evidenz. 
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Man  weiss  bereits  aus  dem  vorigen  Kapitel,  dass  der  Quotient 
X0(u):0n(u)  eine  doppeltperiodische  Funtion,  und  zwar  (n  —  l)ten 
Grades,  ist.  Da  sie  fibrigens  eine  gerade  Function  von  u  ist  und 
nur  in  den  Eekpunkten  der  ParallelograninrteiluBg  unstetig  wird;  so 

wird  sie  eine  ganze  Function  \^~  j      Grades  von  jjp(u)  sein.     Wir 
haben  aber  direct  die  Darstellung: 


denn  man  benaerke,  dass  auch-die  Nullpunkte  der  linken  Seite  von  (4) 
mit  denen  der  reehten  coineidieren,  und  dass  tiberdies  wiederum  die 
Anfangsglieder  der  beiderseitigen  Reiherjentwicklungen  nach  u  liber- 
einstimmen.  Aus  (1)  und  (4)  folgt  nun  mit  Kiicksicht  auf  Forrnel  (9) 
des  vorigen  Paragraphen: 


und  also  gewinnen  wir  unter  Gebrauch  von  (IV)  p.  264  allgemein: 
(6)     Za(i 


Welter  folgt  aus  (7)  p.  276  nach  kurzer  Eecbnung: 


Setzt  man  dies  in  (6)  ein  und  benutzt  zur  Entfernung  der  ^/-Teilwerte 
die  erste  Formel  (9)  des  vorigen  Paragraplien,  so  entspringt  folgende 
Darstellung  der  Xa: 

n — 1  n — I 


(7)  Xa(u  1   »!,   CD2)  —  (—  1)«  JJ  , 


/*= 


**)  Dass  sich  von  Her  aus  Formeln  uber  die  Beziehung  des  singularen  Co- 
ordinatensystems  der  On  zum  kanoniseben  entwickeln  liessen,  wird  man  leicht 
bemerken;  doch  wiirde  man  dann  das  letztere  Coordinatensystem  mit  den  hobe- 
reax  Potenzen  von  p(w)  und  nicht  mit  den  hoheren  Ableitungen  dieser  Function 
aufbauen  mussen.  Auch  batten  wir,  urn  diesen  Ansatz  ohne  Mube  zur  vollen 
DurcTabildung  zu  bringen,  allgemein  auf  die  erst  spater  festzustellende  Wirkung 
der  Modulsubstitutionen  auf  die  Xa  Bezug  zu  nenmen. 
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welche  die  erste  Formel  (1)  p.  257  In  definitive!  Gestalt  giebt.  Uni 

endlich   noch   eine    letzte    geringe  Modification   mit  Formel  (6)  vor- 
zunehmen.,  betrachte  man  vorerst  das  Product 


(8) 


in  dem  a  nieht  gerade  gleich  0  sein  moge.  Bei  u  =  0  wird  der 
Zahler  desselben  (n  —  l)~fach  unendlich,  einer  der  Factoren  des  Nen- 
ners  aber  einfach  zu  Null,  so  dass  wir  dortselbst  einen  w-fachen  Un- 
stetigkeitspunkt  des  ganzen  Productes  (8)  rorfinden.  In  gleicher  Weise 

ergiebt  sich  bei  -1  ein  w-facher  Nullpunkt;  wahrend  sicli  (8)  iibrigens 

allenthalben  im  Periodenparallelogramm  endlich  und  nicht  verschwin- 
dend  erweist,  Diesernalb  ist  (8)  bis  auf  einen  von  u  unabhangigen 
Factor  mit  der  ntea  Potenz  des  Quotienten  ^}o(w)  :  G(U)  identiscli,  welche 
letztere  ja  gleichfalls  doppeltperiodisch  ist  (cf.  (4)  p.  25).  In  der  That 
kann  man  denn  auch  die  hier  gemeinte  Formel  leicht  direct  dadurca 
herstellen?  dass  man  die  in  (8)  auftretenden  p-Differenzen  vermoge  (7) 
p.  276  einzeln  durch  die  6  ausdriickt;  man  findet  so  endgiiltig: 


Multiplicieren    wir   diese  Formel  mit  (6),    so   komnit   als   letzte  Dar- 
stellung  der  Xa  die  folgende: 


i"")-p'.' 


an  welche  sich  fiir  den  Speeialfall  a  =  0  die  Formel  (5)   direct  an- 
schliesst.  — 

Die  Frage  nach  der  Stufe  der  Grossen  Xa(u  |  (»i?  &$}  beantworfcet 
sich  jetzt  mtihelos.  Da  auf  der  rechten  Seite  von  (10)  nur  Grossen 
erster  und  nier  Stufe  stehen;  so  ergiebt  sich?  dass  die  Xa  im  Folk 
ernes  imgeraden  n  absolut  $ur  nien  Stufe  gehoren.  Dieser  Satz  ist  aber 
nur  erst  ein  vorlanfiger  und  wir  werden  bestimmen  wollen,  welches 
die  Congruenzgruppe  nter  Stufe  derjenigen  Substitutionen  ist,  die  zu- 
gleich  alle  n  Functionen  Xa  in  sich  uberfuhren.  Bs  ist  aber  das 


280  V,  2.    Die  Xa  als  Functionen  von  c^  ,  eo2. 

System   cler   Nnllpunkte  von   X?u  im  Periodenparallelogramm   gegeben 
durcli 

(11)  *?  +  *"?•    p-0,l,...,n-l*). 

Soil    also  X;.  (M  |  aoj  -|-  /3«2,  ^cc^  -f-  $GD2)  =  -Xi(^  |  co1;  co2)    sein,    so 
muss  das  Punktsystem  : 


4.  »  .     i        a  _  i 

I"      r^  47,  47,  T 


bei  beliebigem  stelienden  Werte  K  fur  ^  =  0?  1,...,  w —  1  gebildet; 
von  ganzzahligen  Verbindungen  der  Perioden  abgesehen  auf  das  Sy- 
stem (11)  zuriickftihren.  Dies  ist  offenbar  immer  und  nur  dann  der 
Fall,  weun  a  E^  1,  y  =  0,  (mod.  n)  ist;  woraus  (J  ^  1  eine  unmittel- 
bare  Folge  ist.  Aus  einer  spater  hervortretenden  Thatsaclie  (dass  sich 
namlich  die  Xa  gegeuiiber  einer  beliebigen  Modulsubstitution  linear 
reproducieren)  ist  aber  der  Schluss  zn  ziehen,  dass  die  liier  gesuchte 
Cougruenzgruppe,  cleren  Substitutionen  zugleieli  alle  n  Xa  unverandert 
lassen,  eine  ausgezeichnete  ist.  Wir  folgern  somit  /3  ^  0  und  daher 
das  Resultat:  Bei  nngeradem  n  Meiben  die  Xa(u  \  c?1?  G?2)  insgesamt  erst 
gegeniiber  den  Sitbstitutionen  der  liomogenen  Haitptcongruenggruppe  niex  Stufe 
des  Index  n<p(ri)il>(n)  unverandert  (cf.  I  p.  460). 

§  3.    Die  Modulformen  wter  Stufe  #a}  ya,  etc.  und  ilire  Bezielmng 
zu  den  Teilwerten  im  Falle  eines  ungeraden.  n. 

Gehoren  die  Xa(u)  zur  nte31  Stufe,  so  muss  ein  Gleiches  von  Xa(Q), 
d.  i.  von  ihren  Nullwerten,  sowie  aucL.  von  den  Nullwerten  ihrer  Ab- 
leitungen  nacli  u  gelten.  Diese  Nullwerte  sind  aber  gerade  die  Coeffi- 
cienten  ^«7  ya  etc.  der  Eeilienentwicklung: 

Xtt(lf)  =  0a  +  yaU  +  Xtt  y  +  «*«  \  +  V«  ™  H , 

welclie  wir  bereits  unter  (12)  p.  267  angaben;  in  den  0a,  yaj  xa 
n.  s.  w.  besiteen  wir  also  Modulformen  der  nien  Stufe,  und  mar  ersiclit- 

lich  der  BeiJie  nacJi  von  den  Dimensions  Bn  ~  l,  3^~3J  3n~  5  u.  s.  to. 
Zufolge  der  bereits  p.  267  entwicMten  Eelationen  (13)  und  (14)  liaben 
wir  — _  wcsenflich  versehiedene  Grossen  ga,  ebenso  viele  xa  etc.;  dagegen 

es  ^—  Moduln  ya,  wa  etc.  Die  Liermit  gewonnenen  Modulformen, 


*}  Um  hier  Verwecbslungen  mit  dem  Snbstitutionscoefficienten  cc  zu  ver- 
ineiden,  haben  wir  fur  den  Augenblick  den  unteren  Index  der  Functionen  X  durcli 
1  bezeiclinet. 


V,  2.    Die  Xa  als  Functionen  von  o^,  oo2.  281 

imd  insbesonclere  die  &a)  gekoren  zn  den  einfaehsten,  cleren  wir  iiber- 
liaupt  liablaaft  werclen  konnen,  mid  wir  zielien  betreffs  derselben  dieser* 
lialb  sogleicli  eine  Reihe  von  Folgerungen,  welclie  sicli  aus  den  For- 
meln  der  voraufgelienden  Paragraplien  unmittelbar  ergeben. 

Erstlich  haben  wir  fur  die  $a  aus  Formel  (1)   des  vorigen  Para- 
graplien die  Darstellung: 


(i)  ,.(»,,  o2)  =  (-  iy       tf  o  Ol(  a 

n  ' 

oder  aueh  aus  Formel  (2)  ebenclaselbst: 

(__  1^+1      *. 
(2)  ^  (CDI?  oa)  =  ~±-=L  -  r*  «  ^ 


woran  sicli  die  Reihenentwicblung  schliesst: 


(3)          ^fo,  «,)  -  --     .    V  (-  l)«r 

- 


Aueh  ftir  die  ya  lassen  sieh  aus  (3)  p.  277  fast  unmittelbar  Reihenent- 
wicklungeE  nach  r  hernehmen?  namlich; 

(4)  y«(oi;0a)  = 

co  ((2m  +  l)n—  2gVJ 


wahrencl  entsprechende  Entwicklungen  fiir  die  xa  etc.  ein  wenig  com- 
plicierter  ausfallen  wegen  des  Exponentialfaetors,  der  sicli  in  Formel  (3) 
p.  277  vor  dern  Summenzeichen  findet. 

Die  Formeln  des  vorigen  Paragraplien  geben  uns  weiter  einige  Aus- 
drilcke  fur  0a  und  y$  durch  die  Teilwerte  des  nim  Teilungsgrades.  Wir 
ziehen  erstlich  aus  (7)  p.  278: 


(5) 


Weiter  folgt  ftir  a  =  0  wiederuni  aus  (7)  p.  278  unter  Benutxung  von 
(9)  p.  276: 

n—  I  n—l 


(6)  ^o  =  (-  0       JT 
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Formel  (6)  p.  278  ergiebt  als  zweite  hierher  gehorige  Darstellung  der 


•«— 1 

2 


Wenn  man  will,  kann  man  Her  noch  den  Factor  e^  0  auf  Grand  von  (9) 
p.  279  entfernen.     Diese  Formel  heisst  namlicli  fur  u  =  0: 


JJ  ^r 


wo  jedoch  im  Producte  rechter  Hand  der  Wert  K  ^  +  a  auszulassen 
1st  5  in  tiblicher  Weise  haben  wir  diesen  Umstand  durch  einen  oberen 
Index  am  Productzeiclien  angedeutet.  Durch  Ausftihrnng  des  ange- 
deuteten  Grenziibergangs  kornmt: 


(8) 


wir  unterlassen  jedocli,   den   hiermit  gewonnenen  Wert   von  tf",o   i^ 
in  Formel  (7)  noch  ausfiibrlich  zu  substituieren. 

Auf  der  anderen  Seite  'kann  man  die  Teilwerte  durch  die  Modul- 
formen  ga  etc.  ausdr  lichen.  Um  dieses  zu  leisten,  betrachte  man  die 
Summe  : 

(9) 


wobei  cc  eine  der  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  n  —  1  sein  soil,  Z(u)  aber  das 
elliptische  Integral  zweiter  Gattung  (1)  I  p.  155  bedeutet.  Zufolge 
der  Formeln  (2)  ebenda  stellt  (9)  eine  doppeltperiodiscbe  Function  dar, 
und  zwar,  wie  man  sieht  eine  solcbe  ntQn  Grades  ?  der  en  n  Unstetigkeits- 
punkte  im  Parallelogramm  mit  den  Nullpunkten  von  XQ(u)  eoincidieren. 
Nach  dem  Hermite'sclien  Satze  muss  also  eine  Darstellung  existieren: 


Zur  Bestimmung  der  Coefficienten  c  seize  man  u  —  —  an  Stelle  von 

u  in  (10)  ein,  benutze  fiir  die  recnte  Seite  Formel  (13)  p.  264  und 
multipliciere  die  entspringende  Relation  mit  s~ °;  es  ergiebt  sich: 
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(1  1)  ^  £-(/<  +  !>  «  Z  ( 


« 


_ 

~  X0  (u) 

Zieht  man  (10)  von  (11)  ab  nnd  benutzt  I  p.  155  (2),  so  folgt: 


(12)  {Co(£-«  -  1)  -  %}  X0  +  (y-o-  1)2,  =  0 

2  =  1 

als  lineare  Identitat  zwisehen  den  X.  Da  alle  Coefficienten  derselben 
verschwinden  miissen,  so  ergiebt  sich  CQ  aus  e0(fi~"a  —  1)==^2?  wahrend 
unter  den  tibrigen  d  ein2ig  ca  von  Null  verschieden  ist,  Zur  Bestim- 
mung  von  c&  entwickle  man  (10)  rechts  und  links  nacli  Potenzen  von  u. 

Das  Anfangsglied  der  linken  Seite  ist  —  u~*9  reclits  aber  -^~^  ic~l  * 
Um  die  endgtiltige  Formel  nocli  etwas  allgemelner  zu  gestalten?  schreibe 
man  (u  --  ~J  an  Stelle  von  u  und  findet  solchergestalt: 

(is) 

v     } 


Die  Pormel  (13)  differentiiere  man  nun  fiir  1  =  0  nach  u  und 
erhalt  so: 

(14,  2 

Hier  entwickele  man  rechts  und  links  nach  ansteigenden  Potenzen 
von  u.  Linker  Hand  treten  als  Coefficienten  gewisse  Summen  liber 
Teilwerte  auf  ,  rechts  aber  rationale  Verbindungen  der  #a,  ya  etc. 


*)  Die  hier  gewonnene  Formel  ist  (natiirlicli  in  ganz  anderer  Bezeichnungs- 
weise)  scton  von  Jacobi  aufgestellt  und  der  sogen.  umgekelirteii  Transformation 
zu  Grunde  gelegt;  cf.  „ Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptigues"  IV,  Crelle's 
Journal  Bd.  4  (1829)  oder  G-es.  "Werke  I  p.  271  u.  f.  Die  Umsetzung  der  Jaeobi- 
schen  Formel  in  die  entspreehende  fur  die  von  Weierstrass  eingefulirten  Functio- 
nen ist  von  Hrn.  Kiepert  in  einer  schon  bei  Gelegenneit  genannten  Arbeit  ge- 
leistet,  cf.  nTramformationsgleichungm  und  Division  der  elli^tischen  Functionen", 
Crelle's  Journal  Bd.  76  p.  34  n.  f.  (1873).  Man  sene  ubrigens  aucli  Frobenius 
und  Stickelberger,  ITber  Addition  und  Multiplication  der  elUptischen  Functio- 
nen, Crelle's  Journal  Bd.  88  p.  146  u.  £  (1879). 
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Durcli  Identisclisetzen  der  Absolutglieder,  sowie  andrerseits  der  Coeffi- 
cienten  von  u  entspringen  die  beiden  folgenclen  Relationen: 

n  —  1  „  n  —  1 


die  aber,  wie  wir  wiederholen,  nur  fur  die  Werte  a  =  1,  2,  .  .  .,  n  —  1 
giiltig  sind.  Um  entsprechende  Forrtieln  fur  a  =  0  zu  gewinnen, 
kniipfen  wir  ftir  die  p-Teilwerte  an  Pormel  (5)  p.  278,  die  wir  wieder 
links  mid  rechts  nach  Potenzen  von  u  entwickeln.  Der  Vergleich  der 
Coefficienten  von  u  und  uz  rechter  und  linker  Hand  ergiebt  nach. 
kurzer  Eechnun: 


•(16) 

Da  endlicli  ^/o,—  ^  =  —  i^o,^  ist,   so  ist  fiir  die  ^/-Function  einfacb: 


Nun  fiilirt  eine  einfaclie  Combination  der  zuletzt  erbaltenen  Relationen 
auf  die  gesucliten  Ausdrticke  der  Teilwerte  von  ft),  $?'  in  den  ga, 
ya  etc.;  wir  finden  namlicb.: 


2^ 

(18) 


*). 


Entsprechende  Darstellungen  der  Teilwerte  ^?;.jjU7  ^fl  mifc  niclit- 

verschwindendem  A  wird  man    aus   (18)    durcli  Austibung   geeigneter 

Modulsubstitntionen   lierstellen.     Wie   dieselben  auf  die  Modulformen 

0a  etc.  wirken,  wird  bald  der  Hauptgegenstand  unserer  Untersuchmig 
sein**). 

*}  Es  scMiessen  sich  diese  Eelationen  deDjenigea  Formeln  an,  durcli  welche 
Hi\  Kronecker  die  Teilwerte  der  Functionen  sin2  am  u  verm5ge  der  Wnrzeln 
der  Jacobi'schen  Modular-  und  MultiplicatorgleichuBgen  ausdriickt;  siehe  die 
Berliner  Monatsberichte  von  1875  p.  498  u.  f. 

**)  BetrefFs   der  sogenannten  Abel' sell  en  Eelationen  zwiscnen  den  Teil- 
werten  von  p,  p',  welebe  aus  der  Formel  (13)  des  Testes  abgeleitet  werden  kon- 
nen,  verweisen  wir  auf  die  beziiglicbe  Note  von  Hrn.  F.  En  gel  ia  den  Berienten 
der  EgL  SEchs.  GeselL  der  Wiss.  vom  Jabre  1884;  man  sebe  aucb  7,Normalcurven 
p.  43  (Note). 
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§  4.    Endguitige  AuswaM  und  Darstellung  fiir  den  Zusatzfactor  % 
der  IKa(u  \  o1?  o>2)  im  Falle  eines  geraden  w. 

Indem  wir  uns  anschicken,  die  Untersudmngen  der  letzten  Para- 
graplien  auch  fur  gerade  n  durchzufiihren,  legen  wir  mit  Hrn.  Hur- 
witz*)  der  In  (11)  p.  266  noch.  unbestiramt  gelassenen  Grosse  %  bei 
den  geraden  Ordnungen  n  die  nachfolgende  Bedeutung  imter: 


(i)  * 

Dass  diese  Auswahl  des  %  eine  zweekmassige,  in  gewissem  Sione  sogar 
die  einzig  zweckinassige  ist,  soil  weiter  nnten  auseinandergesetzt  wer- 
den.  Zunachst  bemerke  inan?  dass  die  so  fiir  #  gesetzte  Modulform 
(  —  3)ter  Dimension  der  nten  Stufe  adjungiert  ist,  indeni  sie  bei  Anwen- 
dung  einer  modulo  n  rait  der  Identitat  congruenten  Modulsubstitution, 
allgemein  gesagt?  eine  multiplicative  8to  Einlieitswurzel  annimnit.  Wel- 
ches der  Wert  dieser  Einlieitswurzel  ist;  werden  wir  vor  alien  Dingen 
bestimmen  wollen  und  fiiliren  zu  dem  Zvveck  fiir  %  eine  solche  Dar- 
stellung ein?  die  den  Hiilfsniitteln  unserer  fruteren  Untersueliungen 

ohne  weiteres  zuganglicli  ist,  was  von  V  A  .  A  nicht  gilt. 

Die  Forniel  (2)  p.  2747  welclie  sowolil  fiir  urigerade  wie  gerade  n 
gilt,  bilde  man  fiir  ft  =  1,  2,  .  .  .,  n  —  1?  multipliciere  alle  (n  —  1) 
Gleicliungen  niit  einander  und  zielie  die  r  edits  auftretenden  Producte 
wieder  nach.  demselben  Principe  wie  oben  (p.  274)  zusamrnen.  Es 
folgt**): 


wobei   der  nunierische  Factor   wieder   vermoge   der  Kreisteilungsglei- 
chung  bestiuimt  wurde.     Aus  (2)  ergiebt  sicn  weiter: 


(3)  A-A  =  —  i/A»-/j/A-^l  A-          <„, 

\  2/      ,«"—  1  » 

und   hier   ist  der  rechts   in  Klammern   gesetzte  Ausdruck  von   einem 


numerisclien  Factor  abgesehen  mit  dem  reciproken  Werte  von  ^1(1  —  1) 
identiscn  ***).     Indem   wir    diesen   reciproken  Wert   in    (3)    einsetzen? 

*)  Math.  Ann.  Bd.  27  p.  195. 

**)  Bei  den  Teilwerten  mtissen  wir  Her  uberall  ausdrucklicli  den  Tellnngs- 
grad  mit  in  die  Bezeichnung  aufnehmen. 
***)  Man  vergl.  die  Formcln  p.  29  n.  f« 
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rechts  und  lints  die  Quadratwurzel  ziehen  und  den  nurnerisclien  Factor 
alsdann  dureli  Annaherung  an  co  =  ioo  bestimmen,  entspringt  als  ge- 
wiinschte  Darstellung  von  H: 


Um  eine  nunmehr  auszuiibende  Substitution  der  Jbomogenen  Haupt- 
congruenzgruppe   ntBT  Stufe    als    solche    gleich   kenntlich   zu    maclien; 
schreiben  wir  ihre  Coefficienten  in  der  Gestalt: 
(5)  a  =  an-}-l}    p  —  bn,    y  =  en,    8=*dn-\-l. 

Die  Veranderungen,  welcne  alsdann  die  einzelnen  Bestandteile  der 
reehten  Seite  von  (4)  erleiden,  wird  man  nacli  Pormel  (16)  in  I  p.  627 
bez.  (11)  I  p.  674,  sowie  endlich  nacb  (2)  p.  24  berecknen.  Wir 
finden  die  nachfolgenden.  Besultate: 


(6) 


Fasst  man  diese  Formeln  nacn  Massgabe  der  recnten  Seite  der  Glei- 
chung  (4)  zusammen,  so  ist  es  fur  die  auszufuhrende  Zwiscbenreclinung 
zweckmassig,  zu  unterscheiden,  ob  n  durch  4  teilbar  ist  oder  dureli  4 
geteilt  den  Eest  2  lasst.  Im  Sclilussresultat  ziehen  wir  beide  Falle 
gleicli  wieder  in  eins  zusammen  und  finden  so  als  Veranderung  von 

8,—  - 

T/A  .  A  bei  Ausubung  der  durcb  (5)  gegebenen  Substitution: 


(7) 

Im  Gegensatz  zu  den  bei  ungeraden  w  gefundenen  Verhaitnissen 
ist  sonach  hier  der  Zusatzfactor  x  keineswegs  absolut  zur  nien  Stufe 
gehorig7  sondern  vielmebr  zur  Stufe  8^,  wie  man  leicht  bemerkt. 
Deshalb  sind  aucn  Darstellungen  des  jetzigen  K  durch  nie  <p-  oder  $- 
Teilwerte^  die  etwa  den  Formeln  (9)  und  (10)  p.  276  analog  gebildet 
waren;  nicht  moglicli.  Man  niochte  zwar  versuclien^  vernioge  der 
aus  (8)  p.  276  zu  gewinnenden  Gleichung: 

(8) 


lur  alle  durch  3  nicht  teiltaren  Zahlen  n  die  Pormel: 
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n—2 
2 


(9)       IT  FO,%  c^o,  »„  -  #?«,„)  = 

<u,=l  M=l      O,^ 

zu  benutzen;   inzwischen  kommen  wir  docli  von  Mer  aus  vermoge  (4) 

3,  -  -  -  8  , 

nur  zu  KA  •  A,  nicit  aber  zu  FA  -  A. 

§  5.    DarsteHnngen  der  normierten  Xa(u  \  c»1?  co2)  -and  Bestimnrang 
ilirer  Strafe  im  Fallo  eines  geraden  n, 

Durcli  die  gesckehene  Auswahl  des  K  sind  die  Xa  in  den  Fallen 
gerader  Zahlen  n  zu  Jiomogenen  Functionen  (  —  2)ter  Dimension  der  drei 
Argumente  u,  £»1?  co2  geworden.  Als  ausfuhrliche  Darstellungen  fur 
dieselben  haben  wir  erstlich  die  beiden  folgenden: 


(1) 


woran  sich  die  Beihenentwicklung  sehliessen  moge: 
(3)        Xa(u  |  »!,  co2) 


Eine  Darstellung  der  Xa  durcli  die  ^Function,  wie  wir  sie  fur  die 
ungeraden  n  in  (6)  p.  278  leisteten,  lasst  sicn  auch  jetzt  ohne  Muhe 
durchfuliren.  Wir  finden  erstlieh  fur  XQ(u),  wie  man  leicht  bestatigt: 

TO  —  2 


2*     2 

und  sodann  dureh  Anwendung  von  Forniel  (IV)  p.  264  allgemein: 

«—  2 

2       /  \ 

(5)         Xa(u   I    (D,,   C52)  =  ^0  <0  («)  JJ(  F(^  —  ^)—  Pi  8/.  +  1I- 

n  /t=0     \  2'     2w    / 

Durcli  Benutzung  der  ersten  Forniel  (7)  p.  276  gelangt  man  von  Mer 
aus  wieder  zum  urspriinglichen  <?-Product  (1)  p.  257  fur  die  Function 
Xa  zuruct.  Docn  nnterlassen  wir  cliese  und  sonstige  Umsetzungen 
der  Xa  und  kntipfen  unsere  weitere  Besprechung  an  die  bislang  ge- 
wonnenen  Formeln. 

Um  die  Stufe  der  Functionen  Xa(u  \  £D1?  ojg)  zu  bestiminenj  mils- 
sen  wir  gegenwartig  eine  etwas  ausfubxlichere  Betrachtung  anstellen 
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uod  benennen,  um  Collisionen  der  Bezeichnungen  zu  meiden?  fur  den 
Augenbliek  den  Index   der  Functionen  X  durch  L     Indein    wir   dann 

uoch  die  Abkiirzung  A'=  A  +  y  benutzen,  haben  wir  als  Versckwin- 

dungspunkte  vou  X;.(«)  iin  Perio  den  parallelogram  in  die  nackfolgenden 
anzunierken  : 

(6)  !£  +  «JL±!  .  „,,     p-0,1,.  ..,»-!. 


Soil  jetzt  JX;i(w  |  acoj  -{-  j3cj2,  yca^  -j-  $K?2)  =  Xjifw)  sein;  so  schliessen 
wir  gerade  wie  vorhin  bei  den  ungeraden  n  (p.  280),  dass  das  System 
der  Punkte: 


von  gauzzahligea  Yerbindungen  der  Perioden   abgeselien;  wieder   auf 
das  Punktsystem  (6)   zuruckkominen  niuss.     Indent   also   insbesondere 


«  2  w 

fur  beliebige  ganzzalilige  l';  ^  eine  ganze  Zalil  vorstellen  muss?  haben 
wir  als  uotwendige  Bedingungen  cc  ^  1  (mod.  n)  und  y  ^  0  (mod.  2n). 
Eine  weitere  unmittelbare  Polgerung  ist  $=l  (mod.  «);  und  es  folgt 
endlick  /3  ^  0  (mod.  2w)  vennoge  der  schon  wiederholt  genannten 
Tliatsaebe,  dass  diejeuigen  Modulsubstitutionen^  welche  zugleich  alle 
Xa  in  sich  transforniieren  ,  eine  ausgezeiclinete  Untergruppe  bilden. 
Um  diese  ausgezeiclinete  Untergruppe  aber  soil  es  sich  hier  allererst 
handeln. 

Indeni  die  gefandenen  Bedingungen: 

(8)  a  =  S  =  1  (mod.  »),     /J  =  y  —  0  (mod.  2n) 

augensclieinlich  dafilr  hinreichend  sind?  dass  das  Punktsystem  (7)  mit 
deni  in  (6)  gegebenen  identisch  ausfallt;  wird  bei  einer  hierher  gehorigen 
Modulsubstitution  das  Product  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  absolut  un- 
verandert  bleiben.  Ein  Gleiches  beweist  man  fiir  den  Bestandfceil  <J*9o(w) 
sofort  vennoge  (2)  p.  24,  so  dass  die  Wirkung  der  in  Eede  stehen- 
den  Modulsubstitution  auf  Xa  dieselbe  ist,  wie  auf: 


(9)  ^(o,,,  0,a)- 

Uni  aber  die  Veriinderung  der  Grosse  00  zu  bestimmen,  benutzen 
wir  die  schon  in  (5)  p.  286  eingeflilirte  Sclireibweise  unserer  Modul* 
substitution  und  setzen  cles  genaueren: 

(10)  '  /S=w6 
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die  Iiier  gebrauchten  Zahlen  a,  60,  CQ}  d  geniigen  alsdann  der  Bedinguug 

(11)  n  -  ad  +  a  +  d  =  4&0c(};     a  +  d  =  0,  (mod.  2). 

Den   (^-Factor  auf  der  recliten  Seite  von  (9)   bezeiehnen   wir,    als  zu 
den  transformierten  Perioden   gehorig,    durch  <?i  i  und  finden  aus  (2) 

2T~2 

p.  24  als  Wirkung  der  auszuiibenden  Substitution: 

,  n    ,  /»\2    ,    <£  —  <z     » 

(12)  y,  I-(_I)*+^-T+«"(T)  +—  T.^gl  t. 

2'  2  2'  2 

Indeni  wir  nun  auch  noch  die  Formel  (7)  p.  286  heranziehen,  kommt 
als  Veranderung  von  00  nacli  leichter  Zwisclienrechnung: 


(13)  ^_(_l)« 

Hieraus   liest  man   die  Schlussresultate   ab,  und  zwar  erstlich: 

1st  n  dtirch  4  teilbar,  so  sind  die  Xa,  als  Functionen  der  Perioden 
letrachtet,  Moduln  der  2^ten  Stufe,  indem  sie  insgesamk  erst  lei  der  durcJi 
(8)  cliarakterisierten  Untergntppe  unverandert  Neilen,  welche  sich  sofort 
als  eine  Congruenggmppe  2niex  Stufe  des  Index  n(p(2n)ip(2n}  erweist. 

1st  dagegen  n  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  so  folgt  aus 
(11)  leicht  a  =  d  (mod.  4).  Bedeutet  also  jetzt  k  eine  beliebige  ganze 
Zahl,  so  haben  wir  ausser  (8)  als  Bedingung  fiir  vollig  unveranderte  X«: 


(14)  a~d=-k   (mod.  4),     \  +  c0  =  (mod.  2), 
die  man  noch  in  die  andere  Gestalfc  tiberftihren  wolle: 

(15)  oc  =  d  =  1  +  Jen,     ft  +  y  =  nk(k  +  1)  (mod.  4w). 
Daoer  das  weitere  Ergebnis  : 

Lasst  n^durcli  4  geteilt,  den  Best  2;  so  sind  die  Xa  als  Functionen 
der  Perioden  nur  erst  Moduln  der  Stufe  4n  und  gelioren  als  solcJie  ins- 
gesamt  &u  einer  ausgezeichneten  Untergmppe  des  Index 


In  der  That  zahlt  man  sofort  acht  modulo  4w  incongruente  Substitn- 
tionen  ab;  welche  die  Bedingungen  (8)  und  (15)  erfullen. 


§  6.    Einfiilnnmg  der  Modulformen  0«?  ya  etc.  2nter  bez.  4^  Stufe 
bei  geraden  Werten  von  n, 

Die  Nullwerte  der  IKa?  sowie  dann  weiter  die  Nullwerte  der  Ab- 
leituiogen  von  Xa  nach  u  liefern  jene  Modulformen  (  —  2)ter?  (  —  3)ter 
u.  s.  w.  Dimension,  die  wir  mit  $ay  ya  etc.  bezeichneten^  und  deren 
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Stufenzahl  natiirlicli  selbst  wieder  2n  bez.  4w  ist,  je  uachdem  w  durch 
4  teilbar  oder  =  2  (mod.  4)  ist.  Zu  bemerken  diirfte  etwa  nur  dieses 
sein?  dass  die  Quotienten  der  #a?  sowie  aucli  die  der  ya  etc.,  als  Modul- 
ftmctionen  jedenfalls  immer  sclion  zu  der  durch  (8)  p.  288  charakte- 
risierten  Congruenzgruppe  2nter  Stufe  gehoren;  es  ist  dies  eine  Folge 
des  im  yorigen  Paragraphen  hervorgetretenen  ITmstandes?  dass  die  &a 
bei  Anwendung  einer  Substitution  dieser  Untergruppe  alle  zugleick  ent- 
weder  das  Zeichen  wechseln  oder  unverandert  bleiben. 

Die  Anealil  der  verscMedenen  Moduln  za  ist  ^~-~,  und  wir  konnen 

als  solche  0Q,  019  8%,  .  .  .  &n  wahlen;  demgegenitber  Jidben  wir  ~~-^—  wesent- 

I 
lick  verschiedene  Moduln  ya,  namlicJi  etwa  yly  y^  .  .  .,  yn~-<*  (cf.  (15)  p.  267), 

2 

Bei  den  %a,  wa  etc.  finden  wir  in  dieser  HinsicM  immer  wieder  dieselben 
VerJidltnisse  wie  bei  den  8a  wid  ya> 

Vornehmlicli  aber  soil  es  hier  gelten;  die  analytischen  Dar- 
stellungen  zusamrnerizusteners,  welelie  fiir  unsere  Modulformen  aus  den 
Gleichungen  des  yorigen  Paragraphen  hervorgehen.  Wir  haben  da 


zuvorderst  fiir  die  ^~~  Modulformen  ^(^u  ^2)  die  beiden  Ausdriicke 

2  "* 

durch  die  (?-  nncl  ^-Function: 


(2)  *„(«!,  ffl,) 

Des  weiteren   aber   ergiebt  sich  aus  (3)  p.  287  ftir  die  #«  die  Reihen- 
entwicklung : 

(3)  *  (co 


Als  Reihendarstellungen  der  Grossen  yn  schliessen  sich  an: 
(4)       ^(o1)^)  = 


wahrend  die  fiir  xa  etc.  wieder  ein  wenig  nmstandlicher  ausfallen  wiirden. 
Als  eine  einzelne  Beziehung  der  eingefiihrten  Modulformen  sa  zu 
den  Teilwerten  der  <?-  und  ^-Function  ziehen  wir  aus  (5)  p.  287  fur 
a  >  0  die  folgende : 
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Inzwisclien  sind  ftir  die  geraden  n  weitergehende  Untersuchungen  tiber 
diesen  Gegenstand  (wie  solche  uns  oben  In  §  3  p.  281  u.  f.  flir  die  un~ 
geraden  n  besehaftigten)  zur  Zeit  noeh  niclit  ausgefiihrt.  Auch  hat 
es  den  Anschein,  als  ob  die  liier  vorliegendea  Verhaltnisse  nicbt  zu 
so  einfaehen  Resultaten  fuhren  mochten  wie  in  den  Fallen  ungerader  n. 
Wir  lassen  demnach  den  in  Rede  stehenden  Gegenstand  ausser  Aeht 
und  wenden  nns  zu  neuen  wiclitigen  Entwicklungen  iiber  die  Xa. 

§  7.    Transformation   der  Xa   diircli  Modnlsnbstitntionenf   rnsTbeson- 

dere  dnrcli  S  und  T9  Im  Falle  eines  ungeraden  n. 

Die  bisherigen  analytiselien  Entwicklungen  gaben  uns  die  Mittel 
zu  entseheiden,  bei  welchen  Modulsubstitutionen  die  'Ka  unverandert 
bleiben.  Daran  reiht  sich  jetzt  die  principielle  Fragestellung?  wie  sicli 
die  XK  bei  Ausiibung  der  tibrigen  Modulsubstitutionen  yerlialten  inogen^ 
und  die  Beantwortang  dieser  Frage  ist  es?  welche  von  dea  weittragend- 
sten  Folgen  fiir  den  Fort^ang  nnserer  Untersuchungen  begleitet  ist. 
Wenden  wir  eine  beliebige  homogene  Modulsnbstitution  an  und  nennen 
das  fiir  die  transforniierten  Perioden  gebildete  Xa  kurz  Xa}  so  ist 
offenbar  aucli  Xa:6n(w)  eine  doppeltperiodische  Function  wten  Grades,, 
und  dalier  ist  Xa'  nacli  dein  Herinite'sclien  Satze  eine  lineare  homo- 
gene  Function  der  ursprunglichen  X: 

(1)  Xa' 

init  von  u  unabhangigen  Coefficienten  ca$.  Also  der  fnndamentale  Satz: 
Grleicligultig  ob  n  gerade  oder  wngerade  sein  mag,  erfalirt  das  System 
der  n  Grossen  Xu  'bei  Ausiibuny  einer  beliebigen  homogenen  Modal- 
substitution  selbst  eine  homogene  lineare  Substitution.  Eben  hierin  ist  der 
schon  wiederholt  benutzte  Umstand  begrlindet;  dass  diejenigen  Modul- 
substitutionen; welche  alle  Xa  zugleich  unverandert  lassen,  eine  aus- 
gezeichnete  Untergruppe  bilden.  Mit  Riicksicht  auf  die  vorhin  er- 
haltenen  Resultate  aber  ziehen  wir  hier  sogleich.  den  weiteren  Schluss; 
Bei  Ausubung  von  Modulsubstitutionm  werden  die  n  Functionen  Xa  selbst 
eine  Gruppe  linear er  Jiomogener  Snbstitutionen  ~bilden,  welcke  auf  die  homogene 
Modulgruppe  isomorph  be#ogen  ist;  diese  Beziehung  ist  von  unendlick  Jiohey 
Meroedrie,  denn  die  Xa-Grru^pe  ist,  wie  wir  gesehen  Mben,  eine  endliche 
6ruppefnihnlicheineQ'ny(n)'tff(U)  be^Gn(p^n)^^n)  oder  &n(  (4B)t/(4n)»  Je  nac^1" 

dem  n  ungerade  oder  durcJi  4  teilbar  oder  endlich  das  Doppelte  einer 
nngemden  Zahl  ist.  Zor  naheren  Erforselinng  dieser  Xa-Gruppen  wer- 
den  wir  festzustellen  haben,  welches  das  Verhalten  der  Xa  bei  Aus- 

19  »• 
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iibung  der  homogenen  Sabstitutionen  S  und  T  ist;  wir  leisten  diese 
Aufgabe  vorab  fiir  ungerade  n. 

Die  Substitution  S  batte  die  Gestalt  o3/=  C5X  +  ^a?  Og'^Og. 
Bei  ibrer  Anwendung  wird  das  System  der  Nullpunkte  von  Xa  in  sicii 
transformiert  (cf.  (11)  p,  280),  so  dass  Xu' :  Xa  von  u  unabbangig  ist. 
Fiir  die  Wirkung  von  S  auf  XK  liaben  wir  darnit  den  Ansatz: 
Xa' =  caXay  und  es  kann  ca  nur  eine  nie  Einbeitswurzel  sein;  da 
Sn=I  (mod.  n)  ist.  Dieses  bestatigt  auch  eine  kurze,  bei  05  =  ^00 
durcbzufiihrende  Naherungsrechnung;  setzen  wir  u  =  0,  so  ist  #</=£«  #«? 
und  nun  wird  0a  an  bezeichneter  Stelle  in  erster  Annaherung  niit 

3  w  —  1          a  (n  —  «) 

co2  2  r  2  proportional ?  wie  man  aus  (3)  p.  281  abliest.  Bei 
Ausubung  von  S  zeigen  die  Xa  sonach  das  durcli 

a(n  —  a) 

angegebene  Verlialten.  Die  Ableitung  der  Formel  (2)  beziebt  sich  freilich 
nur  erst  auf  die  Falle  a  >  0.  Es  bleibt  aber  (2)  auch  fiir  a  =  0  un- 
verandert  in  Kraft,  wie  man  etwa  aus  der  Darstellung  (5)  p.  278  fiir 
XQ  ersehen  mag. 

Weit  langer  wird  uns  die  Erledigung  der  Substitution  T  beschaf- 
tigen?  und  wir  werden  hierbei  zuvorderst  von  den  Formeln  (I)  bis  (IV) 
p.  264  einen  ausgiebigen  Gebrauch  zu  machen  haberu  In  der  Formel: 

» i  -i,  «o 

setzen  wir  zunachst  (u  +  — )  an  Stelle  von  u  und  finden  nach  (III) 
und  (I) 

n  —  1  n—  1 


wobei  iibrigens  fiir  die  linke  Seite  die  speciellere  Formel  (13)  p.  264 
zur  Verwendung  gekommen  ist.  Der  Yergleich  der  beiden  letzten 
Gleiclmngen  liefert  CQ  =  c±  =  •••==  Cn—i,  und  also  wollen  wir  den 
gemeinsamen  Wert  dieser  Coefficienten  durcli  c  bezeichnen.  tJbt  man 
dann  weiter  in 


die  Substitution  n  -j-  -  —  -  fiir  u  aus?   so  kommt  unter  Gebraucli  von 
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(IV)  mid  (13)  p.  264  als  Ansatg  fitr  die   Wirkung  der  Substitution  T 
auf  Xai 

(3)  XSM^ 

Die  Grosse  c,  welch  e  wir  nunmehr  zu  bestinirnen  haben,  1st  un- 
abbangig  von  w;  sie  ist  aber  auch,  wie  wir  sogleich  zum  voraus  be- 
nierken,  unabhdngig  von  &  und  also  numeriscli,  und  hierin  hat  man 
den  wiclitigen  Erfolg  zu  selien,  welcher  sick  mit  den  in  (1)  p.  274 
getroffenen  Auswahl  des  Factors  %  verbindet.  Um  9iese  Tliatsache 
zu  ernarten  und  zugleich  den  nunierischen  Wert  YOB  c  In  Erfaiirung 
zu  bringen,  entwickeln  wir  die  Formel  (3)  fur  a  =  0  recfats  und  links 
nach  Potenzen  von  u}  setzen  die  beiden  Goefficienten  von  it  selbst 
identisch  und  berecnnen  daraus  fur  c  den  Wert: 

(A\  ^  _    2/0  (-^21  <PI) 

~      --- 


Fiir  den  bier  auftretenden  Nenner  finden  wir  nach  (4)  p.  281 


n  m= — ao   a  = 


(5) 

Vor  der  weiteren  Entwicklung  der  rechten  Seite  von  (4)  mussen  wir 
jetzt  eine  eigenartige  Reihendarstellung  fur  f/A  namhaft  niaehen,  welche 
auch  sp'aterhin  noch  haufig  zur  Verwendung  kominen  wird.  Differen- 
tiiert  man  die  erste  Formel  (4)  in  I  p.  161  nach  u  und  setzt  hernach 
u  =  0,  so  konimt  die  in  Aussieht  genommene  Entwicklung: 


Hierbei  ist  unter  -O-/  (^,  r)  die  Ableitung  der  ^-Function  nach  u  zu 
verstehen,    und   tibrigens  wurde    die   Eeihenentwicklung  I  p.  160  (2) 
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fur  cliese   Function  herangezogen.    Pur  y0  folgt  jetzt   aus  (4)   p.  281 
mit  Htilfe  von  (6)  die  Darstellung: 


,— 

frf\  f  \  nyn 

CO  2/01%;  ^2;  =  -  ^ 


wahrend  sich  Formel  (5)  in  die  nachfolgende  Gestalt  umsetzt: 


"V 


Die  Summation  bezieht  sich  hier  iiberall  auf  m,  welches  alle  positiven 
und  negativen  ganzen  Zahlen  zu  durchlaufen  hat. 

Dm  nunmehr  die  rechte  Seite  der  Formel  (4)  zu  bilden,  wircl  man 
(7)  dorch  T  transfer  mieren  und  sodann  durch  (8)  dividieren.  Das  Ver~ 
halten  von  ]/A  gegeniiber  T  ist  in  I  p.  624  (4)  aufgezeichnet  ;  die 

2»?g  * 

Grosse  r  wird  aber  in  e     w    ubergeheD;  welch;  letztere  wir  s  nennen 
niogen.    Es  ergiebt  sieh  dann  fiir  c  die  Darstellung: 


V   - 


(-  l)w  (2  m  +  1)  r      8  (—  l)w  (2m  -f  1)  s 


(2m-f  I)2 

(—I)771  (2m +  1)  s      8 


Vermoge  der  nun  beendeten  Zwischenentwicklung  haben  wir  c  in 
eine  durchaus  eindeutige,  der  n'aheren  Betrachtung  leicht  zugang- 
liche  Gestalt  (9)  setzen  konnen.  Man  benenne  jetzt  den  ersten  auf  der 
rechten  Seite  von  (9)  auftretenden  Reihenquotienten  abgektirzt  durch 
Q  (CD).  Es  ist  alsdann  Q  (co)  eben  durch  Formel  (9)  als  eine  in  der 
positiven  Halbebene  alienthalben  eindeutlge  Function  ihres  Argumentes 
erklart?  deren  Bedeutnng  wir  sofort  explicite  angeben  werden.  Vorab 
bemerke  man  gleich,  dass  Q(i)  notwendig  gleich  1  ist,  da  fur  co  =  i 
die  beiden  Grossen  r  und  s  identisch  werden ,  wahrend  doch  anderer- 
seits  die  Reihen  im  Zahler  und  Nenner  von  Q  im  Innern  der  Halb- 
ebene alienthalben  gegen  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Wert 
convergieren  (cf.  Formel  (6)).  Aus  der  eben  citierten  Formel  ergiebt 
sich  nun  aber  weiter: 
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(10)        *1/£V5C— »,»,)- 


und  also  hat  die  ackte  Potenz  von   Q  in  einfachster  Weise  die  Be- 
deutung  CD~-12;  fur  $(#)  selbst  ergiebt  sich  daraus: 


mit  clein  Zusatz,  dass  die  ??innerkalb  der  positiven  Halbebenecf  ein- 
deutige  Grosse  ]/#  offenbar  dadurck  des  nakeren  zu  erklaren  ist?  dass 

sie  fur  co  =  i  den  Wert  ™™-^  annehmen  soil  ;  solchergestalt  geniigen 

].  2 

wir  iu  der  That  der  vorhin  sclion  festgestellten  Gleicnung  Q{i)  ==  1. 
Der  zweite  Factor  auf  der  recliten  Seite  von  (9)  ist  jetzt;  wie  man 
sofort  uberblickt,  mit  dem  reciproken  Werte  von: 


«(;) 


—  1  -f-  i     n  y  n 
]/2          oo  y  co 


identisch,  wo  wir  den  Zahlwert  der  Wurzel  ]/«  posit  ID  zu  nelimen 

falls  wir  die  soeben  liber  ]/co  getroffene  Bestioimung  aueh  in  (12)  auf- 

recht  erhalten  wollen.    Nun  ergiebt  sick  aus  (9),  (11)  und  (12)  sofort: 


(13) 


ivomit  der  Zalilivert  von  c  bestinmtf  ist  und  gugleicli   unsere  obige  $e- 
haitptunff,  dass  c  wn  &  undblidngig  sei,  ihre  Bestatigitng  yefunden  hat, 

Den  Wert  der  Constanten  c  batten  wir  auch  nock  in  anderer 
Weise  in  Erfakrung  bringen  konnen.  Man  setze  z.  B.  die  reckte  Seite 
von  (9)  mit  HWfe  von  (6)  und  (10)  in  die  Gestalt  : 


. 

y»   I/AC-^,^)    y  A  =!, 


TJni  kier  die  ackte  Wurzel  der  Discriminate  zu  einer  eindeutigen 
Function  von  o1?  (O2  zu  macken,  wlirden  fur  die  £01?  £c>2  diejenigen 
Einsckrankungen  vorzusckreiben  sein,  welcke  wir  oben  (p.  68)  ausfUkr- 
lick  bespracken.  Dabei  wiirden?  wie  man  sick  leickt  uberzeugt?  diese 
Vorsckriften  zur  Folge  haben,  dass  In  (14)  die  Quadratwurzel  ]/n 
positiv  zu  nehmen  ist.  Gegenuber  der  Operation  T  nimmt  daun  |/A 
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eine  eindeutig  bestiinmte  8te  Einheltswurzel  an*);  aber  wir  braucben  zur 
Bestimmung  von  c  nur  diese  Thatsache,  nicbt  die  Einheitswurzel  selbst 
zu  kennenj  denn,  wie  man  sieht,  fallt  sie  aus  (14)  von  selbst  beraus, 
und  wir  kommen  zuni  Werte  (13)  zuriick. 

Geht  man  andererseits  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  c  von  03 
unabhangig  ist,  so  kann  man  vorn  Ansatz  (3)  aus  auch  folgender- 
massen  verfabren.  Durch  Wiederholung  der  Transformation  (3)  erhalt 
man  fur  X0  ersicbtlich: 

XQ  (U   |    —  G31;  —  C32)  =  HC*XQ  (U   \   G)1}  G?2). 

Bei  der  Dimension  der  Xa  in  ihren  drei  Argurnenten,  sowie  anderer- 
seits unter  Gebrauch  von  (II)  p.  264  folgt  weiter: 


-a- 


WSS    (    _L  )       -*         ^Lrt  {lAi  G)t  *     £0o  )  . 

\          /  U  \       I        1 "       a/  / 

—  ?*— 1 

so  dass  der  Vergleicb  mit  der  vorigen  Formel  +  c  ]/w  =  i  2  liefert. 
Das  Zeichen  ist  bier  so  zu  bestimrnen,  dass  durcb.  Combination  von 
(2)  und  (3)  in  ST  eine  Substitution  der  Periode  drei  entspringt.  Bei 
dieser  KechnuDg  bat  man  iibrigens  von  den  sogenannten  Gauss?schen 
Surnrnen  Gebrauch.  zu  machen.  Umgekehrt  aber  liegt  bier?  wo  wir  den 
Wert  der  Grosse  c  durcb  functionentheoretiscbe  Betracbtung  bestimuit 
baben,  eine  neue  Quelle  fiir  die  Berecbnung  der  Gauss?scben  Summen 
vor.  Wir  kommen  weiter  unten  (namlicb  in  §  10;  p.  304)  auf  diesen 
Gesicbtspunkt  nocbinals  zuriick. 

Nach  diesen  Zwischenbemerkungen  fassen  wir  hier  endlicb  die 
Forineln  (2)  und  (3)  nochmals  zusammen?  indern  wir  in  der  letzteren 
fiir  c  seinen  Wert  eintragen.  Wir  lidben  als  Wirfamgen  der  ereeugenden 
Modufaibstitutionen  8  imd  T  auf  die  Xa  die  folgenden : 

(15)  (8)  Xa'=*e~~*~.Xa, 

(16)  (T) 

durch  Iteration  und  Combination  dieser  Operationen  wilrde  man  alle 
n  9  (n)  ^  (ri)  verschieden&i  Sulstitutionm  der  mdlichen  XK  -  Gruppe 
G-nadtiwin)  Twrstellen  Jcon 


*)  Es  ist  dies  diejenige  8*®  Einheitswurzel,  welclie  in  der  Theorie  der  linearen 
Transformation  der  ^-Functionen  eine  fondamentale  Rolle  spielt. 

**)  Tragt  man  in  Formel  (16)  ftir  die  X  ihre  Ausdrucke  in  ^  ein,  so  kommt 
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§  8.     Wirkung  der  Sufostitutionen  S,  T  auf  die  Xa  bei  geradem  72. 
Allgemeine  Bemerkung  iiber  die  Znsatzfaetoren  %. 

Wir  haben  jetzt  welter  die  Falle  der  geraden  n  in  ent^prechpiideui 
Sinne  zu  behandeln  und  al?o  vor  allem  festzustellen,  welch e  linearo 
Substitution  en  der  Xa  nunmelar  durch  Ausiibung  der  Operationen  S 
und  T  auf  die  ol7  co2  hervorgerufen  werden.  Da  aucli  jetat  die  Null- 
punkte  von  Xa  durch  die  Substitution  S  in  sicli  ubergefuhrt  werden 
(vgl.  (6)  p.  288),  so  haben  wir  wieder  den  Ansatz 

Xa  (iDjL  +  £D2?    G)2)  =  Ca  *  Xa  («Dn   fl>2) 

und  verfahren  zur  Bestimmung  von  c«  wie  vorMn.  Man  setze  also 
u  =  0  und  beinerke,  dass  za  bei  m  =  i  oo  zufolge  (5)  p.  290  in  erster 

4.+  *! 

Annaherung  mit  co2~2  rb  2w  proportional  wird.  Als  Wirkung  der  Ope- 
ration S  auf  Xa  finden  wir  demgemdss: 

(i)       (fl)  x.'-«?+^.x«. 

Der  auftretende  Factor  ist  eine  2^te  bez.  4nie  Einheitswurzel,  je  nach- 
dem  n  durch  4  teilbar  oder  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist. 
An  diesen  Umstand  knupft  sich  die  folgende  Nebenbeuierkung:  Da 
sich  die  Xa  bei  alien  Modulsubstitutionen  linear  reproducieren?  so 
werden  tiberhaupt  erst  die  parabolischen  Substitutionen  der  Amplitude 
2n  bez.  4^n  das  gesamte  System  der  X&  unverandert  reproducieren. 
Mit  Riicksicht  auf  unsere  friiheren  Satze  fiber  die  Verzweigungs- 
schemata  der  ausgezeichneten  Congruenzgruppen  (I  p.  412  u.  f.)  ent- 
springen  damit  aus  Formel  (1)  unsere  obigen  Angaben  iiber  die  Stufe 
der  Xa  aufs  neue. 

Auch  bei  der  Substitution  T  kommen  wir  hier  wieder  durch  einen 
ahnlichen  Gredankengang  zum  Ziele;  wie  im  vorigen  Paragraphen.  Wir 
schliessen  zunachst  genau  wie  vorhin  auf  den  Ansatz: 

(2)  Xa  (U  I   — £02>  COJ  =  C(») 

wo  wir;  um  die  Moglichkeit  der  Abhangigkeit  des  c  von  oj  zu  be- 
tonen;  gleich  genauer  c(p)  fur  c  geschrieben  haben.  Um  czu  berecttnen, 
konnen  wir  jetzt  bereits  die  Absolutglieder  der  Reihenentwicklungen 


eine  Formel,  welcher  man  bereits  in  zahlreiciien  Slteren  Arbeiten  fiber  die  Trans- 
formation w*er  Ordnnng  der  ^-Fnnctionen  "begegnet.  Vgl.  die  bez.  Angaben  in 
,,Normalcurvenu  p.  54. 
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von  (2)  gebrauchen  und  finden  soleherweise  c  ausgedriickt  durch: 

(3)  '^ 


Den  Her  auftretenden  Nenner  entwickeln  wir  nach  (3)  p.  290  in 
der  folgenden  Weise: 


n— 1 


wahrend  andererseits  %  gegeben  1st  durch: 
(5)  ^, 

—  co 

Fiihrt  man  fiir  die  achte  Wurzel  der  Discriminante  die  im  vorigen 
Paragraplien  unter  (6)  aufgesehriebene  Eeilienentwicklung  ein?  so 
setzen  sich.  die  beiden  letzten  Gleictungen  in  umgekehrter  Reihen- 
folge  in  die  beiden  naclifolgenden  um: 

(2m  4"  *)* 

(6)  ,0 (»lf »,) - 2 ys Q2 


In  beiden  Formeln  ist  ]/«  mit  dern  gleiehen  Vorzeichen  behaftet  zu 
denken;  welches  dasselbe  ist,  bleibt  Sache  der  tbereinkunft  bei  Ein~ 
Mining  der  normierten  X«,  Anf  Formel  (6)  fibe  man  jetzt  T  aus  und 
dividiere  hernach  durch  Formel  (7).  Das  Resultat  ist: 


(8) 


wo  $  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  im  vorigen  Paragraphen.  ^  Die  letzte 
Gleichimg  multipliciere  man  mit  der  Forme!  (9)  des  vorigen  Para- 
graphen?  in  welch'  letzterer  Gleichung  wir  fiir  das  dort  vorkom- 

n  —  1          _ 

mende  c  den  damals  bestimmten  Wert  i  2    : 1/n  eingetragen  denken. 
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Ini  entspringenden  Product  sehreibe  man  iiberdies  nodi  n  •  o  an  Stelle 
der  Variabelen  CD;  es  folgt  solchergestalt: 


.- 
(9)  «•  Yn  .  c  (n»)  - 


Nun  ergiebt  weiter  die  vierte  Formel  (4)  in  I  p.  161: 


vermoge  deren  (9)  die  neue  Gestalt  annimmt: 
(II)  in  •  (?(««) 


i 

y  A  («!  ,  a,)  -  ffx  4  («!  ,  co2) 

•J»  "2 

Das  Verhalten  der  Modulform  ^  j,  bei  Ausiibung  der  Substitution  T 
berechnet  roan  aus  der  Definition  dieser  Modulforni  vermittelst  der 
Legendre'scben  Relation  sofort  zu  ^  ±  =  i^^^±}  wahrend,  wie  bekannt? 

|/  A'  =====  i  ]/A  ist;  c  ist  deninaeh  mit  der  von  CD  nnabhangigen  nunie- 
rischen  Grosse  —  =-  identisch. 

y«   ^ 

Indem  wir  zusammenfassen,  sind  fur  g&rade  n  die  ergeugenden  Sttb- 
stitutionm  der  endlichen  Gruppe  6ra(p(2»)^(2«)  ^©z-  Gn  der 

— 

Siibstitiitionen  die  fteiden  folgenden: 
(12)         (/S)  X  — 

(13;        (T)  X-^. 

Man  gehe  nun  noclimals  auf  die  Zusatzfactoren  %  der  Xa  zuruck7 
um  vermoge  der  gewonnenen  Resultate  die  getroffene  Auswahl  der  K 
in  ihrer  volien  Bedeutung  zu  ermessen,  Sowobi  fur  gerades  wie  un- 
gerades  n  sind  die  Substitutionscoefficienten  der  X-Gruppen  vermoge 
dieser  Auswahl  der  %  durchgeli^nds  numerische  Grossen  geworden. 
Wollten  wir  aber  jetzt  hinterher  die  Xa  noch  mit  einem  gemeinsamen 
Factor  beliaften,  der  als  Function  der  c>1;  o>2  nattirlich  eine  algebraisehe 
Modulform  sein  miisste;  und  verlangen  wir  von  den  so  modificierten 
X  dasselbe  einfache  Verhalten  (der  "rein  numerischen  Substitutions- 
coefficienten)?  so  wilrde  die  zugesetzte  Modulforni  sich  bei  alien  Modul- 
substitutionen  bis  auf  numerische  Factoren  wiedererzeugen  miissen.  Dass 
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diese  Factoren  Einheitswurzeln  sein  miissen,  folgert  man  leicht  aus 
clem  Begriff  der  algebraischen  Modulformen.  Im  tibrigen  aber  bemerke 
man,  dass  die  Xa,  wie  wir  sie  friiher  normierten,  fur  keinen  im  ,,Innern" 
der  Halbebene  gelegenen  Quotienten  (D1  :  co2  identisch,  d.  i.  unabhangig 
von  ^{,,  verschwinden.  Um  also  Complication  en  zu  meiden;  werden  wir 
von  der  soeben  hinzugesetzten  Modulforin  gleichfalls  verlangen,  dass 
sie  im  Innern  der  Halbebene  allenthalben  von  Null  verschieden  und 
selbstverstandlich  auch  endlich.  ist.  Die  einzigen  Modulforinen,  welche 
unseren  Forderungen  gentigen,  sind  Dun  bekariutermassen  ]/A  und  der  en 
ganze  Potenzen.  Der  Znsatz  einer  gaozen  Potenz  von  A  selbst  diirfte 
flir  die  uns  besclaftigenden  Fragen  zunachst  als  folgenlos  bezeiclinet 
werden.  Der  Zusatz  einer  niclit  durch  12  teilbaren  Potenz  von  ^A 
wurde  aber  im  Falle  eines  ungeraden  n  eine  Erhohung  der  Stufe  nach 
sich  zielien*),  was  wir  zunaclast  jedenfalls  vermeiden  wollen.  Bei 
geraden  n  mag  man  ohne  Erbobung  oder  Erniedrigung  der  Stufe  der 
Xa  eine  Potenz  von  ]/A  hinzusetzen ;  doch  sclieint  es  auch.  liier  (spaterer 
Anwendungen  wegen)  zweckmassig?  bei  der  einmal  getroffenen  Nor- 
mierung  der  XK  zu  bleiben. 


§  9.     Buekfoezielrung  auf  das  vorige  Kapitel.     Pertige  Gestalt 
der  Xa-G-ruppe  fiir  den  Fall  einer  PrimzaKL  n  =  q. 

Ist  n  eine  ungerade  Zahl?  so  mnsste  eine  Modulsubstitution,  welche 
Xji  bis  auf  einen  Factor  in  sich  transforrniert,  die  Bedingung  cc  =  1, 
y  ^  0  (mod.  n)  befriedigen,  sofern  nur  /I  >  0  war  (cf.  p.  280).  Ver- 
langen  wir  aber,  dass  X?,  bis  auf  einen  Factor  niclit  gerade  in  siela, 
sondern  tiberhaupt  nur  in  eines  der  n  X  transformiert  werden  soil,  so 
ist  y  =  0  (mod.  n)  die  binreichende  und  notwendige  Bedingung  (cf, 
(11)  und  (12)  p.  280).  In  entspreciiender  Weise  findet  man  bei  den 
geraden  n  die  Congruenz  y  =  0  (mod.  2n)  als  notwendige  und  liin- 
reichende  Bedingung  dafiir?  dass  die  X  von  Factoren  abgesehen  per- 
mutiert  werden. 

Diese  Resultate  lassen  sicli  in  pragnanter  Weise  aussprechenj 
wenn  wir  auf  die  geometrischen  V»orstellungen  der  vorigen  Kapitels 
zuriickgreifen.  Im  Sinne  derseTben  Jwnnen  wir  die  eingelne  Xa- Sub- 
stitution : 


*)  Sofern  niclit  gerade  n  durcli  3  teilbar  ist  und  }/A  zugesetzt  wird. 
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sfe  m  dm  voraufgelienden  Paragraplien  geicannen,  als  erne  Trans- 
formation des  singuldren  Coordinatensy  stems  der  Normalcurve  Cn  auf- 
fassen,  wobei  wir  dann  offeribar  n<p(fi)ty(ii)  beg.  ng)(2n')^(2n)  oder  endlich 

M 

— g?(4w)^(4w)  mit  einander  (jleiclibereclitigte  singulare  Coordinatensysteme 

gewinnen.  Die  oben  ausgesprochenen  Satze  aber  besagen  alsdann:  Alle 
diese  Coordinatensysteme  batten  sich  aits  nur  ^(«)  l)ez.  #(2«)  unterschie- 
denen  Coordinatenpolyedern  anf,  je  naclidem  n  nngerade  oder  gemde  ist, 
womit  der  oben  (p.  252)  fur  n  =====  3  direct  gewonuene  Satz  verall- 
gemeinert  ist. 

Andererseits  konnten  wir  die  Substitutionen  (1)  als  eine  Gruppe 
von  Collineationen  desjeoigen  Raumes  2?rt_i  in  sich  interpretiereo,  in 
dem  wir  uns  frtiher  die  Normalcurve  Gtt  gelegen  dacliten.  Hierbei 
wiirde  man  sagen  rnusseii,  dass  das  einzelne  Coordinatenpolyeder  immer 
durch  die  ncp(n)  be#.  n<p(2n)  oder  n<p(4zii)  Operational  einer  gewissen 
in  der  G-esamtgruppe  entlialtenen  Untergruppe  in  sicli  iibergefulirt  wird. 
Die  in  Rede  stehende  Collineationsgruppe  konnte  man  nun  weiter  mit 
den  2n2  Collineationen  der  Normalcurve  Gn  in  sich  zu  einer  umfassen- 
deren  Gruppe  combinieren  und  wiirde  solcherweise  allgemein  zu  Ver- 
lialtnissen  gelangen;  wie  wir  sie  oben  (p.  252  u.  f.)  fur  n  =  3  aus- 
fiihrlich  besclirieben  haben*).  Wir  gelien  auf  dieselben  hier  nicht 
noch  einmal  besonders  ein  und  verweisen  auch  betreffs  der  Beziehung 
dieser  Gegenstande  auf  die  friiher  (p.  2  u.  f.)  allgemein  den  elliptischen 
Functionen  zu  Grunde  gelegten  gruppentheoretischen  Principien  auf 
unsere  Auseinandersetzungen  iiber  n  =  3.  Vielmehr  bleiben  wir  hier 
einzig  bei  den  Modulsubstitutionen  und  damit  bei  den  in  den  vorauf- 
gegangenen  Paragraphed  gewonnenen  Gruppen  Gn9(n}^(n)' 

Fiir  einige  unter  den  mod.  n  bez.  mod.  2n  incongruenten  Modul- 
substitutionen. konnen  wir  die  Wirkung  auf  die  Xa  besonders  leicht 
angeben.  Bs  sind  dies  die  Substitutionen: 

co'  =  aw1  -j-  jScoa?    co/  ^  a"~1(Q2    (inod.  n  bez.  2n)} 

bei  denen,  um  es  nochmals  geometrisch  auszusprechen,  das  Coordinaten- 
polyeder der  Xa  in  sich  selbst  transformiert  wird.  Bei  der  bekannten 

*)  Dabei  ware  es  wohl  zweckmassig,  der  geometrisch  en  Betrachtung  nicht 
die  elliptische  Curve  211  Grunde  zu  legen,  welche  durch  die  Verhaltnlsse  der  Xa 
vorgestellt  mrd  ,  insofern  man  allein  das  u  als  einen  Parameter  betrachtet,  son- 
dern  gleich  das  zweifach  ausgedelmte  Grtbilde,  welches  durch  die  Verhaltnisse  der 
Xa  definiert  wird,  insofern  wir  in  ihnen  alle  drei  (homogen  vorkommende)  GrSsseu 
u,  o>17  o>2  als  Parameter  ansehen.  Dieses  Gebilde  geht  dann  dureh  die  samtlichen 
Operationen  der  im  Texte  genannten  Gruppe  in  sich  uber.  —  Im  Falle  n  =  3 
failt  das  in  Rede  stehende  Gebiide  schlechtweg  mifc-^der  Ebene  der  Xa  zusammen. 
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Wirkung  der  Substitution  S  (ef.  Formel  (15)  p.  296  und  (12)  p.  299) 
werden  wir  nainlich  alle  diese  Xa-Substitutionen  leiclit  hinschreiben 
konnen,  wenn  wir  angegeben  haben,  wie  sich  3LK  bei  Ausubung  von 

(2)  co/  =  ac31  ,     co/  =  a""1  a?2  ,     (mod.  w  bez.  2ri) 

verhalt,  eine  Operation,  die  wir  fiir  den  Augenblick  U  nennen  rnogen*). 
Die  Falle  ungerader  n  behandeln  wir  nun  anf  Grand  der  Darstellung 
(10)  p.  279  fur  die  Xc^  wir  selien  unmittelbar,  dass  der  Substitution  U 
die  X«- Substitution 

(3)  Xaf^±Xaa 

entspreclien  muss;  wo  bei  der  mogliclierweise  eintretende  Zeichenwecbsel 
von  den  ^?'-Teilwerten  in  (10)  p.  279  herrubrt.  In  der  That  ist  das 
noch  unentschieden  gelassene  Vorzeichen  in  (3)  identiseh  mit  dem  frag- 
lichen  Vorzeicnen  in  der  Formel: 


n—I 

2 


Fiir  gerades  n  gelangt  man  vermoge  einiger  Zwiscnenrechnuugen  auf 
Grund  der  Formeln  von  p.  287  gleicnfalls  wieder  zur  Gestalt  (3)  der 
XorSubstitution  U.  Dass  ubrigens  fur  die  vorgelegte  Modulsubstitution 
das  Vorzeichen  der  rechten  Seite  von  (3)  unabnangig  von  a  £iir  alle 
n  Grossen  Xa  dasselbe  ist,  scnliesst  man  leicht  aus  friiheren  Forrneln. 

Setzt  man  namlich  in  Xa'(u)  =  "k  •  Xaa(u)  fiir  u  den  Wert  u  +  — 1 7 

so  konimt  unter  Benutzung  von  (12)  und  (III)  p.  263  u.  f.  nach  kurzer 
Eeelinung  X«_i  —  kXa(a—iyi  man  balte  diesen  Umstand  fiir  sp'ater  fest. 
Das  fragliche  Vorzeichen  in  (3)  bez.  (4)  wollen  wir  jetzt  nicht  melir 
allgemein;  sondern  nur  in  demjenigen  Falle  bestinimen,  der  von  jeher 
unsere  besondere  Berueksichtigung  verdient  hat;  namlich  fiir  ungerade 
Primzahlen  n==q.  Fur  diesen  Fall  bemerke  man,  dass  mit  ^  =  1,  2,  •  •  -; 

2~~ —  auch   a^&   ein   System   von  ^~r —  Zahlen  durchlauft,  von  denen 

keine  einer  anderen;  so  wie  auch  keine  einer  negativ  genommenen  an- 
deren  modulo  q  congruent  ist.  Ist  daher  e^  =  -f-  1  oder  =  —  1?  je 
nachdem  der  absolut  kleinste  Rest  von  ap  modulo  g  positiv  ocler 

negativ  ist,    so   werden  die  ~~—  Zahlen  a^eu,   modulo  g   reduciert, 


*)   Man  wird  die  jetzige  Substitution  U  kaum   mit  der  im   ersten  Bande 
p.  58  n.  f.  so  benannten  Modulsubstitution  verwechseln. 
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von  der  Eeihenfolge  abgesehen  auf  1,2,--',  ?-^~~  zuriiekkommen.   D 
tiberdies 

y^Q,  «  //  -  —  &jj,  y^O,  a  ,w  ^, 

ist,  so  ergiebt  Forrael  (4): 

9—  -1  <?J^1  g~l  '7—  -1 

2  '2  2  a 

(5)  JX  fy  •  PO,  «  a  ^  =  Jjf  fy  •  JJ  p'o,  u  =  ±  JJ  po,  ^  , 

/<=!  ^  =  1  //  —  I  t«  =  J 

wahrend  andrerseits,  wie  wir  eben  salien; 


g  —  1 

2 


_ 

J  _|  a  pep  =  a  2  J  _|  F  '  _|  1  e-"  ^  1  1  ^?  C^aod.  g)  , 

,«  =  1  ,*<  ==  1  ,U  =  1  1.1  =  1 

g—  1 


ist,,  unter  f—  J    das  Legendre'sche  Zeichen  verstanden.     Jm 

ungeraden  PrimmJil  n  —  q  ist  dafier  die  WirJzung  der  Modulsiibstitutio 
U  auf  die  Xi(  angegeben  durdi  die  Formel: 


(6)  Xa' 

Walalen   wir  also,  was   zweckmassig  ist;  a  als  Primitivwurzel  von  < 
so  gilt  in  (3)  fur  die  sen  Fall  das  untere  Zeielien. 

Bei  der  wohlbekannten  Struetur  der  zur  tomogenen  Hauptcongruens 
gruppe  gter  Stufe  geborenden  endlichen  Grq(f—i)  lasst  sich.  jetzt  di 
gesamte  (?5(^_i)  der  Xa-  Substitutionen  ubersichtlich  aufschreibei 
Bereits  in  I  p.  705  haben  wir  fur  g  =  7  die  gesaoiten  incoBgruente 
Substitutionen  aus  S,  T,  U  in  der  hier  in  Betraclit  kommenden  Weis 
hergestellt.  Genau  wie  damals  bilden  wir  jetzt: 

(7)  fl^ff",     &T&U",     A,^-0,l,...,2-l;    V-0,l,.-.,2- 
oder  explicite  gesckrieben: 


(8) 

V;  0,   <r- 

und  haben  damit  die  gesamte  Gruppe  der  mod.  C[  ineongruenten  Sol 
stitutionen  angegeben.  Dieser  AufmJilung  entsprecJiend  ftndet  man  a« 
fertige  G-estalt  der  Xa-Gru$pe  fur  em  primmMges  n  ==  q: 

(9)   (8^  u-}      xc;  =  (-  i)"  r<a  ^—  3^^  9 
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Hierbei  sind  die  unter  (9)  aufgefiihrten  Substitutionen  diejenigen,  welche 
das  singulare  Coordinatenpolyeder  der  Xa  in  sich  transformieren. 

§  10.    Exeurs  iiber  die  Summon  von  Gauss. 

Aus  den  Uberlegungen  ani  Anfang  des  Kapitels  wussten  wir,  dass 
die  ^-Substitutionen  8  und  T  dureh  Combination  uud  Wiederholung 
nur  zu  einer  endliehen  Zahl  unterschiedener  neuer  Substitutionen  fiih- 
ren  konnen.  Mittlerweile  haben  wir  die  Coefficienten  der  Xa~  Sub- 
stitutionen S}  T  aus  der  Irrationalitat  ^/ n  und  Einheitswurzeln  auf- 
gebaut  und  rniissten  daraufhin  auch  ausserlich  die  Endlichkeit  der 
Xa-Gruppe  aus  Eigenschaften  dieser  Substitutions  coefficienten  einselien 
konnen.  Statt  dessen  durfen  wir  aber  auch  die  Sache  gerade  um- 
kehren  und  aus  der  Endlichkeit  der  .X^-Gruppe  Eigenschaften  der 
Substitutionscoefficienten  der  5Ta-Substitutionen  folgern.  Thatsachlieh 
hat  dieser  Standpuukt  Interessej  denn  wir  erhalten  solchergestalt  jene 
Relationen  wieder,  welche  Gauss  in  der  Theorie  der  Ereisteilung  auf- 
stellte,  und  die  sich  auf  die  sogenannten  Gauss;schen  Suninien  be- 
ziehen*).  Die  Kenntnis  dieser  Surnmen  ist  ohnedies  fur  uns  wunschens- 
wert,  und  wir  benutzen  dieserhalb  die  vorliegende  Gelegenheit,  die- 
selben  abzuleiten  **). 

Indem  wir  zuvorderst  n  als  eine  beliebige  wgerade  Zahl  voraus- 
setiien,  berechnen  wir  uns  aus  (15)  uud  (16)  p.  296  durch  Combination 
die  Wirkung  der  Substitution  (/ST)  auf  Xa.  Die  entspringende  For- 
niel  wiederholen  wir  einnial  und  linden  insbesondere  fur  X0: 


(1)        (STST) 

Nun  ist  STST  =  TS~~l,  und  also  muss  die  Substitution  (1)  ideutisch 
sein  mit  der  nacbfolgenden: 

(2) 


*)  Man  sehe  die  Original schrift:  Summatio  guarumdam  senerum  singularium, 
Ges.  Werke,  Bd.  2  p.  9 ,  sowie  weiter  Dirichlet-Dedekind,  Zahlentheorie, 
Supplement  1. 

**)  Die  im  Texte  zu  gebende  Entwicklung  der  Gatiss'sclien  Summen  riihrt 
vom  Heransgeber  her. 
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Setzen  wir  also  z.  B.  die  in  (1)  und  (2)  recliter  Hand  als  Coefficien- 
ten  von  XQ  eintretenden  Ausdrucke  einander  gleich,  so  folgt: 


(3)  (-tV 

Das  einzelne  Glied  dieser  Eeilie  andert  sieli  nieht,  wenn  wir  a  urn 
ein  Vielfaches  von  n  andern.  Hiervon  machen  wir  Gebraueh,  indem 
wir  a  =  2«'  substituieren  und  nun  a  ein  Restsystem  mod.  n  dureh- 
laufen  lassen.  Unterdrficken  wir  dann  gleieh  wieder  den  oberen  Index 
bel  a  und  sehreiben  statt  .des  s  ausfuhrlicli  seine  Bedeutung,  so 
Jcommt  als  Qaussfsche  Summenformel  im  Falle  eines  ungeraden  n: 


wobei  Yn  naturlicli   gerade   wie  in  den   Xa-Substitutionen  positiv    zu 
nehmen  ist. 

Ganz  ahniieli  verfahren  wir  ini  Paile  einer  beliebigeii  geraden 
Zahl  n.  Aus  (12)  und  (13)  p.  299  entspringt  durch  Combination  als 
Substitution  (STJ2  ffir  X0: 


wahrend  man  andrerseits  fur  TS~1  die  Gestalt  findet: 


Indein  man  hier  wieder  die  beiden  Coefficienten  von  XQ  recliter  Hand 
identiseh  setzt?  entspringt  als  eine  Gauss'scJie  Stimmenfonncl  filr  gerades  n 
die  naclifolgende: 


oder  in  etwas  anderer  Gestalt: 

__          _ 

(6)  .  yn  =  e 

Offenbar  kounen  wir  Formel  (5)  auch  in  die  Form  setzen: 


Sehreiben  wir  hier  statt  2n  gleich  wieder  n,  so  wird  n  eine  bclirbige 
(lurch  4  tdlbare  Zahl  sein;  fur  alle  diese  n  gilt  die  Formel: 

Klein-Erioke,  Hodnlfonctionen.  II.  20 
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(7)  (1  4 


Die  Forniel  (4)  pflegt  man  zunachst  in  einer  etwas  anderen  Ge- 
stalt  anzugeben.    Sehreiben  wir  im  Anschluss  an  Diriehlet-Dedekind  1.  c. 


P. 


so  ist  es  der  Wert  vou  g?(2?^)?  welchen  Pormel  (4)  angiebt,  wogegen 
-man  fiir  gewohnlich  zunachst  g)(l,ri)  zu  bestimnien  pflegt.  Wir 
wollen  Her  aber  im  Anschluss  an  diese  Bemerkung  unsere  Entwicklung 
fiir  die  ungeraden  n  dahingehend  etwas  weiter  ausdehnen;  dass  wir 
iiberhaupt  den  Wert  von  93  (p,  n)  fiir  irgend  welches  gegen  n  relativ 
prime  p  angeben  wollen;  in  der  That  werden  wir  spater  die  entstehen- 
den  Fornaeln  notig  haben.  Wir  niiissen  dabei  schrittweise  verfahren? 
indem  wir  n  erstlich  als  ungerade  Primzahl  q,  sod^nn  als  Potenz  cf 
einer  ungeraden  Priruzahl  q,  endlich  als  beliebige  ungerade  Zahl  an- 
nehmen.  Zugleich  niiissen  wir  bei  dieser  Entwicklung  noch  neben 
deni  gewohnlichen  Legendre^sehen  Zeiehen  das  gleichfalls  in  der  Theorie 
der  quadratischen  Reste  gebrauchte  Jacobi'sche  Zeiehen  benutzen,  an 
clessen  Definition  wir  hier  kurz  erinnern.  Ist  die  Zerlegung  cler  un- 
geraden Zahl  n  in  ihre  Primf  actor  en  durch 

w  =  2-g  •g'-'- 

gegeben,  wo  naturlich.  die  q,  q',  .  .  .  in  beliebigen  Reihen  identisch 
sein  dlirfen,  so  schreiben  wir  mit  Jacobi*): 


p  dabei  in  der  bisherigen  Bedeutung  einer  beliebigen  gegen  n  priinen 
Zahl  gebraneht.  Die  Gesetze^  welche  fur  das  Jacobi?sche  Zeiehen  (9) 
gelten,  sehe  man  in  Dirichlet-Dedekind  p.  104  u.  f.  der  3.  Aufl. 
nach;  wir  merken  insbesondere  an: 


(10)  (=1)  =  (_  l, 

des  weiteren  aber  die  fur  ungerades  p  giiltige  Forniel: 


welche  das  verallgemeinerte  Reciprocitatsgesetz  zum  Ausdruck  bringt. 
Nach    dieser  Zwischenbemerkung   kehren  wir  zn  unserer   vorhin 


*)  Man  selie  die  Monatsberichte  cler  Berliner  Akademie  VOB  1837. 
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aufgeworfenen  Frage  nach  dem  Werte  von  gp(p,  w)  zuruck  und  wahlen 
n  zuvorderst  als  ungeracle  Prim&aJil  n  —  q.   Hler  besteht  die  Gleichung: 


~tt2 
e      9       =  i  £-\    ?j  e  $ 

^^o 

wie    man   ini  Falle    eines   quadratischen  Restes  p  von  q   unmittelbar 
sieht,    wahrend    man    bei    einem   Niehtreste  p   nur   auf   die    Identitat 

1  -j-  £  -f-  £2  -] [-  £2—1  =  0  zu  recurrieren  branch t.    Setzen  wir  jp  =  2, 

so  folgt  aus  (12)  und  (4): 

q*  —  1  g  —  1 


Indein  wir  lileraus  qp(l,g)  berechnen,  dann  aber  gleich  aufs  neue  (12) 
anwenden,  entspringt  das  Eesultat: 


(13) 

1st  zweitens  n  PriinzaJilpotenz  qv  niit  i/>  1,  so   zerlegen   wir  die 
Reihe  9  (|),  gv)  in  zwei  Teile,  wie  folgt: 


Hierbei  bezieht  sicn  die  Summe  fiber  a  auf  alie  2r~~l(#  —  1)  modulo  gv 
incongrnenten  und  gegen  g  relativ  primen  ZaBlen  «.    Die  Zahlen  pa* 

durchlaufen  dabei  mod.  q*  zweimal  das  System  derjenigen 


Zahlen,  die  in  Bezug  auf  q  im  quadratischen  Charakter  mit  p  uber- 
einstimmen  *).  Eben  dieserhalb  kann  die  fragliche  Surtime  bei  wech- 
selndem  p  nur  zwei  Yerschiedene  Werte  annehmen?  deren  einen  wir 
erhalten?  wenn  wir  fur  p  elnen  Rest  R  von  q  einsetzen,  wahrend  der 
andere  fur  einen  Nlchtrest  p  —  N  entspringt:  iiberdies  sieht  man 
leicht,  dass  die  beiden  in  Rede  stehenden  Werte  nur  im  Zeienen  unter- 
schieden  sind;  ein  Umstand?  auf  welchen  wir  sogleicli  zuriickkommen. 
Vorab  setzen  wir  die  letzte  Gleichung  in  die  Gestalt: 


und  zlehen  aus  (13)  den  Sehluss;  dass  <p(py  q)  bei  wechselnden  p  auch 
nur  die  beiden  Werte  <p(R,  q)  Bnd  q>(N,  q)  annimmt?  wahrend  93  (jp,  1) 
direct  gleich  1  ist.  Durch  Recursion  folgt  jetzt  aus  (14):  Audi  g>(p,  qr} 

*)  Cf.  Dirldalet-Dedekind,  p.  81  n.  f.  der  3,  Anfl. 

20* 
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niwmt  lei  jedem  beliebigen  v  den  wechselnden  Werten  p  gegeniiber  nur 
die  sivei  Werte  g>(R,qv)  und  <p(Nyf)  an. 

Um   diese  Werte  zu  bestimmen,   folgern  wir  aus  (14)   die  neue 
Eecursionsforiuel: 

(15)  9(B,  2')  +  9(N,  <T)  =  2  {<p(R,  a"-*)  +  *>(#,  s*-»)} 
und  erinnern  zugleich  an: 

9(3,  2)  +  g>(N,  g)  =  0,         epGR,  1)  +  9(N,  1)  =  2. 

Hier  ist  also  zu  nnterscheiden,  ob  v  gerade  oder  ungerade  ist;  sclirei- 
ben  wir  deaanach  v  =  2p  bez.  =  2ft  +  1>  so  Kefert  (15): 

(16)  <p(R,  q*»)  +  y(N,  ?*)  -  2^, 

(17)  .  9(2i,  g8^1)  +  9>(^  a*^1)  =  0. 

Da  das  Quadrat  einer  ungeraden  Zalil  mod.  8  mit  1  congruent  ist,  so 
folgt  aus  (4)  als  Wert  von  9?  (2,  j2^)  einfacn  gf*,  d.  i.  gerade  die 
Halfte  der  rechten  Seite  von  (16).  Man  hat  also  aus  (16)  und  (17) 
den  Sehluss  zu  ziehen: 


wofiir  wir  auch  sclireiben  konnen: 


Kehren  wir  zur  Bezeichnung  qv  =  n  zurtick,  so  tritt  jetzt  reciter  Hand 
das  Jacobi'sclie  Zeiclien  ein: 

(18) 

Hier  setze  man  endlich  p  =  2,  benutze  den  aus  (4)  hervorgelaenden 
Wert  von  g>(2,»),  sowie  andrerseits  die  Formel  (10).  Es  ergiebt  sicli 
daraufhin  der  Wert  p(l,  »),  sowie  dann  weiter  dureh  noclinialige 
Benutzung  von  (18)  die  fur  Primgahlpotenzcn  n  allgemein  gilltige  Formel: 


dieselbe  begreift  die  Gleielmiag  (13)  als  Specialfall  la  sicn. 

Die  Sachlage  ist  nun  die?  dass  die  Formel  (19)  iiberhaiqpt  fwr  Mielige 
ungerade  ZaMen  n  in  QUItigkeit  lleilt.  Sind  namlich  w,  und  n  uugerade, 
relative  Primzahlen  und  p  prim  gegen  mn,  so  wird  die  ganze  Zahl  y 
gerade  ein  voiles  Restsystem  mod.  win  durehlaufen,  wenn  wir 

y  =  met  +  nfi 

setzen  und  a  ein  voiles  Restsystem  mod.  n,  ft  aber  ein  solches  mod.  m 
durchlaufen  lassen.     Darans  folgt: 
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/nn\ 

(20) 

"iff 

wofur  wir  aucli  sehreiben  konnen: 


Man  setze  nun,  dass  (19)  fur  unsere  jetzigen  «£,  w  giiltig  sei;  alsdano 
ist  offenbar  Formel  (21)  in  anderer  Gestalt  geschrieben: 


Wendet  man  liier  endlich  noch  Pormel  (11)  an,  so  folgt: 


womit  unsere  Bebauptung  der  allgemeinen  Gultigkeit  von  (19)  fiir 
ungerade  Zahlen  n  sicli  bestatigt  liat. 

Analoge  Entwieklungen  konnte  man  an  die  fiir  gerade  n  giiltigen 
Formeln  (6)  und  (7)  kniipfen;  wir  naben  dies  aber  fiir  unsere  ferneren 
Zweeke  nicht  unbedingt  notig. 

§  11.    Isomorptie  Bezielrang  der  Xa-Gruppe  auf  sich.  selbst  bei 
Ersatz  von  s  dnrGh.  ej). 

Als  eine  erste  Anwendung  des  eben  beendeten  Excurses  iiber  die 
Gauss'scien  Sumnien  entwickeln  wir  Her  eine  bemerkenswerte  Arts, 
die  Xa-Gruppe  boloeclrisca  isomorph.  auf  sich  selbst  zu  beziehen.  Wir 
nitissen  zu  clem  Zweck  wieder  eine  Heine  arithmetiselie  Betrachtung 
vorausschicken. 

Die  Coeffieienten  der  Xa-  Substitution  en  enthielten  an  Irrationalen 
Bestandteilen  neben  den  nien  Einheitswurzeln  1m  Palle  eines  ungeraden 

n  —  I 

n  auch  nocb  die  Irrationalitat  ( —  J)  2  ]/«,  bei  geradern  n  jedoch 
einfach  YH.  Wir  Wnnen  diese  faiden  Irrationalitaten  selbst  w/a?er  durch 
Einheitswurgeln  attsdriichen.  Bei  ungeradem  n  geseliiekt  dies  einfach 
durcn  Formel  (4)  des  vorlgen  Paragraplien;  bei  geradem  n  konnten 
wir  die  Formel  (6)  brauchen,  zieben  inHessen  einen  indirecten  Weg 
vor.  Man  nenne  namlieh  m  den  grossten  ungeraden  Teller  von  n  und 
schreibe  n  =  2V  -  m\  man  setze  alsdann  im  Falle  elner  geraden  Zabl  v: 

v       m — 1      /       m — 1  \ 

dagegen  fur  einen  ungeraden  Exponenten  v: 

V    /  Y  *^  I 
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Da  m  ungerade  ist,  so  konnen  wir  jedesmai  die  letzte  Klammer  In  (1) 
nnd  (2)  durch  wte  Elnlieitswurzeln  ausdriicken;  insgesamt  ist  also  in 
(1)  bez.  (2)  em  Ausdruck  von  ]/n  in  nten  bez.  4wten  Einheitswurzeln 
gewonnen,  je  nachdem  n  durch  4  teilbar  oder  das  Doppelte  einer 
ungeraden  Zahl  ist. 

n  —  I      __ 

Fiihrt  man  nun   die  fur  (—  a)  2    ]/w  bez.  |/w  angegebenen  Aus- 
driicke  in  die  Xa-Snbstitutionen  ein?  so  sind  die  Coefficienten  dieser  Sul)- 

%irt  ZiJt 

stitutionen  numeriscfi  rational  aus  der  Mnheitswurgel  e  n    oder  e2n   oder 

2irt 

e^  aufgebaut,  je  nachdem  n  ungerade  oder  durcli  4  teilbar  oder  endlicli 
das  Doppelte  einer  ungeraden  Zalil  ist  Man  wolle  jetzt  ftir  den  Augen- 
blick  von  der  Bedeutung  der  Xa  als  Functionen  von  u,  CDI?  032  ganz 
absehen,  fasse  diese  Grossen  vielinehr  nur  als  n  Variabele  auf;  welclie 
die  charakteristischen,  eine  Gruppe  bildenden  Substitution  en  mit  uume- 
rischen  Coefficienten  erfahren.  In  diesen  Substitutionen  denken  wir  uns 

Sift  2irt         Zirt 

dann  die  gerade  zu  Grunde  liegencle  Einheitswurzel  e  n    bez.  e  2/l  ,  e*in 


durch  irgencl  eine  andere  primitive  Einheitswurzel  e  n  bez.  e  2  n  etc. 
,des  gleichen  Grades  ersetzt,  und  man  wird  alsclann  ohne  weiteres  aus 
der  Irreducibilitat  der  Kreisteilungsgleichung  den  Schluss  ziehen.,  dass 
die  so  entspringenden  neuen  Xa'Substifoitionen  iviedemm  eine  Gruppe  1)ttden, 
welcJie  mit  der  iirsprimglichen  Xa-  Gruppe  Jioloedriscli  isomorph  ist*). 

Um  wenigstens  die  Erzengenden  dieser  neuen  X«-Gruppe  ausfuhr- 

7Z—1          __  _ 

lich  anzugeben;  werden  wir  die  Irrationalitat  (  —  i)  2  Yn  bez.  Yn 
"doch  nicht  explicit  durch  ihren  Ausdruck  in  Einheitswurzeln  ersetzen 
wollen;  wir  untersuchen  vielmehr  gleich,  wie  sich  die  fragliche  Irra- 
tionalit'at  bei  dem  vorzunehmenden  Ersatze  der  Einheitswurzel  verhalt. 

Fiir   ungerades  n  geben  die  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen 

»~i  2  i  a 

hier  nnmittelbar  die  Antwort,  dass  (—  -  i)  2    ]/w  bei  Ersatz  von  e  n 


.  /    \ 

durch  e      n    den  Factor  (—  j^bekommen  muss;  die  Erzeugenden  8,  T 

der  neuen  Gruppe  sind  also  fur  ungerades  n: 


*)  Dieser  Ersatz  der  Einbeitswurzel  in  den  Substittitionscoefficienten  durch 
eine  primitive  Einheitswurzel  desseiben  Grades  wurde  znerst  von  Hrn.  Kron- 
ecker  verwandt,  nnd  zwar  in  der  Theorie  der  Jacobi'schen  Gleichungen;  man 
sehe  Kronecker's  Mitteilungen  iiber  algebraische  Arbeiten  in  den  Berliner  Monats- 
bericliterL  von  1861. 
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a(n — «) 

OS)  Xa'  =  «  "~^~X«, 


(3) 


Im  Falle  eines  geraden  n  ist  natiirlich  p  uugerade,  und  hier  massen 
wir  vorerst  auf  die  Formeln  (1)  und  (2)  zurfickgreifen.     Um  auf  (1) 

einzugehen,  so  wird  beim  Ersatz  von  e^n   durch  e    2n   offeabar  i  2 

p  —  1    m  —  1  m  —  1 

den  Factor  (—  1)  2        2     bekommen,  (•—  i)   2    ]/wz-   aber  den  Factor 
--J.     Die  Ir ration alit at  ]/w  geht  also  in  sich  selbst^  multipliciert  init 

p  —  1     m  —  1 


tiber^  wobei  man  die  in  (4)  vollzogene  Uingestaltung  dieses  Factors 
sofort  vermoge  (II)  p.  306  verificiert.  Von  (2)  aus  kommt  man  durcli 
eine  analogs  Uberlegnng  leicht  zu  dem  gleicten  Resultat  und  hat  also 
als  Erzeugende  der  neuen  XC(:-Gruppe  im  Falle  eines  geraden  n: 


(5) 


Es  1st  nun  sehr  bemerkenswert;  dass  die  Substitutionen  der  neuea 
aus  (3)  bez.  (5)  entspringenden  Xa-Grnppe  in  ilirer  Gesamtlieit  von 
den  Substitutionen  der  urspriinglichen  Grtippe  gar  niclit  verschieden 
sind;  einzig  die  Anordnung  ist  eine  andere  geworden,  so  dass  wir  liicr 
gerade  so  viele  isomorphe  Begiehtmgen  der  Xlt-Grnippe  auf  sick  selbst 
Jcennen  gelernt  haben,  als  es  mod.  n  1)60.  2n  od&r  4w  incongruente,  gegen 
den  Zaldmodul  n  l)e$.  2n,  4n  relativ  prime  Zalilen  p  giebt.  Die  hierbei 
eintretende  Frage  aber  ist,  ob  diese  isomorphenBeziehungen  der  Xa-Gruppe 
auf  sich  selbst  von  der  Art  sind?  wle  wir  sie  in.  I  (cf.  p.  261)  durch 
Transformation  vermoge  der  Modalsubstitutionen  herstellten;  wir  werden 
fur  diesen  Fall  liernach  ofifenbar  auch  sagen  konnen,  dass  die  fragliche 
Beziehung  der  Xa-Gruppe  auf  sich  selbst  durch  Transformation  mit 
einer  in  dieser  Gruppe  selbst  enthaltenen  Substitution  darstellbar  ist. 
Um  Member  zu  entscheiden,  bemerke  man?  dass  beim  einzelnenjp  der 
Substitution  8  ihre  pte  Potenz  Sp  zugeordnet  ist.  Die  Transformation 
konnte  also  nur  durch  eine  solche  Modulsubstitution  V  geschehen  sein? 
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die  derselben  Untergruppe  T^(n}  angeliort,  wie  $*).  Da  iiberdies  S 
natiirlicli  mit  sich  selbst  gleiehberechtigt  ist;  so  werden  wir  V  als 
eioe  Modulsubstitution  annehmen  durfen,  die  mod,  n  bez.  (ini  Falle 
elnes  geraden  n)  mod.  $n  mit 

0*1  =  at®! ,     eo2'  =  d^ 

congraent  1st  Transforrniert  man  jetzt  die  ursprungliche  Gruppe  dnrcli 
dieses  V,  so  folgen  aas  (3)  p.  302  nach  leichter  Zwischenreehnung 
als  Erzeugende  der  transformierten  Gruppe  die  Substitutionen  (3)  bez. 
(5),  wenn  wir  uns  in  denselben  cP  an  Stelle  von  p  geschrieben  denken. 
So  liaben  wir  das  Resultat  erhalten:  Nur  wenn  p  mod.  n  mit  einem 
Quadrate  congruent  ist,  lasst  sicli  die  dem  p  mgeliorige  isomorphe  Be- 
giehung  der  Xa-Grruppe  auf  sicli  selbst  durch  Transformation  vernioge 
einer  ihrer  eigenen  Siibstitutionen  Jierstellen.  Ist  also  im  speciellen  n  eine 
PrimzaH,  so  kann  die  Halfte  aller  (n  —  1)  Isomorphen  Beziehungen  in 
der  hierrait  gekennzeichneten  Weise  bewirkt  werden.  Erwalinen  wir  end- 
lich  nock  als  besonclers  einfaehe  Eigenschaft  der  Primzalilen  n  der 

Form  4h  +  3,  dass  fur  sie  die  noch  ruckstandigen  ™- ^—  Beziehungen 

durcli  Transformation  vermoge  gewisser  Modulsnbstitutionen  ziveiter 
Art  erzielt  werden  konnen**). 

d 

§  12.     Die   Substitntionsgriippen  der  Modnlformen  0a ,  ya  nnd  die 

bei  mngeradem  n  auffcretenden  "biquadratiselien  Belationen  der  8a. 

Die  einfachen  gruppentheoretisclien  Eigenschaften  der  Functionen 
Xa(u  I  G3i;  co2);  welche  wir  mittlerweile  aufgefunden  haben?  liefern  uns 
nun  auch.  fiir  die  Modulsysteme  8a)  ya,  xa  etc.,  die  wir  aus  den.  Xa 
ableiteten,  wichtige  Eigenschaften.  In  der  That  entspringt  ohne  weiteres 
der  fur  alles  Folgende  fundamentale  Satz:  Jedes  der  fraglicJien  Systeme 
von  Modulformen  siibstitttiert  sicli  <bei  Ausitbung  einer  "beliebigen  Modul- 
stibstittition  geschlossen  linear  mit  numerisclien  Coefficienten.  Wir  wollen 
diesen  Satz  fiir  die  einzelnen  Modulsysteme  specificieren,  indeni  wir 
dabei  insbesondere  jedesnial  die  erzeugenden  Substitutionen  S  und  T 
der  entsprlngenden  Substitutionsgruppe  namhaft  machen. 

Um  wieder  mit  den  ungeraden  n  zu  beginnen?  so  hatten  wir  hier 
erstlich  das  System  der  n~^  Modnlformen  nie*  Stufe  ^«(CDI;  o2)  von  der 
Dimension  — ^—~ .  Die  Wirkung  der  Substitutionen  S  und  T  giebt 


*)  Man  sehe  die  Entwicklungen  in  I  p.  460  u.  f. 
**)  Man  vgl.  Member  I  p.  445. 
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man  vermoge   der  Gleicbungen  (13)  p.  267  aus  (15)  und  (16)  p.  296 

leiclit  an;  wir  finden: 

a  (n  —  of) 
(1)  (S)  *u'  =  6  ~8a, 


(2)  (T)  —  1/w  •  sd  =  i  2 

Daran  reiht  sieh  efos  System  der  ^~-  HocMfonnen  yQ,  yl}  . .  .,  y«-._i 

"2 

vow   &r  Dimension  ~^-^~-~ .   Ihr  Verlialten  gegeniiber  S  und  T  ist  ge- 
geben  durcli: 

«(» — a) 

(3)  (S)  yd  =  £       2     y« , 


(4)          (T)    yn-y^-i    2       %  +          (^  +  «"a 

\          f>'=i 

Es  1st  hier  weiter  die  Prage,  ob  die  aus  (1),  (2)  bez.  (3),  (4)  ent- 
springende  Gruppe  linearer  0a-  bez.  ytf-Substitutionen  auf  die  Xa~Gruppe 
lioloeclrisch  oder  nieroedriscli  Isomorpb  bezogen  ist.  Soil  letzteres  der 
Fall  seln?  so  muss  in  der  Q-n(p^  der  modulo  n  incongruenten  horno- 
genen  Modnlsubstitotionen  eine  ausgezeichnete  TJntergruppe  enthalten 
sein?  deren  Substitutionen  sazntlielie  ea  bez.  ya  unverandert  lassen.  Es 
folgt  aber  aus  der  Eigenarfc  der  Xa  (vgl.  insbesondere  (II)  p.  264  und 
(3)  p.  267)  leicht,  dass  diese  ausgezeichnete  Untergruppe  nur  aus  elen 
Substitutionen  T2  und  1  bestehen  kann;  und  gegenuber  212  zeigen  die 


das  naclifolgende  Verbalten: 


wie  aus  ihrer  Dimension  obne  weiteres  folgt.  Darin  liegt  das  Ee- 
sultat;  Ist  n  eine  wigerade  Zalil  der  Form  n  =  4fe  +  1  ?  so  ^  (^e 
&  a-  Gruppe  von  der  Ordnung  ny(n)il>(n)9  die  ya-  Gruppe  dber  von  der 
Qrdmmg  ^n(p(n)ty(n);  ist  n  =  4A  —  1  ,  so  Jidben  wir  umgekefirt  eine 
G-}nyy  von  Sa-Sulstitutionen  und  eine  G-n(fy  von  y^Siibstitutionen.  Dass 
die  hier  wiederholt  auftretende  G^n(f^  mit  der  Gruppe  modulo  n  unter- 
schiedener  niclit-honiogener  Modulsubstitutionen  holoedriscli  isomorph 
ist,  brauebeii  wir  kaum  noch  zu  betonen. 

Fur  die  Modulformen  xa,  wa  etc.  kommen  abwechselnd  immer 
wieder  dieselben  Verhaltnisse  zu  Tage,  wie  bei  &&  und  ya.  Wir  brauchen 
demnach  bier,  sowie  auclx  sogleich  bei  geradem  »,  die  soeben  aus- 
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gesprochenen  Satze  nielit  noebmals  fiir  die  xa  etc.  besouders  zu  for- 
mulieren.  — 

Bei  geradem  n  kennen  wir  erstlicb.  das  System  der  — —  Modal- 

formen  ( — 2)ter  Dimension   £0?  01}  ...,  &*   der    Stufe  2n  "bee.  4^  und 

i" 

schreiben  aus  (12)  uud  (13)  p.  299  unter  Riicksichtnakme  auf  (15)  p.  267 
als  Wirkung  der  Substitutionen  3,  T  auf  dieselben  ab: 

(5)    OS)  *«'~J^*«, 


Daran  reiht  sicli  cZos  System  der  ^—  Grossen 


Dimension  —  3  ««5  der  ^%^fe  2n  &e^.  4w,  flir  welche  wir  entsprechencl 
das  VerbalteB  finden: 

(7)  (S)  yu~$+~*y«, 

(8)  (T) 


s^  f?fe  $a-Gmppe  stets  hemiedrisch,  die  ya-&ntppe  aber  holoedrisch 
isomorpJi  auf  die  Qntppe  der  Xa-  Sitbstitutionen  bezogen.  — 

Unter  unseren  beiden  Arten  von  Modulsystemen  8ay  ya  sincl  es 
Bamentlicli  die  #a~Systeme?  welche  sicb  dureh.  ausserordentlicb  einfaclie 
Eigenschaften  auszeichneB*,  wir  werdeB  das  bei  uBseren  sp'ateren  Unter- 
suchuBgeB  Bocb  wiederliolt  erfabreB.  Dieser  Umstaad  ist  wolil  Banient- 
lich  daria  begriiBdet?  dass  die  &a  im  Innern  des  Polygons  nter  Stufe 
nielit  nur  allenfhallen  endlich  sondern  aucli  von  Null  verschieden  sind, 
wie  aus  ihrer  Darstellung  durch  die  -O'-FuBctioBeB  (cf.  Formel  (2)  p.  281 
uBd  (2)  p,  290)  obBe  weiteres  beryorgeht.  Hieriiber  hinaus  ziebeB  wir 
gleich  Bocli  fiir  die  zu  deB  ungeraden  n  gehoreBdeB  $a  eia  wiehtiges 
ErgebBis  aus  den  in  (5)  p.  268  aufgestellten  quadratisclieB  RelatioBeB 
zwiscbeB  deB  X^OO-  &idem  wir  namlicJi  in  den  Jiiermit  citierten  For- 
meln  u  ===  0  sdhreiben,  ergeben  sidi  liquadraUselie  Relationen,  ditrch  welclie 
die  ga  der  ungeraden  n  an  einander  geJvwtipft  sind;  die  allgemeine  Gestalt 
dieser  Belationen  ist: 

(9) 
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Wir  werden  spater  wiederholt  anf  diese  Forinel  zurtickkommen  uncl 
werden  in  ihr  insbesondere  fur  n  =  7  eben  jene  biquadratisclie  Glei- 

cliung  wiedererhalten,  durcli  welche  wir  in  I  die  bei  der  slebenten 
Stufe  ausfiihrlicli  untersuchte  Curve  4ter  Ordnung  der  ga  darstellten 
(of.  I  p.  701). 

Man  konnte  nunmehr  wieder  ganz  unabbartgig  von  der  functionen- 
theoretischen  Bedeutung  der  0a}  ya  an  die  Gestalt  der  Substitutionen, 
welche  die  einzelnen  Grossensysteme  erleiden,  ein  Reihe  von  Betrach- 
tungen  kniipfen;  wir  konnten  z.  B.  das  in  obigen  Formeln  auftretende  s 
wieder  durcli  sp  ersetzen  etc.  Wir  unterlassen  das  Mer  uncl  fugen  nur 
noch  ein  paar  historische  Bemerkungen  hinzu.  Natiirlicb.  tritt  keine 
einzige  dieser  Gruppen  als  solche  in  expliciter  Gestalt  in  den  alteren 
Arbeiten  auf,  da  friilier  der  Gruppenbegriff  nicht  herrsclite.  Gleicliwohl 

ist  zu  betonen,  dass  fur  die  Gruppe  der    ••"!"-  Grossen  bei  ungeradem  n 

bereits  in  Jacobi'selien  Entwicklungen  alle  Ansatze  beisammen  sind; 
man  selie  die  ,,$mte  des  notices  sur  les  fonctions  elliptigues"  von 


wo  Jacob!  n  ~£  .............   Grossen  A09  Als  .  .  .,  ^4«_i   angiebt;    aus   denen  sich 

__ 

die  Wurzeln  der  Multiplicatorgleicliung  in  einfaclister  Weise  zusamnien- 
setzen**);  aus  den  beziigliclien  Formeln  JacobFs  wiirde  man  unsere 
yu-  Substitutionen  der  Gestalt  nacli  ohne  weiteres  entwickeln  k5nneu***). 
Dem  gegenuber  ist  die  ^a-Gruppe;  in  welcher  die  Differensen  (sv  —  a""1") 
den  Tjpus  fur  die  Substitutionscoefficienten  abgeben,  erst  durch  Hrn. 
Klein  aufgefunden  worden.  Man  bemerke  in  der  That,  dass  wir  Mer 
fur  n  =  5  eiwfacli  mit  den  Ucosaeder  Substitutionen  011  tJiun  haben  (cf.  I 
p.  631  (10));  dass  icir  andrerseits  fur  n  ==  1  direct  anf  jene  ternaren  Siib- 
stitiitionen  gurilcJ&ommen,  tvelcJie  die  in  I  untersucJiten  drei  Moduln  gfe 
der  7ten  Stufe  erfahren  (cf.  I  p.  705).  Es  sind  dies  die  beiden  Falle 
der  in  Eede  stelienden  Substitutionsgruppe  der  za,  die  sicJh.  zuerst 
dargeboten  haben.  Dass  es  aber  nioglicb.  sei?  die  Formeln  der  s«- 
Substitutionen,  wie  sie  von  diesen  beiden  particularen  Fallen  her  be- 
kannt  waren,  fiir  beliebige  ungerade  n  zu  verallgemeinern  (wo  alsdann 
die  Gruppe  (1);  (2)  entsprang)  wurcle  von  Hrn.  Klein  ini  Verlaufe  der 
Abhandlung  ,?Uber  die  Auflosung  gewisser  Gleicltungen  wm  7fe3a  ttnd 
8ten  Grade"  Math.  Ann.  Bd.  15  (1879)  angegeben.  Das  Substitutions- 


*)  Werke  Bd.  1  p.  255  u.  £ 

**)    Man  selie  fur  n  =  5  die  Entwicklungen   in   I  p.  645,  fur  n  =  7  aber 
I  p.  723. 

***)  Vgl.  aucli  die  verschledenen  Ausfiiliruiigeii  fiber  nJacobfsclie  GIeIclraBgenM 
in  Ikos.  p.  147,  149,  212. 
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system  der  Xa  und  damit  die  Zusammengehorigkeit  der  Substitutions- 
gruppen  der  ^"t"  und  n~  -  Grossen  ergab  sich  alsdann  aus  der  Theorie 

der  Normalcurven.  Endlich  konnten  die  bei  geradem  n  eintretenden 
0a-  und  2/a- Gruppen  aus  den  beziiglichen  Entwicklungen  von  Urn.  Hur- 
witz*)  unmittelbar  abgeleitet  werden. 


Die  Prage^  welche  sich  an  die  durchlaufenen  Entwicklungen  un- 
inittelbar  anscliliesst^  ist  nun;  wie  sicli  die  jetzt  auf  analytisclieni  Wege 
(namlich  aus  ihren  Reihenentwicklungen)  definierten  Moduln  0a,  ya) 
sowie  dann  aucli  weiter  die  %a  etc.  in  den  niedersten  Fallen  n  zu  den 
in  I  Abscnnitt  3  studierten  Modulformen  dieser  StufenzaHen  n  ver- 
halten  mogen,  Inzwischen  scMeben  wir  diese  Untersuehung  Mnaus; 
denn,  obschon  nainentlicn  die  0a  uberall  Modulformen  von  besonderer 
Einfachheit  sind;  so  giebt  es  docn  nocli  andere  sehr  einfache  und  deni- 
nach.  besonders  wiclitige  Moduln  n***  Stufe;  deren  Kenntnis  wir  uns 
jetzt  vorab  verschaffen  wollen. 


Man  sehe  die  p.  260  genannte  Abhandlung. 


Drittes  Kapitel. 

Bildung  nemer  Fnnetionen  %ter  Stnfe  dnrck  Mlineare  Yerbindnngeii 

der  Xa. 

Die  von  den  elliptischen  Normalcurven  gelleferten  Functionen  X& 
liaben  wir  in  erster  Linle  deskalb  betrachtet,  um  aus  iknen  Modul- 
formen  0a,  ya  etc.  von  einfackem  gruppentkeoretiseken  Verkaiten  ab- 
zuleiien.  Wir  werden  jetzt  neue  Fnnetionen  ntex  Stufe  von  u,  colt  o>2 
bilden,  ans  denen  wir  dann  liernach  in  genau  entspreekender  Weise 
Modulfornien  nter  Stufe  herstellen.  Diese  nenen  Fnnetionen  nnd  Modul- 
formen  nieT  Stnfe  werden  sicn  in  gruppentheoretischer  Beziehung  aufs 
directeste  an  die  Grossen  des  vorlgen  Kapitels  ansehliessen,  wie  denn 
tiberliaupt  betont  sein  mag,  dass  die  Xa-Giuppe  in  ihrer  allgemeinen 
Gestalt  von  §  11  des  vorigen  Kapitels,  sowie  ini  Anschluss  daran  die 
viererlei  verschiedenen  Gruppengestalten  von  §  12  ebenda  liinfort  die 
fundamentalste  Rolle  spielen  werden. 

Was  die  Herstellungsart  unserer  neuen  Functionen  angent?  so 
werden  wir  dabei  nicnt  etwa  aufs  neue  fremde  Hfilfsmittel  berankolen: 
die  Functionen  Xa  sind  es  vielmenr  selbst,  welcne  in  eigenartigen 
l)Uinearen  Verbindungen  die  fragliehen  Functionen  liefern.  Wir  werden 
diese  biiinearen  Ausdrticke  sogleich  (in  §  1)  an  ein  paar  einfaclisten 
Beispielen  erlautern?  um  danaen  die  allgemeine  Bildungsweise  derselben 
vorzubringen.  Die  fitr  diese  Entwicklungen  in  Betraeht  kommenden 
Litteraturnachweise  werden  wir  zwisdiendnrch.  nanihaft  maclien.  Wir 
benierken  jedocn  gleich  zum  voraus,  dass  die  bislierigen  Xa  und  des- 
halb  aucli  die  0ay  y^  etc.  sick  nngezwungen  seibst  wieder  in  den  Kreis 
der  neuen  Grossen  einordnen;  es  handelt  sieh  also  1m  Grunde  nur  um 
eine  Erweiterung  der  biskerigen  Resultate. 

Ein  anderer  Gesicktspunkt  kommt  kinzu:  Die  analytiscJien  Dar- 
stellungen  der  Xa;  0a?  ya  etc.,  wie  sie  durck  die  Formeln  des  vorigen 
Kapitels  gegeben  werden,  sind  nock  nickt  in  solckem  Grade  durck- 
gebildet,  dass  sie  die  einfackste  erreichbare  Structur  aufwiesen.  Es 
ist  vielmekr  erst  in  cliesem  Kapitel^  wo  wir  ftir  die  gesamten  zu  be- 
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trachtenden  Grossen  nie*  Stufe  ausserst  durchsichtige  analytische  Bil- 
dungsgesetze  angeben  werden,  welehe  in  einer  merkwiirdigen  Be- 
zieliuiig  zu  den  ganzgaliligen  Mndren  quadratiscJien  Formen  stehen.  Es 
muss  jedoch  sogleich  gesagfc  werden,  dass  diese  Beziehung  zu  den 
binaren  quadratisehen  Formen  wesentlich  initbegrandet  ist  durch  den 
particularen  Entwickhmgsgang,  den  unsere  Darstellung  ninirai  In  der 
That  wtirden  uns  trilineare  Xa  -Verbindungen  in  ganz  gleicher  Weise 
zu  terndren  quadratischen  Formen  hinfuhren  u.  s.  w.?  wie  wir  denn  aueh 
eine  einzelne  #-Reihe  mit  den  })unaren"  quadratischen  Formen  in  Be- 
ziehung  setzen  konnen. 

Die  allgemeine  Frage  nach  analytischen  Bildungsgesetzen  der  Modul- 
formen  ist  tibrigens  noch  in  mehreren  anderen  Arten  der  Behandlung 
zuganglich,  und  wir  mogen  Her  die  Gelegenheit  benutzen?  einige  histo- 
rische  Benierkungen  in  dieser  Richtung  einzuschalten. 

Vor  alien  Dingen:  Wahrend  wir  hier  stets  mit  Potenzreihen  nacli 
r  arbeiten,  konnte  man  auch  fiir  die  Moduln  hoherer  Stufen  seiche 
Entwicklungen  nach  Teilbruchreihen  anstreben,  wie  wir  sie  in  I  p.  151 
fur  g2  und  g%  angaben.  Wir  wiirden  uns  so  denjenigen  Massnahnieii 
annahern,  welehe  Hr.  Poincare**)  ganz  allgemein  in  der  Theorie  der 
automorphen  Functionen  zur  Verwendung  bringt.  Der  Grundgedanke 
dieser  Entwicklungen,  etwa  fur  unsere  Hauptcongruenzgruppe  nter  Stufe 
r/f(w)  ausgesprochen,  ist  der  folgende:  Man  wahle  eine  rationale  Form 
-F(&D  o>2)  und  bilde?  alien  unendlich  vielen  Snbstitutionen  1;  vly  v2y ... 
der  r^n)  entsprechend ,  die  Ausdriicke  F(G)ly  co^  ?  F(v1(co±)  o»2)), 
jF(2;2(c51?  o>2)),  •  ••  •  Haben  wir  F(&19  o2)  so  auswahlen  konnen,  dass 
die  Summe  aller  dieser  Ausdriicke  eine  absolut  convergente  Eeihe  dar- 
stellt?  die  iiberdies  als  Function  von  coly  o>2  nicht  identisch  versehwindet, 
so  wird  uns  diese  Reihe  eine  Modulform  nie*  Stufe  darstellen.  —  Diesen 
Ansatz;  der  fiir  die  allgemeine  Theorie  der  automorphen  Functionen 
von  grosster  Bedeutung  ist,  insofern  man  noch  kein  anderes  durch- 
greifendes  Bildungsgesetz  fiir  dieselben  besitzt,  konnten  wir  in  unserem 
Falle  umgehen,  da  uns  die  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen 
durchgebildete  Hulfsmittel  ohne  weiteres  zur  Verfugung  stellte.  Wir 
wiirden  eben,  um  Fornieln  zu  haben,  mit  denen  man  bequeni  rechnen 
kann^  bei  allgemeinen  Stufenzahlen  mit  den  Poineare'sehen  Reihen 
immer  erst  noch  diejenige  Umwandlung  in  Potenzreihen  nach  r  vor- 
nehmen.miissen,  welehe  Hr.  Hurwitz  fiir  die  erste  Stufe  an  den  spe- 
ciellen  Eisenstein'schen  Reihen  wirklich  vollzogen  hat**). 

*)  Man  selie  die  "bez.  Nacliweise  in  I  p.  762. 

**)  Man  vgl.  den  ersten  Teil  der  in  I  wiederholt  genannten  Arbeit  von  Hrn. 
Hurwitz  in  Bd.  18  der  Mathem.  Ann.  (1881). 
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Ferner  aber:  ist  es  uns  auf  irgend  welche  Weise  gelungen,  Modul- 
fornien  wter  Stufe  zu  bilden?  so  gelingt  es  leicht,  aus  ihnen  solche 
Grossen  zusammenzusetzen ?  welche  bei  den  Substitutionen  der  o1?  &2 
ihrerseits  die  Substitutionen-  der  Xa  (oder  verwandte  Substitutionen) 
eiieiden.  Es  geschieht  dies  durch  ein  einfaches  combinatorisches 
Prineip,  welches  Hr.  Klein  in  Bd.  15  der  Math.  Ann.  (1879)  aufstellt*), 
und  von  dem  dann  auch  Hr.  Poincare  bei  seinen  allgemeineren  Dnter- 
suchungen  Gebrauch  macht**);  man  hat  bei  Anwendung  desselben  nur 
zuzusehen,  dass  die  entstehenden  Ausdrucke  nicht  identisch  verschwinden. 
Den  hiermit  bezeichneten  Ansatz  hat  beziiglich  der  Xu  und  verwandter 
Grossensysteme  Hr.  M  or  era  in  Bd.  25  der  Math.  Ann.  verfolgt  (18S4), 
indeni  er  als  Ausgangsformen  %ter  Stufe  die  Teilwerte  irgend  welch  er 
doppeltperiodischer  Functionen  wahlt***).  Inzwischen  scheint  es,  dass 
einige  der  von  ihm  aufgebauten  Ausdrucke  identisch  verschwinden ; 
jedenfalls  ist  die  Sache  noch  nicht  so  weit  entwickelt,  dass  von  hier 
aus  der  directe  Ubergang  zu  unseren  Xa  etc.  inoglieh  ware. 

Die  mannigfachen  Entwicklungen  endlich,  durch  welche  Hr.  Kron- 
ecker  neuerdingsf)  die  Theorie  der  Modulfunctionen  bereichert  hat, 
konnen  wir  leider  nur  nennen.  Dieselben  stehen  allerdings  in  unmittel- 
barster  Beziehung  zu  unserer  Gesamtauffassung-,  Indessen  wiirde  eine 
ausfuhrliche  Besprechung  zu  weit  von  unseren  zunachst  vorliegenden 
Zielen  ablenken. 

§  1.     Die  zwei-  und  drei-gliedrigen  Bilinear verbindnngen  Ba 

der  Xa* 

Da  wir  weiterhin  immer  mit  den  X«  verschiedener  Ordnungen  n 
zu  thun  haben,  so  ist  es  notwendig,  das  n  mit  in  die  Bezelchnung  der 
Function  Xa  aufzunehmen;  wir  wollen  in  diesem  Sinne  des  genaueren 
Xa  schreiben,  so  oft  es  zur  Unterscheidung  wunschenswert  ist. 

Wir  verstehen  jetzt  zunachst  unter  n  eine  bellebige  ungerade  Zahl 
und  ziehen-  die  zwei  Grossen  X(2);  sowie  andrerselts  die  2n  Functionen 
^(2 »)  heran.  Wir  bilden  uns  dann  den  folgenden  zweigliedrigen  Aus- 


*)  TJebcr  die  Auflosung  gewisser  GrleicJmngen  siebenten  und  acMen  Grades. 
**)  Acta  Mathematics  Bd.  5. 

***)  Uber  einige  Bildungsgesetze  in  der  TJieorie  der  T&ilung  und  Transformation 
der  elliptischen  Functionen. 

t)  Man  sehe  insbesondere  die  neneren  Bande  der  Monatsbericlite  der  Berliner 
Akademie  (seit  1885),  in  welchen  Hr.  Eronecker  die  gemeinten  Bntersucfaungen 
in  einer  grossen  Reihe  kleinerer  Mitteilnngen  entwickelt  hat,  die  immer  den 
gleiclien  Titel  ,,Zttr  Theorie  der  elliptischen  Funetionen"  tragen. 
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druck,  der  In  jeder  dieser  beiden  Grossenreiken  linear  und  koniogen  ist: 
(1)  XFtf?  +  3$l>Xt&*. 

Urn  an  das  Wort  Bilinearverbindung  zu  erinnern?  bezeicknen  wir  diesen 
Ausdruck  kurz  durch  B&?  des  genaueren  aber  (und  zum  Untersckiede 
von  weiterhin  eintretenden  Bildungen  aknlicker  Art)  durek  Ba'n).  Als 
Arguniente  coiy  co2  der  Grossenreike  X@n)  denken  wir  die  n*amlieken? 
wie  in  5?2).  Dagegen  ist  wilnsckenswert,  das  Argument  u  in  der  einen 
unserer  beiden  Xa-Reiken  nickt  sogleich  mit  dem  Argumente  u  in 
den  Grossen  des  anderen  Systems  identisch  zu  setzen.  Indem  3a 
solchergestalt  eine  Function  der  vier  Grossen  ui9  u^  co1?  co2  wird;  be- 
halten  wir  uns  eine  etwas  grossere  Beweglichkeit  fur  unsere  analj- 
tischen  Massnahnien  vor.  Wir  konnen  jetzt  z.  B.  gleieh  %  fur  sieh 
gleicli  Null  setzen  und  legen  also  fur  die  nahere  Untersucliung  die 
Grossen  vor: 


wo  #0  und  #1  die  beiden  zu  n  =  2  gehorenden  Moduln  des  vorigen 
Kapitels  sind. 

Man  tiberzeuge  sick  erstlich;  dass  es  gerade  n  unterscMedene  Grossen 
Sa  giebt;  denn  indena  wir  den  unteren  Index  in  (2)  urn  n  verrnehren, 
wird  nach  Formel  (I)  p.  264  die  Grosse  Ba  unverandert  bleiben. 

Wir  untersuehen  demnaelist;  welches  Verhalten  die  n  Grossen  J3W 
bei  der  Ausubung  der  Modulsubstitution  T  zeigen.  Die  Grossen  £0?  % 
substituieren  sick  kierbei  in  der  folgenden  Art: 


wakrend  us  an  das  Verkalten  der  X@n^  aus  der  Formel  (13)  p.  299  ab- 
zusckreiben  kat;  indem  man  in  derselben  2n  an  Stelle  von  n  setzt. 
Es  gekt  denigemass  Ba  durck  T  uber  in 


wobei  s  die  gewoknte  Bedeutung  von  e  n    kat.    Da  aber  n  ungerade  ist, 
so  ziekt  sick  die  reckte  Seite  der  letzten  Gleickung  sofort  zusammen  in 


und  damit  folgt  das  Ergebnis: 
(3)        (T)  #/--£= 
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Bei  Ausiibung  von  S  zelgen  unsere  Grossen  £,  X  das  Verhalten: 


Man  findet  also  als   Wirkung  von  S  auf  die  Ba: 

Es  ivird  sich  demgemass  Btt  l>is  auf  einen  Factor  reproducieren ?  w&nn 
wir  uber  die  ungerade  Zatil  n  jet&k  noeli  die  fernere  Voraussetzung  maclien, 
dass  sie  von  der  Form  (4 li  -j-  3)  ist;  in  der  That  wird  nun 
(5)        (S)  Ba'~i**Btt. 

Schon  jetzt  ist  deutlich?  dass  sich  das  System  der  Ba  gegenliber 
alien  Modulsubstitutionen  geschlossen  linear  substituiert.  Wir  kowimen 
aber  gerade&u  stir  Xa-Grwppe  aus  §  11  des  vorigen  Kap.,  und  zwar  eur 
Grnppe  mit  p  =  2  guriick,  wenn  wir  die  Ba  noeli  mit  dem  Factor  A"~^ 
normieren;  Potenzen  der  zwolffcen  Wurzel  aus  A  werden  wir  ja  den 
Moduln  eines  einzelnen  Systems  immer  zusetzen  durfen,  ohne  die 
wesentliche  Eigenschaft  eines  solchen  Systems  (sich  geschlossen  linear 
zu  substituieren)  dadurch  zu  storen.  Zum  Beleg  der  ausgesprochenen  Be- 
hauptung  nenne  man  die  normierten  Sa  etwa  Ba,  eine  Bezelchnung? 
die  wir  in  der  Folge  bei  ahnlichen  Gelegenheiten  immer  wieder  ver- 
wenden  wollen.  Es  findet  sich  alsdann  mit  Riicksicht  auf  I  p.  624  (4) : 

OS)  Bu'~* 

(6)' 


das  sind  aber  in  der  That  die  Substitntionen  (3)  p.  311  fiir  w 
und  p  =  2.  Passen  wir  demnach  zusammen:  Filr  alle  ungeraden  Zdtilen 
n  der  Gestalt  n  =  4&  +  3  erfalwen  die  mit  A~"l"  normierten  SHinear- 
verbindungen : 

(7)  5^B)  — B^^-A-^ 

die  Xa- Siibstitiitionesi  mit  p  =  2. 

Wir  yersuchen  nun;  ahnliehe  Entwicklungen  mit  ^ragliedrigen 
Xa- Verbindungen  anznstellen.  Zu  diesem  Ende  nehmen  wir  n  prim 
gegen  3  an  und  bilden  uns  genau  nach  Analogie  von  (1)  den  Ausdruck: 

/Q\  -^(3)-rr(3«)      ,      v(3)Y(3n)        _,      -Y^-Y^n) 

(o)  AQ    A^a      -f-  AI    Asa-f^  -f-  A2    A3a4-2»? 

wobei  wir  jedoch  gleich  wieder  das  Argument  %  der  erstert  Grossen- 
reihe  X(^  gleich  Null  setzen.  Dann  werden,  wie  wir  wissen  (p.  267)7 
Xis)  und  —  XJP  einander  gleich,  und  zwar  gleich  der  einen,  fiir  « —  3 
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auftretenden  Grosse  0lt  wahrend  XQ  einfaeh  verschwindei  Es  gilt  also, 
die  Ausdriicke: 

der  naheren  Untersuchung  zu  unterziehen,  als  deren  Anzahl  man  so- 
gleicJi  wieder  n  ab#ahlt. 

Die  Formeln  (1),  (2)  p.  313  nehmen  fur  den  vorliegenden  Fall  die 
einfaehe  Gestalt  an: 

(10)  OS')     <  =  rX>          W     <  =  ^i, 

woran  wir  weiter  unten  noch  ausfiihrlicher  zu  kniipfen  haben.  Einst- 
weilen  benutzen  wir  diese  Formeln,  urn  das  Verhalten  der  n  Grossen 
(9)  bei  S  und  T  festzustellen  und  beginnen  wieder  mit  der  letzteren 
Substitution.  Wir  mogen  zur  Abkiirzung  den  numerischen  Factor, 
welcher  in  den  Xa-  Substitution  en  T,  namlich  in  (16)  p.  296  und  (13) 
p.  299 ,  rechter  Hand  vor  dem  Summenzeichen  steht,  durch  (n)  be- 
zeichnen;  dann  findet  man  fiir  T: 


was  sich  sofort  zusammenziehen  lasst  in: 
Ba'  =  -  (Sn)  * 


Alle  Glieder  mit  durcli  3  teilbarem  @  werden  hier  verscliwinden;  die 
zurtickbleibenden  2n  Glieder  teilen  wir  in  zwei  Classen,  je  nachdem 
fj  ^  j^.  i  Oder  =  —  1  (mod.  3)  ist.  Wir  bewirken  dies  dadurch,  dass 
wir  einmal  3jS  +  n,  dann  aber  3/5  —  n  an  Stelle  von  /3  setzen  und 
0  hierbei  immer  ein  Restsystero.  mod.  n  durclilaufen  lassen.  Nelimen 
wir  endlich  noch  auf  die  offenbar  gultige  Gleichung: 


(ii)  e»- 

Eticksicht,  so  wird  die  letzte  Gleichung  ubergehen  in: 

(3 

Damit  ist  das  Ergebnis  gewonnen,  dass  die  in  (9)  definierten  Sa  bei 
Ausubung  von  T  die  Substitution  erfahren: 

n  —  1 
(13)  Bu'  =  -  (y)  i 


Weiter  setze  man  nun   erstlich  n  als  eine  ungerade  Zahl  voraus; 
dann  ist: 
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(3M)  -       und  also  -  (T)  '  ^-  cs»)  =  (-      (f 


so   dass  wir  mit  Rucksicht  auf   die  Porniel  (11)  p.  306    die    Substi- 
tution (13)  in  die  fertige  Gestait  unizusetzen  haben: 


(14)       (T)  J3,/- 


Urn  gleich  die  Wirkung  der  Substitution  S  auf  die  BK  im  Falle  eines 
ungeraden  n  festzusteilen7  liaben  wir  obige  Forme!  (10)  sowie  andrer- 
seits  Formel  (15)  p.  29G  211  benutzen.  Eine  leichte  Zwischenrechiiung 


ergiebt  alsclann: 


Um  zu  den  X^-Substitutionen  und  damit  zu  Grossen  niex  Stufe  zuriiek 
zu  gelangen;  werden  wir  liier  notigenfalls  mit  }/A  normieren;  wir 
schreiben  mit  Riicksicht  auf  I  p.  624  (3): 

(15)  ^-^"^"^ 

Ba  =  Bu  fur  w  ^E  2 

Die  somit  normierten  dreigliedngen  Bllinearver'bindungen  B$n)  erfaliren 
die  Xa'Sulstitutionen  mit  p  =  3  «»rZ  Ulden  als  solche  ein  System  von 
n  Fimctionen  nier  Stufe. 

Man  specificiere  zweitens  Formel  (13)  fur  gerade  n.     Da  wird 


walirend   man   andrerseits  fiir  die  Wirkung  von  S  auf  Ba  leiclit  be- 
rechnet  : 


Zu  den  Formeln  (5)  p.  311  wird  man  somit  zuruckgelangen?  wenn  man 
folgende  Normierungen  yorninimt: 

(16)  ?—  ^^'"'"^ 

Ba  =  Sa^       fiir  w  = 


solchergesfalt  geUldeten  QrosSen  Ba  erfahren  dann  wieder  gegen- 

ub&r  den  Modidsitbstitutionen  die  Xa-Substitutionen  ihres  n  mit  p  =  3. 
Das  Grossensystem  (15),  welches  sich  auf  die  ungeraden  ?  durcli 
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3  nieht  teilbaren  Zalilen  n  bezieht,  wurde  wesentlicb  in  der  liier  vor- 
liegenden  Gestalt  von  Hrn.  Klein  in  den  7;N~ormalcurven"  (man  sehe 
Form  el  (126)  in  §  15)  eingefuhrt.  Es  gelang  dureb  diese  n  Grossen 
die  Verallgemeinerung  jener  Modulsysteme,  welche  wir  in  I  bei  n  —  5 
und  n  =  7  durch  A  bezeicnneten,  und  welcbe  nns  seinerzeit  die  ge- 
staltlieh  sebr  einfachen  Eesolventen  der  A  lieferten.  Wir  koinnien  so- 
gleich  weiter  unten  auf  diese  Gegenstande  nocbmals  zuriick.  Vorab 
baben  wir  auseinancler  zu  setzen,  in  welcber  Weise  dureh  Hrn.  Hur- 
witz  die  in  diesem  Paragrapben  skizzierten  Entwicklnngen  verall- 
gemeinert  sind*). 

§  2.    Die  drei  Arten  I,  II,  III  von  j?-gliedrigen  Bilinearverbindungen 

B^n]  der  Xa. 
\ 

Bei  der  Verallgemeinerung  der  bisberigen  Uberlegung  scblagen 
wir  ein  Analogieverfabren  em.  Wir  versteben  nnter  p  irgend  eine  gegen 
die  Ordnung  n  relativ  prime  Zalil  und  scbliessen  die  im  vorigen  Para- 
graphen  bebandelten  Werte  p  =  2,  3,  sowie  endlich  ancb  den  Wert 
p  =  1  gar  nicbt  aus.  Wir  bolen  tins  dann  die  beiden  Grossensysteme: 

(i)  x^^i^o,,),  x^s  1^,01,) 

beran  und  bilden  aus  ibnen  mit  Hrn.  Hurwitz**)  den  bilinearen  Aus- 
druck  : 


(2) 

1=0 

Derselbe  gebt  fur  p  =  2,  q  =  1;  sowie  fur  j)  =  3,  2  =  1  in  die  Aus- 
drucke  (1)  und  (8)  des  vorigen  Paragrapben  liber;  im  allgemeinen 
Palle  behalten  wir  uns  nocb  vor,  uber  die  ganze  Zabl  gr  zweckmassig 
zu  verfiigen.  Da  man  aus  (I)  p.  264  sofort  Bn+a  =  Ba  folgert,  so 
ist  die  GesamtaaJil  imterscliiedener  Grossen  (2)  gerade  wieder  n. 

*)  Man  kann  iibrig  ens  die  bilinearen  Verbindungen  der  Xa  ,  nni  die  es  sich 
bier  handelt,  auch  aus  dem  allgemeinen  combinatorischen  Ansatz  des  Hrn.  Klein 
erhalten,  von  welchem  in  der  Einleitung  zum  vorliegenden  Kapitel  kurz  die  Eede 
war.  So  thut  es  Hr.  Hurwitz  in  seiner  urspriinglichen  Darstelltmg?  indem  er 
yon  der  Tbatsaclie  ansgelit,  dass  die  Substitutionsgrnppen  der  ^p,  ^\  ^a^ 
durch  ihre  Bezieliung  auf  die  Modulgrappe  isonaorph  auf  einander  bezogen  sincl. 
Inzwischen  wird  hierdurch  die  wirkliche  Berechnung  der  in  Betracht  kommenden 
Bilinearformen  in  keiner  Weise  yereinfaclit,  und  wir  lassen  es  also  iin  Texte  bei 
der  directen  Aufsuchung  von  Bilinearformen  bewenden. 

**)  ,,Uber  endliche  Gfruppen  linear  er  Sulstitutionen,  welclie  in  der  Theorie  der 
ellipti$chen  Transcendenten  au/treten",  Math.  Ann.  Bd.  27  (1885), 


V,  3.   Keue  Functionen  wter  Strafe  aus  Bilinearverbindungen  der  Xa.      325 

Wir  gehen  nun  gleieli  zur  gruppentheoretischen  Untersuehung  der 
Grossen  (2),  und  es  erledigt  sick  bier  die  Substitution  T  fast  ebenso 
leicht,  wie  in  den  particularen  Betraclitungen  des  §  1.  Man  hat  naeh 
(16)  p.  296  bez.  (13)  p.  299: 

BJ  -  (p)  (nji) 


eine  Formel,  die  man  bei  etwas  anderer  Anordnong  ihrer  rechten  Seite 
sofort  in  die  Gestalt  setzt: 

* 


A  lie  diejenigen  Glieder  der  Summe  uber  f*;  v,  fiir  welclae  ^g  +  v 
nicht  ^  0  (mod.  p)  1st,  werden  infolge  der  in  diesem  Palle  verschwin- 
denden  Summe  uber  K  zum  Ausfall  kommen;  ist  jedoch  ftg-j-  v^O 
)j  so  ist  die  Summe  uber  A  einfach  gleich  p.  Also  das  Eesultat: 


np  —  1 

(3)  £J=p-  (p)  (np)  2!  S 

/t=:0 

Nun  wird  offenbar  p  ein  voiles  Restsystero.  mod.  np  durelilaufen;  falls 
wir  ^=jpj3-|-ny  schreiben  und  f$  ein  Restsystem  mod.  n,  y  aber 
ein  solclies  mod.  p  durchlaufen  lassen.  Substituieren  wir  aber  den  so 
gemeinten  Wert  von  p.  in  (3),  so  konimt: 

Ba'  =$ 

Nun  ist  es  zweckmassig;  die  ganze  Zahl  g  prim  gegen  p  anzunehmen; 
dann  namlicli  wird  mit  y  auch  1  =  —  nqy  ein  Eestsysteni  mod.  p 
durcnlaufen.  Hierbei  ist  die  mod.  p  zu  1  gehorende  Zahl  y 

(4)  y  =  —  A  -  (nq)~l     (mod.  jp), 

so  dass  sich  die  letzte  Gleichung  in  die  neue  Gestalt  setzt: 


Der  Vergleich  mit  (2)  zeigt;  dass  die  Summe  liber  I  in  der  letzten 
Formel  direct  J3J?lW)  darstellt,  sofern  wir  nns  jettt  entscMiess&i,  fur  q 
eine  der  Congruent: 
(^5  ng?  +  1  =  0     (mod.  jp) 
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geniigende  game  ZaU  tsu  walilen.     Daraufhin   liefert   in  der  That  die 
letzte  Formel  das  vorlaufige  Eesultat: 

(6)         (T)  Ba'=*p-(f)(np)    _ 

Die  Bedingung  (5),  an  welche  wir  fortan  die  Zahl  q  gebunden 
denken,  hat  zur  Folge,  dass  unsere  allgemeine  Erorterung  den  Fall 
j>  =  3;  wie  wir  ihn  im  vorigen  Paragraphen  behandelten;  noch  nicht 
im  vollen  Umfange  umfasst;  es  ist  namlich  fiir  q  =  1,  p  =  3  zufolge 
(5)  n  als  eine  Zahl  der  Gestalt  n  =  37*  +  2  vorausgesetzt,  eine  An- 
nahme,  die  dem  vorigen  Paragraphen  nicht  zu  Grunde  lag.  Man  be- 
merkt  leicM  als  Ursache  fur  die  grossere  Tragweite  unserer  damaligen 
Entwicklung,  dass  wir  das  Argument  %  der  X^  von  vornherein  mit 
Null  identisch  setzten.  Dagegen  sind  die  far  den  Fall  j>  =  2  im 
vorigen  Paragraphen  erzielten  Resultate  im  vollen  Umfange  in  den 
jetzigen  allgemeinen  Entwicklungen  einbegriffen;  man  halte  diese  Sach- 
lage  fiir  die  spateren  Anwendungen  fest. 

Sollen  wir  jefczt  gleich  in  der  Discussion  des  allgemeinen  An- 
satzes  (2)  weitergehen,  so  haben  wir  hierbei  drei  Falle  zu  unter- 
scheiden,  welche  genau  den  drei  verschiedenartigen  Bilinearverbin- 
dangen  (9),  (15),  (16)  des  vorigen  Paragraphen  entspreehen.  Als  Ver- 
allgemeinerung  von  (9)  §  1  betrachten  wir  die  B%'n}  von  gerader 
Gliederanzahl  und  als  Verallgemeinerungen  von  (15),  (16)  §  1  die 
Ba'n^  von  ungerader  Grliederzahl,  bei  denen  n  be&  ungerade  oder  gerade 
ist 5  wir  bezeichnen  diese  Falle  in  der  Folge  mit  I,  II,  III 

Sei  jetzt  zunachst: 
I.    p  =  0  (mod.  2),    n=l  (mod.  2). 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  fiir  die  Wirkung  von  8  auf  die 
einzelnen  Glieder  von  Ba  die  Formel  (12)  p.  299  zu  benutzen.  Ihr- 
zufolge  geht  das  einzelne  dieser  Glieder  in  sich  selbst  multipliciert  mit: 

iiber.  Dieser  Factor  wird  aber  nur  dann  von  I  unabhangig  sein,  wenn 
wir  an  Stelle  von  (5)  noch  genauer  sehreiben: 

(8)  nq*  +  1  =  0    (mod.  2jp). 

Setzen  wir  also  voraus;  dass  im  Falle  eines  geraden  p  die  Zahl  q  dieser 
Bedingung  gemass  gewalilt  ist,  was  insbesondere  zur  Folge  hat,  dass  n 
eine  ungerade  Zahl  der  Gestalt  n  =  47^  +  3  sein  muss.  Indem  weiter  der 
Bumerische  Factor  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  fiir  unseren  vorliegen- 
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den  Fall  einfach  —  giebt;  haben  wir  zusammenfassend: 
I/  'ii> 


a  (»  —  «) 


(9) 


Den  Factor  auf  der  rechten  Selte  der  ersten  Gleichung  wird  man  ua- 
mittelbar  bestatigt  finden;  filr  den  Factor  anf  der  rechten  Seite  der 
Substitution  T  mtissen  wir  offenbar  zeigen,  dass 


ist,  und  dies  geschient  in  folgender  Art:  Man  yerstehe  unter  i  den 
grossten  ungeraden  Teiler  von  j>  und  sclireibe  p  =  2r  t.  Da  nach  (8) 
offenbar  —  n  quadra  tischer  Best  yon  t  1st,  so  folgt  unter  Benutzung 
von  (11)  p.  306: 


daraus  ergiebt  sich  weiter  unter  Eucksicht  auf  (10)  p.  306 


1st  jetzt  v  >  1;  so  folgt  aus  (8)  n  =  Sh  +  7;  so  dass  sich  (10)  un- 
niittelbar  aus  (11)  bestatigt;  zu  dem  gleichen  Resultat  gelangt  man 
leieht  auch  im  Falle  v  =  1. 

Zur  Fortschaffung  der  Factoren  i  auf  den  rechten  Seiten  von  (9) 
norraiere  man  jetzt  noch  mit  dem  reeiproken  Werte  YOB  "J/A^  man 
findet  so  das  Endergebnis:  Filr  eine  ung&rade  Zalil  n  der  Q-estalt 
n  =  4  A  4~  3  Ijilden  die  normierten  Hilinearverbindungen: 

(12)  5«  —  JB«-  A"1" 

der  geraden  Grliederangahl  p  ein  System  wn  n  Grossen,  das  lei  AitsSbung 

der  Modidsiibstitutionen  die  X^-Substitutionm  (3)  p.  311  filr  p=p  erfdhri 


II.    p  =  l  (mod.  2),    n  =  l  (mod.  2). 

Fur  das  Verbal  ten  der  einzelnen  Glieder  Yon  Sa  hat  man  ini 
Yorliegenden  Falle  II  aus  (15)  p.  296  das  Ergebnis?  dass  jf}X^a\.nqi 
bei  Ausiibung  YOB  8  den  Factor  amrimmt: 
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wie  man  unter  Rucksiebt  auf  (5)  leicbt  feststellt;  der  auftretende 
Factor  1st  also,  wle  man  sieht,  von  I  unabbangig.  Andrerseits  liefert 
der  nuinerisclie  Factor  yor  dem  Sumrnenzeiclien  (6)  den  Wert: 

p  —  1       np  —  1  *•  —  1 

."If"       .~~2  ^~"  i    ^  +  1    f    2 

»•«&»>-*  VViS-^'     '--FT 

Aus  (5)  folgt  aber  unter  Rueksicbt  auf  das  Yerallgemeinerte  Reci- 
procitatsgesetz  (11)  p.  306: 

p  —  1  p  —  1    n  —  1 

"  "" 


Benutzen  wir  dies,  so  folgt  als  VerJialten  der  Ba  lei  S  und  T: 

cc(n  —  a) 

'~~ 


Die  mm  Fatte  II  geliorenden  Sa  erfahren  demnacJi  oJme  iveitere  Nor- 
mierung  die  X^Siibstitutionen  (3)  p.  311  fur  p  =p. 


III.    p  =  1  (mod.  2),    n  =  0  (mo^.  2). 

Nun  sind  beide  Formeln  (15)  p.  296  und  (12)  p.  299  bei  Unter- 
suebung  der  Substitution  8  zu  berucksicbtlgen.  Man  wircl  die  Rech- 
nung,  deren  Resultat  wir  in  Pormel  (14)  angeben?  leicnt  nach  dem 
Muster  der  voraufgehenden  Entwicklungen  erledigen.  Der  Specialwert 
YOB.  p  •  (p)(np)  im  gegenwartigen  Falle  ist: 


p  *  (p)  (%1})  =  —  p  ' 
und  weiter  bestatigt  man  leicbt: 

l-f^-O-iyT1 

\  p  /       v        ' 

Als  Verhalten  der  Ba  tei  S  und  T  ergielt  sicfi  solchergestalt : 
(14) 


•""  —  ^        '         ln\     ,- 
(j)  VH 

Um  zu  Grossen  nte*  Stufe  zuruckzugelangen;  ist  demnacb  Normierung 
mit  ]/A  am  Platze;  wir  werden  Itier  schreiben: 
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(15)  5«—  J3«.A^; 

die  so  normierten  Sa  erfaJiren  in  der  TJiat  tvieder  genau  die  Xa-Sitbsti- 
tutionen  (5)  p.  311  mit  p  =  p.  — 

Es  sind  hierrnit  alle  die  Grossen,  uni  welche  es  sich  im  vor- 
liegenden  Kapitel  uberliaupt  handelt,  in  ihrem  grappenttteoretiselien 
Verhalten  vollstandig  eharakterisiert.  Wir  werden  nun  analytisehe 
Darstellungen  unserer  Grossensysteme  studieren,  und  zwar  beginnen 
wir  dabei  mit  den  dreigliedrigen  Verbindungen  des  vorigen  Para- 
graphen,  um  nernaen  in  gleicher  Weise  die  allgemeinen,  jetzt  ge- 
biideten  Systeme  der  £jf'w)  zu  beliandeln.  Fiihren  wir  hier  gleich 
vorlaufig  ein  Hauptergebnis  dieser  neuen  Untersuchungen  an:  Zu- 
vorderst  Iiaben  wir  (den  wechselnden  Werten  von  p  entsprechend)  "bei 
jedem  einzelnen  n  unendlich  viele  Grossensysteme  B^n)  gebildet:  es 
tvird  sicli  0eigen,  dass  alle  diese,  leini  Einzelwert  n  eintretenden  Systeme 
nur  auf  eine  endliche,  mit  arithmetischen  Mitteln  woiilmunigrenmide 
Anzahl  unterscJiiedener  Functionensysteme 


§  3.    Analytiscn©  Entwieklnngen  for  die  Modiilformen  Aa  bei 
ungeradem  gegen  3  primen  n. 

Des  leiehteren  tJberblicks  wegen  besclireiben  wir  die  weiterliin 
ini  Laufe  dieses  Kapitels  inimer  wieder  znr  Verwendnng  kommenden 
Massnahnien  zuvorderst  an  einem  speciellen  Beispiel  und  wahlen 
liierzu  die  bei  ungeradem  n  und  p  ==  3  eintretenden  $a?  weil  dieses 
Grossensystera  besonders  wichtig  ist  Dabei  mogen  wir  hier  die  Ent- 
wicklung  von  vornherein  insofern  particularisieren;  dass  wir  aucli  M2, 
das  erste  Argument  in  den  %$"),  mit  Null  identiscli  setzen*).  Die 
fur  %  =  0  aus  den  normierten  Bilinear  verbindungen  ^Bl3'a)  entspringen- 
clen  Modulfunctionen  nter  Stufe  niogen  wir  durcb  Aa  bezeielinen?  wobei 
wir  uns  naturlich  vorbehalten,  die  Aw  des  einzelnen  Systems,  falls  es 


*)  Nebenlier  merken  wir  tins  wenigstens  fur  n  =  1  die  Darstellung  der  einen 
hier  eintretenden  Function  B(u  \  co1T  coa)  an;  abgesehen  von  numeriscnen  Factoren? 
sowie  Wurzeln  aus  A,  erhalten  wir  aus  (3)  p.  277  leieht  die  Reiiienentwicklung: 


co 

V  (- 

^J 


cos  (6 


Hr.  Kiepert  hat  diese  Eeihe  zuerst  aufgestellt  und  wiederholt  zum  Ausgangs- 
pnnkt  ausgedehnter  Untersuchungen  gemacht;  man  vergl.  Ore  lie's  Journal 
Bd.  87  p.  213  (1879)  oder  auch  Math.  Ann.  Bd.  26  p.  408  (1885),  man  sehe  anch 
,,Nornaalcurvena  §  19. 
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zweckrnassig  ersclieint,  noch  mit  einer  numerisclien  Grosse  oder  auch 
niit  einer  Potenz  von  A  als  Factor  zu  normieren. 

Die  Werte  der  noch  nicht  normierten  B^  fur  w2  =  0  sind  : 

m  «,0)f*(3»>  ,        (Sn)      \ 

(1)  #1     (A+  3  a  T"  #«—  3«;  3 

es  ist  demgemass  A_a  =  A<*,  tmd  die  Aa  &$Jm  em  System  von  n~^ 


Moduln  niex  Stufe.  Die  A«-Substitutionen  werden  somit  die  Gestalt 
der  unter  (3)  nnd  (4)  p.  313  mitgeteilten  ya-Substitutionen  haben,  nur 
dass  wir  hier  natiirlich  den  Wert  3  der  Zahl  p  zu  beriicksichtigen 
haben.  Um  also  die  Erzeugenden  der  Aa-Gruppe  nochmals  ausfuhr- 
lich  anzugeben?  so  ist: 


(2) 


Vorlaufig  sei  bemerkt,  dass  wir  hier  fur  n  =  5  und  n  =  1  gerade  zu 
den  Substitutionen  (4)  in  I  p.  644  bez.  (10)  in  I  p.  725  zuruckkom- 
inen;  wenn  wir  nur  2A0  fur  A0  in  (2)  eintragen;  mag  diese  Bemer- 
kung  einstweilen  den  Gebrauch  der  Bezeichnung  A«  rechtfertigen. 

Wir  gelien  nun  zu  unserem  eigentlichen  Ziele,  analytische  Dar- 
stellungen  fiir  die  Aa  zu  entwickeln;  mussen  jedoca  gleich  eine 
allgenieine  Bemerkung  zur  Regelung  der  Bezeiclinungsweise  Toraus- 
sehieken.  Die  wesentlichsten  Bestandteile  in  den  Darstellungen  (2) 
p.  277  und  p.  287  der  Xa  sind  eine  $-Beike  und  eine  ungerade  Po- 
tenz von  ]/A?  Bestandteile?  die  nur  erst  in  ihrem  Producte  "Ka  Grossen 
nter  Stufe  geben,  wahrend  jeder  einzelne  fiir  sieh  genomnien  uberhaupt 
nicht  eindeutig  in  den  Perioden  o>1?  oz  ist.  Nun  liandelt  sich's  aber  bei 
unseren  J?S?'n)  immer  um  quadratische  Verbindungen  der  Xa,  in  deren 
analytischem  Ausdruck  somit  nur  noch  Potenzen  von  |/A  vorkommen. 
Diese  konnen  wir  aber,  ohne  aus  dem  Bereich  eindeutiger  Modulformen 
hinauszugehen,  fortlassen  und  erhalten  dann  infolge  des  Ausdrucks  der 
rechten  Seite  von  (2)  p.  277  bez.  287)  von  unwesentlichen  Bestandteilen 
abgesehen,  fur  (1)  das  Product  0weier  &-Beihen  mit  coj"1  multipliciert.  Auf 
diese  Grossen  (—  •  l)ter  Dimension  sollen  unsere  analytisclien  Darstellungen 
immer  dbgielen,  was  sich  als  zweckmassig  erweisen  wird.  Dieselben 
sind  dann  allerdings  der  ^ten  Stufe,  allgemein  zu  reden^  nur  erst 
adjungiert,  indem  sie  erst  wieder  dureh  Norniierung  mit  einer  ganzen 
Potenz  von  y~K}  gelegentlich  auch  von  1|/A;  in  Grossen  der  nien  Stufe 
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selbst  iibergelaen;  welches   aber  diese  Potenz   1st,  wird  1m  Einzelfalle 
unmittelbar  evident,  wenn  wir  nur  ein  einzelnes  Glied  elner  zugehorigen 
Eeihenentwicklung  in  Bezug  auf  den  Exponenten  Yon  r  betrachten. 
Fiir  den  ersten  Factor  des   Ausdrucks  (1)  liefert  (3)  p.  281   die 

Reihe: 


*i8)  =  i  A" 

Hier  konnen  wir  aber  offenbar  auch  (6m  —  1)  im  Zahler  des  Exponen- 
ten von  r  schreiben.  L'asst  man  also  ^  alle  ganzen  Zahlen  der  Gestalt 
(6m  +1)  durchlaufen,  worauf  alsdann 


6  m  =  ,  -  (|)  ,  (-  1)-  =  (-  ir 

wird,  so  entspringt  fiir  #i3)  die  Darstellung: 

(3)    -f>A*- 

wobei  Y[  alle  ganzen  (positiven  und  negativen)  Zanlen  zu  durehlaufen 
hat,  die  mod.  6  der  scnon  in  (3)  angemerkten  Bedingungen  geniigen. 
Fur  das  in  der  Hammer  von  (1)  stehende  Binom  liefert  (3)  p.  281 
die  Darstellung: 


)n—  6c)a  ((6m—  l)w~6a) 


ffl=,  -  00 


In   ahnlicher  Weise  wie  vorhin  schreiben  wir  nun  zur  Abkiirzung  | 
fur  (6m  +  l)w  —  6«,  so  dass  |  alle  ganzen,  den  Bedingungen 

(4)  I  =  +  1  (mod.  6),     g  =  —  6a  (mod.  w) 

gentigenden  Zahlen  zu  durcHaufen  hat.     Es  wird  aber 

M  +  U  =  *±IE=—  ^,    (mod.2), 

was  man  leicht  noch  uberfuhrt  in  die  Gestalt: 

d  2). 


Die  letzte  Gleieliung  nimmt  daraufhin  die  tibersichtliche  Gestalt  an: 


wobei  I  den  Congruenzen  (4)  unterworfen  1st. 
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Bei  der  Gestalt  von  (3)  und  (5)  multiplieieren  wir;  um  Grossen 
(—  l)tcr  Dimension  zu  erhalten,  die  n~*~    Ausdriicke  (1)  mit  dera  Factor: 


--l\       1 


Die  so  entspringenden  n~j~  Moduln  (  —  l)ter  Dimension  mogen  gleich 
selbst  wieder  Aa  heissen,  wobei  wir  ihnen  gegeniiber  die  zu  Modaln 
wter  Stufe  normierten  Grossen  (1)  auch  wohl  dureh  Aa  bezeichnen.  Mit 
Riicksieht  auf 


folgt  aus  (3)  und  (5): 


Hier  kommt  bei  der  Summation  neben  §,  ^  inimer  auch  noch.  das 
Zahlenpaar  g;  —  77  zur  Geltung;  die  doch.  beide  ein  und  denselben 
Betrag  fiir  die  reclite  Seite  von  (6)  liefern;  man  ziene  desbalb  unter 
beiden  Paaren  etwa  nur  dasjenige  heran,  flir  welches  |  mit  ^  mod.  3 
congruent  ist.  Dann  wird  das  Legendre;sche  Zeichen  unter  der 
Summe  (6)  einfach  gleich  1,  es  ist  aber  die  rechte  Seite  dieser  Glei- 
chung  dann  noch  mit  deni  Factor  2  zu  versehen.  Als  endgilltige  Dar- 
stelhngen  der  Aa  und  also  mittellar  aucJi  der  in  (1)  und  (2)  gemeintcn 
normierten  Aa  Jiaben  wir  so  erreicht: 

O  *  +  n     *+* 

(7)  Aa- 


i  |  wwc?  <YI  alle  den  Congnien^en: 
(8)  I  =  —  6«  (mod.  w),     |  =  12  =  +  1  (mod.  6) 

genilgenden  Paare  ganger  Zalilen  durchlaufen  sollen. 

In  (7)  haben  wir  ein  einfachstes  Beispiel  fur  eine  Art  von  Reihen- 
entwicklungen  vor  uns?  wie  sie  in  der  Folge  inimer  wieder  auftreten 
werden.  Als  charakteristisches  Merkrnal  dieser  Entwicklung  sehen 
wir  an?  dass  im  Zdhler  des  Exponenten  von  r  eine  gan&mlilige  "bindre 
quadratiscJie  Form  (hier  die  Hauptform)  der  negativen  Determinante 
J)  =  —  4n  stefit*").  Als  quadratische  Verbindungen  von  -fr-Reihen  werden 
die  in  Rede  stehenden  Potenzentwicklungen  im  Sereiche  der  gamen 

*)  tJber  das  Auftreten  gerade  der  Undren  qnadratischen  Pormen  vgl.  man 
die  bereits  in  der  Einleitncg  zum  vorliegenden  Kapitel  (p.  318)  gegebenen  Be- 
merkungen. 
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positwen  G)-3albebene  wibedingt  convergent  sein;  eln  Umstand,  den  man 
fiir  die  Folge  festhalten  wolle. 

Will  man  die  einzelne  Reihe  (1)  nacli  ansteigenden  Potengen  von  r 
uniordnen,  so  schreibe  man: 

m 

(9) 

Die  Surnme  recliter  Hand  bezieM  sicli  dabei  auf  alle  dlejenigen  ganzen 
Zahlen  m,  welclie  Darstelhmgen  in  der  Gestalt  ^  +  n^2  (lurch  ganze 
den  Hedingitngen  (8)  genilgende  Zalilen  |,  r^  sulassen;  diese  Zahlen  m 
werden  offenbar  alle  gerade  imd  (fur  die  einzelne  Reihe)  alle  unter 
einander  mod.  24n  congruent.  Der  Entwicfdungscoefficient  %(ni)  aber 
ist  erne  eindeutig  von  m  abJiangende  ganze  Zahl,  welclie  durcli  die  Summe 

(10) 


&u  defmieren  ist.  Man  hat  also  folgencle  aritlimetische  Erklarung  dieser 
Entwicklungscoefficienten  :  Es  giebt  x(m)  &en  £berschuss  der  Anmlil 
derjenigen  unter  den  gekennizeichneten  Darstellungen  wn  my  "bei  weMien 
S  und  'ri  mod.  4  incongruewt  sind,  fiber  die  An&alil  der  anderen  Dar- 
stellungen an'-**). 

§  4.     Analytisclie   Darstellung  und  Mannigfaltigkeit  der  im  Fall©  I 
eintxetenden  £^j7t).    Einfiiliruiig  der  Xa(w,t;)**). 

Wir  unternehmen  jetzt;  die  Untersuchungen  des  vorigen  Para- 
graphen  ganz  allgemein  fiir  die  Bilinearverbindungen  des  §  2  durch- 
zufiiliren7  und  "beginnen  wieder  mit  deni  Falle  einer  geraden  GHeder- 
anzaH  p.  Die  in  (2)  p.  324  gegebenen  Ba  hatten  wir  fiir  diesen  Fall 
durch  Zusatz  des  reciproken  Wertes  Yon  j/A  zu  J3«  normiert;  und 
wir  erinnern  zugleich.  noch  an  die  Congruenz  (8)  p.  326  }  welcbe  wir 
in  die  Gleictung  mit  ganzzaUigeni  s  unisetzen  mogen: 
(1)  m<f  +  1  =  2j)s. 

Beide  Xa-Systenie,  welche  die  vorliegenden  Ha  zusammensetzen, 


*")  Potenzentwicklungen  Tom  Cbarakter  der  Reihe  (9)  bez.  (7)  hat  Hr.  Hur- 
witz  in  die  Theorie  der  Modnlfunctionen  eingefiilirt,  und  zwar  ZTtn'achst  zur  Bar- 
stellnng  der  Integrale  erster  Gattung  (worauf  wir  irn  folgeaden  Abschnitte  ein- 
gehen);  man  vergl.  die  Note  »Zwr  Theorie  der  Hodidargleichungett,"  in  den  G5t- 
tinger  Nachricliten  von  1883.  Diese  ,,Potenzreihen  mit  arithmetischen  Coefficienten44 
sind  hier  und  in  der  Folge  ganz  allgemein  vom  flerausgeber  zor  Barstellong 
ganzer  algebraischer  Modnlformen  zur  Verwendung  gebracht. 
**)  Of.  Hurwitz  1.  c.  §  12, 
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gehoren  geraden  OrdnuBgen  an;  so  dass  wir  fur  dieselben  die  Forxnel  (3) 
p.  287  heranzuziehen  liaben.  Die  Z  abler  in  den  Exponenten  yon  r, 
welche  bei  X^  urtd  X^/\.n(li  auftreten,  mogen  wir  gleieh  abgekiirzt 
bezeichnen;  wir  sclireiben  etwa: 

(2)  m^  —  A  =  H1} 


wobei  sich  der  Suoiinationsbuchstabe  mt  auf  die  X^j)?  m%  dagegen  auf 
die  X&fi  beziehto     Indeni  wir  in  entsprecheiider  Schreibweise: 


/<r\  p  wa    ^  p  coa    ^ 

W  e         —  %  3       e         —  ^2 

setzen,  kommt  nun  durch   einfache  Ausmultiplication  als   erster  Aus- 
druck  fur  die  normlerten  Sa  der  folgende: 

?+»"**>  X7  ^ 


derselbe  lasst  sich  durcli  einfaclie  Umgestaltting  in  eine  selir  elegante 
Form  iiberfukren. 

Zu  diesem  Ende  bernerke  man,  dass  M1  gerade  einfach  das  System 
aller  (positiven  und  negativen)  ganzen  Zalilen  v\  durclilauft;  fur  be- 
stimnites  13  ist  dann  A  (als  kleinster?  nicht  negativer  Rest  von  —  ^ 
mod.  jp)}  sowie  damit  auch  mt  eindeutig  bestimmt.  Andrerseits  hat 
3f  foleiiden  Wert: 


wobei  wir  das  in  die  Klammer  eingesehlossene  Trinom  jetzt  abgekiirzt 
|  nennen;  offenbar  liat  dann  |  beim  einzelnen  97  noch  einfach  alle 
ganzen  Zahlen  zu  durclilaufen,  die  mod.  n  init  —  a  congruent  sind, 
Mit  Htilfe  der  neuen  SummatLonsbuchstaben  |;  y  hat  man: 


M*n  +  Jf22  —  2 

Was  hier  in  der  letzten  Klammer  steht;  ist  eine  ganggaJilige  Unare 
giiadmtische  Form  (P,  Q,  E)  der  Determinante  D  =  —  n;  zufolge  (1) 
ist  diese  Form  tirspriinglicJi  ,  und  sie  hat  iibrigens  einen  ungeraden 
rnittleren  Coefficienten;  wir  mogen  die  fragliche  Form  fortan  atge- 
kiirzt  durch: 

(4)  f(|;  n}  =  f-  i2  +  Mi^  +  ^5^2 

bezeichnen. 

Zur  Erzielung  einer  weiteren  Vereinfachung  unterziehen  wir  jetzt 
die  utJ  w2  einer  linearen  Transformation,  indem  wir  setzen: 
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ffC\  i    n<L  v 

(  Oj  U  ,   =  U  A  --  -  t7  .          Kv   =  --  • 

\    J  1  J      p       ?  J  £> 

Dann  wircl  offenbar: 

Y  (%2  +  nu/^)  =  /*(«  ,  0)  ,    Jf^  +  112  «2  =  qw  --  |0. 

Indem  wlr  die  gewonnenen  Ausdrueke  in  obige  vorlaufige  Darstellung 
von  Ba  eintragen,  kommt  eine  Gestalt  dieser  Darstellung?  welche  an  die 
bilineare  Verbindung  der  IKa  gar  nlcht  mehr  erinnert.  TJni  dem  zu 
entspreclien,  fahre  man  die  neue  Bezeielmniig  ein: 

(6)  S*>*>  (%,  u,  \  &19  cia)  -  pYn  -  X^n)  (w,  «  (  01,,  iD3)  . 

^ife  endgiiltige  anatytisetie  Darstellung  unserer  Grossensysteme  mit  ge- 
radem  erhalten  wir  solclienveise: 


(7) 


52*cA  ^  Summation  auf  alU  gang&atiligen  :  attain  der  Bedingung: 

(8)  |  =  —  «  (mod.  w) 
genugenden  Combinodionen  |,  12  "bewehh 

In  (7)  taben  wir  ein  Result  at  erreicht,  das  sich  der  Qualitat 
nach  nnmittelbar  an  die  Pormel  (7)  des  vorigen  Paragraphen  an- 
schliesst.  Indessen  ha"ben  wir  liier  doch  selir  viel  allgenieinere  Ver- 
naltnisse,  insofern  die  drei  ganzen  ZaHen  p,  q,  sy  abgesenen  daYon? 
dass  die  erste  gerade  sein  muss,  einzig  der  Bedingung  (1)  zn  geniigen 
haben.  Es  kann  geradezu  jeder  Classe  ursprtoglicher  Formen 

(9)  (P,Q,ty    mit    D  =  ^2»-4PJ?  =  —  n 

eine  Form  /"(|7  vf)  unserer  Gestalt  (4)  entnommen  werden.  In  der 
That  hat  es  nach  bekannten  Satzen  der  Arithmetik*)  keine  Schwierig- 
keit,  der  einzelnen  Classe  eine  Form  (9)  zn  entnelinien?  deren  erster 
Coefficient  relatiY  prim  gegen  n  ist.  Yon  ifar  gelie  man  dann  durch 
Ausubung  von  Sv  zur  "aquivalenten  Form: 

(10)  (P',  «',  E')  =  (P,2vP~)rQ7v*P+vQ  +  E') 

und  bestimme  v  derart;  dass  Qf  dnrch  n  teilbar  wird;  worauf  dann 
auch  JB'  ein  Multiplum  von  n  ist.  Daraufhin  sclireibe  man: 

..         Q'  _  &'  _  o 

- 


und   hat  in  der  That  eine  fflr  (7)  branch  bare  Form  /"(i,ij)   erreicht. 

Din  bei  dieser  Sachlage  die  Gesamtmannigfaitigkeit  der  bei  vor- 

liegendem  n  =47^  +  3  eintretenden  Functionensysteme  (7)  zu  begreifen, 

*)  Of.  Dirichlet-Dedekind,  3.  Aufl.  p.  232. 
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liaben  wir  das  gegenseitige  Verhaltnis  soleher  zwei  Systeme  zu  be- 
trachten,  die  zu  aquivalenten  Formen  f  und  f  gehoren.  Hierbei 
rniissen  wir  vorab  die  Aquivalenz  dieser  beiden  Formen  f  und  f  ge- 
sondert  untersuehen;  denn  es  handelt  sich  hier  nicht  um  eine  Aqui- 
valenz schlechtweg,  sondern  (infolge  der  partieularen  Gestalt  (4)  unse- 
rer  Formen)  um  eine  relative  Aquivalenz  beziiglich  einer  gewissen 
Congruenzgruppe  nieT  Stufe.  Um  nicht  mit  der  Bezeichnung  des  unte- 
ren  Index  a  in  (7)  zu  eollidieren,  benennen  wir  die  vier  Coefficienten 
einer  Modulsubstitution  V  durch  lateinische  Buchstaben,  was  natiirlich 
nur  voriibergehend  der  Fall  sein  soil.  Die  Aquivalenz  der  Form 
f'  =  (fapr,  ng[9  ns')  mit  /  wird  alsdann  zuni  Ausdruck  gebracht  durcli 
die  Formeln: 

9a2  +  nqac  -f-  nsc2} 

nq  (ad  -f-  be)  -f-  2nscd, 
tns'  =  -J-pfr2  +  nqfid  -J-  nsd2. 

Fiir  die  Substitution  F  folgert  man  hieraus  sofort;  dass  &  ^  0  (mod.  ri) 
die  hinreichende  und  notwendige  Bedingung  zum  Bestehen  der  Glei- 
chungen  (11)  ist;  also  das  Resultat:  Die  relative  Aqirivalenz  ^mserer 
Formen  f  wird  durcli  die  S'libstitutionen  V  der  durcli  &  =  0  (mod.  11) 
definierten  Congruenzgruppe  V^^  der  nten  Stufe  vennittelL 

Man  wahle  nun  eine  beliebige  Substitution  V  mit  6  =  0  (mod.  ri) 
wirklich  aus  und  setze  daraufhin,  indem  man  vor  alleni  die  u,  v 
mit  |?  v\  cogredient  annimmt: 

(12)  \ b,  7  ? 

(u  =  au  -f-  ov,     v  =  cu .  -f-  dv. 

Wir  schreiben  in  Anlehnung  an  (11)  sodann  /'(£',  ^')  =/"(|,  vj)  und 
naerken  an: 

(  JL  «j  )  If)  U    "—~"  c  '£?    "'-•--  'lf\  ^  f  c  *i? . 

Unter  Benutzung  der  Summationsbuchstaben  % y  vf  bilde  man  genau 
nach  der  Vorschrift  (7)  bez.  (8) 

/ilVO     ?_*t-         ,       ;,    „ 


Y    /  >    ^      **     W 

Xfl «  («  ,  tf  )  =  —  6rt)^ 

s'»   '/ 

mit  der  Sumniationsbedingung: 

(15)  I'  ^  —  a«   (mod.  w) 

und  benenne  tibrigens  das  zur  quadratisclien  Form  ff  gehorende 
Functionssystem  (7)  durcli  Xa'.  Formel  (14)  sclireibt  sich  unter  Etick- 
sicht  auf  (12)  und  (13)  um  in: 


V,  3.   Neue  Functionen  wter  Stufe  aus  Bilinearverbindungen  der  Xa*     337 


wahrend  entsprecliend  die  Oongruenz  (15)  zu  transformieren  1st  in: 

(17)  I'  =  ag  -f-  6^2  =  a|  =  —  aa,     |  =  —  a  (mod.  n). 
Der  Vergleicli  mit  (7)  und  (8)  #^W  sowS  das  ividitige  Eesultat: 

(18)  Xc'  (u,  v)  =  Xaa  (aw  +  %>v>  cu  +  ^0- 

Der  wesentliche  Zweek,  zu  welcnem  wir  die  Xa(u,v)  spaterHn 
brauehen  werden^  ist  der,  dass  wir  (gerade  wie  oben  bei  den  Xa  selbst) 
Xa  in  eine  Reilie  nach  ansteigenden  Potenzen  von  u  und  v  entwickeln 
und  die  dabei  auftretenden  Entwicklungscoefficienten  als  Modulformen 
nter  Stufe  elnfiihren  wollen.  Die  Glieder  uteT  Dimension  liefern  beim  ein- 
zelnen  a?  wie  man  sieht,  «  +  1  Moduln,  und  nun  ist  sofort  evident, 
dass  dieselben  eine  lineare  homogene  Substitution  erfahren,  wenn  wir 
u  und  v  linear  transformieren.  Auf  eine  derartige  Substitution  kommt 
also?  abgeseiien  von  einer  Permutation  der  unteren  Indices  a,  der  tlber- 
gang  von  den  Xa  zu  X«'  Hnaus;  wir  werden  im  Sinne  unserer  spateren 
Entwicklungen  den  so  charakterisierten  tJbergang  als  irrelevant  und 
demgemass  die  Xa'  von  den  X^  nur  als  unwesentlich  verscMeden  an- 
sehen.  Indem  aber  weiter  ein  gleichzeitiger  Zeichenweclisel  von  ^ 
und  u  von  (7)  aus  gleichfalls  auf  kein  wesentlicli  neues  Xa  fiilirt7 
baben  wir  als  wicntiges  Resultat  erbalten:  Die  GesamteaJil  wesentlicli 
verscJiiedener  l>ei  n  =  47*  +  3  auftretender  Grossensysteme  Xa  ist  sicker 
niclit  grosser  als  die  AmaM  anibiger  Classen  urspruvifflicJier  Formen 
(P,  Q,  K)  der  Determinante  D  =  —  w,  venneJirt  urn  die  lialbe  AnzaM  d&r 
nicht-am'bigen  Classen  dieser  Art. 

Wir  baben  diesen  Satz  indirect  forrnuliert,  weil  wir  Her  ja  nocli 
keineswegs  liaben  beweisen  konnen,  dass  die  zu  verscbiedenen  Form- 
classen  geborenden  Grossensysteme  Xa  nun  auch  tbatsaelilieh  wesent- 
licli verscHeden  sind.  Jedenfalls  aber  hat  der  bilineare  Process  des 
§  2  fur  die  geraden  p  wirklicb.  zu  einem  endlicben,  fur  die  Einzel- 
werte  n  leicbt  zu  erscbopfenden  Kreise  von  Systemen  X«  limgefiihrt. 
Untersuchen  wir  nun;  ob  ahnliene  Verbaltnisse  aucli  in  den  beiden 
Fallen  ungerader  p  vorliegen! 

§  5.    Analytisch.©  Darstellnngen  der  in  den  Fallen  H9  HE  auftreten- 
den Ba  "bez,  Xa(w,  «)*). 

Der  analytiscbe  Teil  der  eben  bescbriebenen  Untersucliungen  tiber- 
tragt  sieb  auf  die  beiden  Falle  II  und  III  des  §  2  onne  Millie.  Man 

*)  Of.  Hnrwitz  1.  c.  §  10  und  14. 
Klein-^ricke,  Modulfunctionen,  3X  22 
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kleide  tier  gleich  die  in  Kraft  tretende  Congruenz  (5)  p.  325  in  die 
Gestalt: 

(1)  wgs  +  l^jps 

und  bemerke  tibrigens  vorab,  dass  die  Vermehrung  von  q  urn  p  die 
Functionen  Sa  in  keiner  Weise  modifieiert,  was  man  mit  Htilfe  von  (I) 
p.  264  am  Ausdruck  (2)  p.  324  der  Sa  sofort  verificiert.  Wir  inachen 
biervon  dabingehend  Gebraucb,  dass  wir  q  stets  mod.  2  mit  n  con- 
gruent wahlen:  es  ist  also  q  im  Falle  II  eine  ungerade,  im  Falle  III 
aler  eine  gerade  Zatil.  Wir  beliandeln  nun  beide  Falle  gesondert  und 
beginnen  mit: 

II.    jp=l  (mod.  2),     n  =  q==l  (mod.  2). 

Hier  tritt  sowohl  fur  X&>  wie  X^  die  Formel  (3)  p.  277  in 
Kraft;  wir  gebrauehen  als  beziigliche  Summationsbuclistaben  mi  und  m% 
und  benutzen  #±  und  #2  wieder  in  der  Bedeutung  (3)  §  4.  Die  Zahler 
in  den  Exponenten  von  r  in  den  Reiben  fur  X;f},  Xpl£\-qni  werden  jetzt: 

(2)  ML  =  (2m,  +  l)jp  —  21,     l/2  =  (2m2  +  l)jw  —  2pa  —  2nql, 
und  wir  erlialten  durch  leichte  Reehnung: 


wobei  sich  die  Surnnie  fiber  I  auf  die  Zatlen  0?  1,  -  -  -?  p  —  1  bezieht? 
wabrend  ml  und  m2  unabbangig  von  einander  alle  ganzen  Zablen 
durcblaufen. 

Wir  geben  nun  genau  wie  vorbin  welter  und  benierken  zunachst, 
dass  Ml  offenbar  gerade  einfacb  das  System  aller  ungeraden  ganzen 
Zahlen  q  durchlauft.  Mit  gegebenem  ^  sind  dann  wieder  A  und  m± 
fest  bestimmt,  wahrend 

H2  =  nqq  -f-  2j?  (w2w  —  m^iq  +  n — —  —  aj 

wird;  die  tier  in  der  Hammer  eingeschlossene  ganze  Zahl;  die  wir 
wieder  |  nennen,  bat  dann  bei  stebendeni  ^  nocb.  alle  ganzen,  der 
Bedingung  §  =  —  cc  (mod.  n)  genugenden  Zanlwerte  anzunelimen.  Wir 
wollen  also  in  (3),  um  es  nockmals  zusammenzufassen^  eintragen: 

(4)  Jfi  — fl,     Ms  =  «M  +  2p$, 

wobei  die  den  ^?  |  anfzuerlegenden  Bedingungen  sind: 

(5)  g  =  1  (mod.  2) ,     |  =  —  a  (mod.  n). 
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Der   erste  Sclirltt  bei   der  daraufhin  an  der  Formel  (3)  zu  voll- 
ziehenden  Umgestaltung  1st,  dass  wir  mit  Rticksicht  auf  (1): 

(6)  nil,2  +  Jf22  =  2p  -  f(£,  q) 

setzen,  wo   /"(§,  77)    cine    abgekiirzte    Bezeielinung   ist    fur    die    binare 

quadratische  Form: 

CO  f(S,  n) 


Auf  der  anderen  Seite  unterzielien  wir  wieder  tf1?  w2  einer  linea- 
ren  Transformation  ,  namlich: 

/ON  .   %g  t? 

(8)  wx  =  u  +  --  v,    «2  =  —  ^  , 

und  fin  den  daraufhin: 

(9)  Ifj^  +  Jkfa«a  =  12  M  —  gt?. 

Endlicn  ist  aber  liier  noch.  auf  das  Vorzeichen  des  einzelnen 
Gliedes  der  Summe  (3)  Eucksicht  zu  nehmen.  In  diesern  Betrackt 
folgern  wir  aus  (2)  unter  Eiicksiclat  auf  die  Bedingungen  II  leicht: 

pMi  +  npMs  =  2  (a  +  %  +  t»2)  +  2;  (mod.  4), 
wahrend  man  aus  (4)  berechnet: 

pMl  +  npM2  ^jp^  +1^  +  2n|  ^  2|  +  S+  1;  (mod.  4). 
Durch  Combination  dieser  beiden  Congruenzen  folgt  also: 

(10)  a  +  Wl  +  Wa  =  |  +  2^1  ,  (mod.  2). 

Um  die  ^^  wieder  zu  Functioneii  (  —  l)ter  Dimension  von  «,  ?;? 
OJL,  G32  zu  norniieren?  schreiben  wir  jetzt: 

(11)  *  (=^)  ^=  ^  •  (I/A/  '  ^  -  XB  («,  *|    «>,  ,  ID,). 

Indem  wir  dann  die  in  (6),  (9)  und  (10)  vorbereitete  Eechnung  zu- 
sanimenfassen?  Twmvnt  als  endgultige  analytisclie  Darstdhmg  der  Xff  und 
also  mittelbar  aucli  der  Ba  im  Fatte  II  die  folgende: 


(12) 


i  eKe  Gongru&nzm  (5)  afe  Swnmationsbedwigungen  in  Kraft  tretevi. 
Diese  Formel  sehliesst  sich  gestaltlich  offenbar  genau  an  die  Formel  (7) 
des  yorigen  Paragraphen  an. 

Wir  erledigen  endlieh  den  Fall: 

III.    p  =  1  (mod.  2)  ,    n  EE  q  EEE  0  (mod.  2)? 

wo  die  Fornieln  (3)  p.  277  und  (3)  p.  287  neben  einander  zu  verwenden 
sind.    Hier  ist  zu  setzen: 
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(13)        Jfx  =  (2mx  +  l)jp  —  2A,     Jfg  =  m^nf  —  pa  —  nqA, 


worauf  wir  alsclann  in  tiblicher  Weise  den  Ansatz  ernalteo: 
(14) 


Man  sclneibe  welter: 

(15)  Jf1  =  ^; 

und  zeigt  wie  vorhin  ohne  Miihe;  dass  wir  gerade  alle  Glieder  der 
Reihe  (14)  erhalten7  wenn  wir  fur  |;  ij  alle,  den  Bedingungen  (5) 
gentigenden  ganzzaHigen  Combinationen  nenrnen.  Aus  den  beiden  Ge- 
stalten  (13)  und  (15)  von  M±  zielit  man  leicht  nocb  die  Folgerung: 

1  +  ^  =  3^1  +  ^,     (mod.2), 


wahrend  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  zur  Definition  der  Form  f  und 
der  Variabelen  u,  v  fur  den  vorliegenden  Pall  unverandert  bestelien 
bleiben  sollen.  Wenn  wir  endlich  noch: 

(16) 

setzen?  so  ist  folgendes  das  Resultat  unserer  Reclinung:  Im  Falle  III 
ist  die  endgilltige  Darstellung  der  Xa  und  somit  aucli  der  Sa  gegeben  durcJi: 


wobei  sick  die  Summation   auf  alle,   den  Bedingungen  (5)  genilgenden 
gan&zdhligen  Combinationen  |,  ^  bezieht. 

An  die  jetzt  beendete  analytische  Ilntersuchung  scHiessen  sich 
nun  wieder?  wie  in  §  4,  arithmetische  Betracntungen,  welclie  zam  Ziele 
liaben?  die  Gesamtneit  der  beim  einzelnen  %  eintretenden  Funetionen- 
systeme  unserer  Art  zu  umgrenzen.  Diese  Untersuehung  gestaltet  sicli 
Her  etwas  umst'andlieher,  insofern  sicn  namlich  fur  die  Falle  II  und 
III  Im  Grunde  die  nanilichen  arithraetiscnen  Complicationen  einstellen; 
denen  wir  seinerzeit  beim  Ubergang  Ton  der  Transformation  erster 
Stufe  zu  derjenigen  boherer  Stufen  begegneten.  Wir  mtissen  dieser- 
lialb  schrittweise  vorwartsgehen  und  handeln  zuvorderst  von  den  ini 
Falle  II  und  III  eintretenden  quadratischen  Formen  f  (|;  vf)  und  ihrer 
relativen  Aquivalenz. 
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§  6.  UntersTiclmng  der  in  den  Fallen  II  nnd  ZEE  eintretenden  cpiadra- 

tisehen  Formen  /*(|,  iff)   und  ihrer  relativen  Aquivalenz. 

In  den  beiden  Fallen  II  und  III  wurde  die  Geichung 
(1)  W2a  +  l=jps 

zu  Grunde  gelegt,  so  dass  die  binare  quadratisehe  Form: 

yig 

vor  alien  Dingen  stets  gan00ahlig  ist;  denn  fur  II,  wo  n  ungerade  ist, 
wurde  ja  auch  q  ungerade  gewahlt,  so  dass  s  durch  2  teilbar  ist.  Der 
mittlere  Coefficient  von  f  ist  gegenwartig  eine  gerade  Zahl;  man 
konnte  demnach  die  Theorie  der  quadratischen  Formen  (a,  6,  c]  in  der 
Gauss'schen  Gestalt  in  Anwendung  bringen,  wo  dann  f  die  Deter- 
minante D  =  —  n  aufweisen  wurde.  Inzwischen  ist  es  der  Gleich- 
massigkeit  halber  erwiinscht,  bei  den  Formen  (P,  Q,  R)  zu  verbleiben, 
so  dass  die  Form  /*(|?  vf)  e*ne  solche  der  Determinante  D  =  —  4n  wird. 

Da  JP  ungerade  und  zufolge  (1)  relativ  prim  gegen  n  und  q  ist, 
so  ist  die  Form  (2)  entweder  urspriinglich  oder  sie  hat  den  Teiler  2, 
je  nachdem  ns  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  oder  durch  4  teil- 
bar ist.  Im  Falle  II  ist  s  mod.  4  mit  (n  -f-  1)  congruent;  es  folgt 
also  im  speciellen:  Im  Falle  der  ungeraden  n  ist  /*(£,  ^  urspriinglich 
oder  vom  Teiler  2,  je  nachdem  n  mod.  4  mit  1  oder  3  congruent  ist. 
Da  weiter  s  fur  III  ungerade  ist,  so  tvird  im  Falle  der  geraden  n  die 
Form  (2)  wr^rwM^Wi  oder  vom  Teiler  2  sein,  je  nachdem  n  mod.  4  mit 
2  oder  0  congruent  ist.  Naturlieh  geben  die  Formen  vorn  Teiler  2 
durch  2  gehoben  allemal  urspriinglich e  Formen  der  Determinante 
D  =  —  n. 

Hiemachst  handeln  wir  von  der  relativen  Aquivalenz  der  Formen  (2) 
und  gehen  etwa  durch  Ausubung  der  Substitution: 

zur  aquivalenten  Form  f  mit  den  Zahlen  j/,  q'y  s'  und  iibrigens  von 
der  Gestalt  (2)  iiber.  Es  ist  alsdann,  ausfuhrlich  geschrieben: 

'2/  = 

nq  = 


und  es  gilt  jetzt,  gerade  wie  im  Falle  I  des  §  4  (p.  336),  die  zurn  Be- 
stehen  dieser  drei  Gleichungen  notwendigen  Bedingungen  fiir  die  Substi- 
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tution   V  zn    entwiekeln.    HIerbel   mussen   wir   auf  unsere   Fallunter- 
scheidung  zuruckkommen  und  setzen  erstlich  wieder: 

II.    jp  =  1  (mod.  2) ,     n  =  q  =  1  (mod.  2). 

Da  j/  prim,  gegen  n  sein  soil,  so  IBUSS  das  G-leiclie  Yon  der  Zahl  a 
gelten,  und  somlt  verlangt  die  zweite  Gleichung  (4),  dass  6  =  0  (mod.  w) 
sei.  Dies  ist  aber  im  allgemeinen  Boch  nicht  hinreichend.  Damit 
namlich  p'  ungerade  wird,  ist  mit  Riicksicht  auf  die  offenbar  be- 
stehende  Congruenz  s  =  p  (n  +  1)  (mod.  8),  erforderlicli  und  hin- 
reichend, dass 

(5)  2a2  +  2ae  +  5±i  c*  =  2,  (mod.  4) 

erfiillt  ist.  Ist  nun  n  =  8&-j-3,  so  bestelit  (5)  fur  den  ersten  und 
dritten  Coefficienten  a,  c  jeder  Substitution  F;  ist  jedoch  n  ==  47^  +  1 
oder  8^+  7,  so  muss;  wie  man  leicht  sieht,  c  eine  gerade  Zahl  sein. 
Hiermit  werden  dann  zugleich  auch  die  zweite  und  dritte  Gieicliung  (4) 
in  rientiger  Weise  erfiillt.  Durch  c  =  0  (mod.  2)  ist  aber  eine  wohl- 
bekannte  Congruenzgruppe  F3  zweiter  Stufe  charakterisiert,  welclie 
mit  der  durch  &  =  0  (mod.  n}  bestinimten  f^(»)  eine  Untergruppe 
rs^(n)  gemein  hat.  Wir  liaben  demnach  das  Resultat:  Fur  n  =  8Ji  +  3 
lilden  die  Substitutionen  F,  welclie  die  relative  Agiiwalenz  von  f  und  f 
vermitteln,  die  ditrcli  &  =  0  (mod.  n)  definierte  f^(n)  der  ntQn  Stufe;  fur 
n  CBS  47i  +  1  oder  n  —  Sh  -f-  7  dagegen  "bilden  diese  Substitutionen  V 
die  durcli  I  =  0  (mocZ.  w),  c  ^  0  (worf.  2)  lezeichnete  rSy(n}  der 
2nten  Stufe. 

Ein  wenig  umstancllicher  gestaltet  sich  die  Erledigung  des  Falles 

III    jp  =  1  (mod.  2) ,    ^  =  ^  =  0  (mod.  2). 

Man  benerme  hier  durch  v  diejenigen  unter  den  Substitutionen  F, 
welche  gerades  e  haben  und  bestimme^zuvorderst  die  Ton  den  v  ge- 
bildete  TJntergruppe.  Wir  sagen  gleich,  dass  diese  Untergruppe  durch: 

(6)  26  =  0  (mod.  n) ,    c  =  ^  (mod.  4) 

vollstandig  dej&niert  sei.  Da  namlich  zufolge  der  beiden  letzten  Oon- 
gruenzen  c  gerade  und  26  Vielfaches  yon  n  ist;  so  ist  a  als  erster 
Coefficient  der  Modulsubstitution  F  prim  gegen  w;  eben  deshalb  wird 
alsdann  zufolge  der  ersten  Gleichnng  (4)  mit  p  auch  p'  prim  gegen 
n  sein.  Uberdies  hat  noch  die  zweite  Congruenz  (6)  zur  Folge,  dass 
$'  eine  gerade  Zahl  ist;  unsere  Oongruenzen  sind  also  jedenfalls  aus- 
reiehend.  Umgekehrt  zeigt  man  aber  auch  leicht  die  Notwendigkeit 
der  Congruenzen  (6)  fur  die  gesuchten  v.  —  Durch  (6)  ist  nun,  allgemein 
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zn  reden,  eine  Oongruenzgruppe  2nteT  Stufe  definiert;  und  es  reducieren 
sich  die  Substitutionen  v  mod.  2n  auf  die  Typen: 


(mod.2n): 
a-  we 

hierbei  hat  a  ein  System  incongruenter?  gegen  2?£  primer  Zahlen  zu 
durchlaufen,  e  aber  ein  voiles  Eestsystem  mod.  4  und  f  ein  ebensolches 

mod,  Y*    Die  Gesamtzahl  mod.  2^  untersehiedener  (homogener)  Sub- 

stitutionen  v  ist  dieserhalb   2ng>(2n)?   so   dass   der  Index  der  Unter- 
gruppe  der  v: 


wird:  Die  Untergmppe  der  jetet  in  Setraclit  Jsommenden  Sustitutionen  (3) 
m^  c^O  (mod.  2)  &£  demgemass  eine  V%y(n). 

Giebt  es  noch  weitere  Substitutionen  V,  welche  unserem  Probleme 
geniigen?  so  mogen  wir  erstlich  diejenigen  unter  ihnen  herausgreifen, 
welche  gerades  d  und  also  ungerade  5,  c  haben;  diese  Sabstitutionen 
nennen  wir  vt.  Da  &  und  fibrigens  p^  s  und  s'  ungerade  sind;  so  liefert 

die  dritte  Gleichung  (4),  mod.  4  reduciert?  ~  =  2p.    Substitutions  fol 

Jtonnen  demnach  nur  eintreten7  tvenn  n  von  der  Gestalt  w  =  8A  +  4  ist. 
Als  notwendige  und  ausreichende  Bedingungen  fur  vl  folgert  man 
dann  weiter: 

(8)       a  =  0  (mod.  2),    a  +  d  ==  0  (mod.  4),     6  =  0  (mod.  ~)  , 

was  man  im  einzelnen  leicht  bestatigen  wird.  Die  Substitutionen  vt 
haben  also  die  Gestalt: 


(9)  v,=  4  (mod.W), 

\cy      4g — 2e/ 

womit  auch  evident  ist,  dass  thatsachlich  fur  n  =  SJi  +  4  Substitu- 
tionen dieser  Art  vorbommen.  Die  Anzahl  der  %  brauchen  wir  gar 
nicht  abzuzahlen;  da  namlieh  im  gegenw'artigen  Falle  n  «  SJi  +  4 
offenbar  vt  =.  T}  v  =  1  (mod,  2)  ist,  so  werden  irgend  zwei  Substitu- 
tionen %  combiniert  ein  v?  irgend  ein  v1  mit  einem  v  znsammen  aber 
wieder  eine  Substitution  ^  geben.  Dieses  aber  heisst:  Die  %  und  v 
jsusammen  ftilden  eine  Untergmppe  r^(W),  in  welcher  die  r^(n)  der  Bub* 
stitutionen  v  eine  ausgegeicfinete  Untergruppe  des  Index  2  isf. 

Nun  konnten  letzten  Endes  noch  Substitutionen  F  vorkonimen^ 
fiir  welche  sowoU  c  als  d  img&rade  Zahlen  sind;  diese  Substitutionen 
wollen  wir  v%  nennen.  Dividiert  man  die  mit  2  multiplicierte  zweite 
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Gleichung  (4)  durch.  «,  so  wlrd  evident,  dass-(4aB:w)  eine  ungerade 
Zafal  isi  Da  BUH  eine  der  Zahlen  a,  &  irn  vorllegenden  Falle  gerade 
seln  nrass,  so  Jwnnen  Substitutions  %  nur  filr  die  durcli  8  teilbaren  n 
eintreten.  Nelimen  wir  aber  diese  Bedingung  erfullt  an,  so  liefert  die 
erste  Gleichung  (4)  die  Bedingung  a  =  1  (mod.  2),  nnd  wir  finden 
durcli  mfihelose  Fortsetzung  der  BetracMung  als  notwenclige  raid  zu- 
reiehende  Bedingungen  fur  vz: 

(10)    a  =  l(mod.2),    2&  =  Y(mod.»),    c  =  &  —  ^  (mod.  4). 

Wir  unterlassen^  die  ausfiihrliclie  Gestalt  von  ^2  hinzuschreiben,  be- 
rnerben  aber?  dass  gegenwartig: 


ist.  Das  hier  fiir  die  v2,  v  zu  Tage  tretende  Resultat  stimmt  also  auf 
Grand  bekannter  Satze  iiber  die  Congruenzgruppen  zweiter  Stufe  mit 
dem  im  vorigen  Falle  gewonnenen  Satze  genau  ilberein.  Wir  formu- 
lieren  dasselbe  demnacli  nicEt  besonders,  geben  vielmelir  gleich  folgen- 
deB  znsainmenfassenden  Schlusssatz  : 

Die  Siibstitutionen  V,  welcJie  im  Falle  III  eines  geraden  n  die 
relative  Aqitivalenz  der  Formen  /"(|,  if)  lierstellen,  lilden  die  durcli  (6) 
definierte  \"zy(n),  falls  n  das  Doppelte  einer  linger  aden  Zalil  ist;  sie  UMen 
die  r^(«)  der  durcli  (6)  definierten  v  und  der  durcli  (8)  definierten  v±, 
falls  n  durcli  4,  aber  niclit  durcli  8  teilbar  ist;  sie  lilden  endlicli  die 
r^(»)  der  durcli  (6)  definierten  v  im  Verein  mit  den  durcli  (10)  definier- 
ten v2,  falls  n  durcli  8  teilbar  ist.  In  den  beiden  lefaten  Fallen  Mden 
die  in  r^(»)  entJmltenen  Siibstitutionen  v  eine  fa^Cn),  welche  inn&rhalb 
ihrer  T^(n]  eine  ausgezeiclmete  Untergruppe  des  Index  2  ist.  — 

Schliesslich  bleibt  uns  in  der  vorliegenden  arithmetisclieii  Zwiscben- 
betraelitung  nur  noch  nacbzuweisen  ubrig;  dass  aucli  in  jeder  Form- 
dasse,  die  nach  den^im  Anfang  des  ParagrapJien  formulierten  Satgen  in 
SetracJit  Jwmmt,  Formen  /*(|?  if)  der  Gestalt  (2)  sich  finden.  Auch.  diese 
Untersuchimg  gestaltet  sich  bier  etwas  umstandlicher,  als  die  ent- 
sprecbende  des  §  4;  da  bei  den  eben  bestinimten  Gruppen  neben  dem 
Zablmodul  n  inirner  nocb  der  Zablniodul  2  bez.  4  besonders  auftritt. 
Stets  gelingt  es  tibrigens^  mit  Htilfe  des  aucb  im  Falle  I  benutzten 
Satzes  zum  Ziele  zu  kommen?  dass  sieb  namlicb  aus  einer  ursprung- 
liehen  Classe  imrner  eine  solcbe  Form  auswablen  lasst?  deren  erster  Coef- 
ficient prim  gegen  2n  ist. 

Zunacbst  erledigen  sicb.  leicbt  die  Falle  n  =  0;  3  (mod.  4)?  da 
hier  die  Formclassen  vom  Teller  2  in  Betracbt  tommen?  welche  durch 
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2  gehoben  urspningliche  Form  en  der  Determinante  — n  geben.  Aus 
der  einzelnen  Classe  derartiger  Forrnen  wahle  man  sich  zunachst  eine 
solche  specielle  Form,  deren  erster  Coefficient  P  =  p  prirn  gegen  2n 
ist.  Der  zweite  Coefficient  Q  ist  alsdann  mod.  2  offenbar  mit  n  con- 
gruent; wendet  man  also  8V  an,  so  lasst  sich  v  so  bestimmen,  dass 
q  =  2vp  +  Q  =  0  (mod.  2ri)  oder  (mod.  n) 

zutrifffc;  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.   Sehreiben  wir  darauf- 

hin  Q'  =  nq?   so  wird  q  =  n  (mod.  2).     Nun  liat  dock  unsere  so  er- 
haltene  Form  (j>,  MJ,  K)  die  Determinante  n,  so  dass 

n**  cf  —  4jpB  =  —  n 

ist  und  also  n  in  41?  aufgent.   Benennen  wir  den  Quotienten  von  41? 
und  n  durcn.  $3  so  ist  in  lp,  wg,  -jj  thatsaclilicn  eine  Form  erreieht, 

die  mit  2  multipliciert  die  Gestalt  (2)  ergiebt. 

Ist  n  =  1  (mod.  4),  so  haben  wir  mit  den  urspriinglichen  Classen 
der  Determinante  —  4w  zu  ttun.  Der  einzelnen  solchen  entnenmen 
wir  zuvorderst  eine  Form  (P?  Q,  K)}  deren  dritter  Coefficient  B  prim 
gegen  2n  ist.  Es  lasst  sich  dann  eine  aquivalente  Form  finden?  mit 
demselben  R,  deren  mittlerer  Coefficient  Q'  =  Q  +  %vR  durch  ge- 
eignete  Walil  des  v  offenbar  prim  gegen  n  gemacht  werden  kann. 
Q'  wird  gerade  sein;  sollte  diese  Zahl  aber  durch  4  teilbar  sein,  so 
nehmen  wir  die  eben  gemeinte  Zahl  v  um  n  grosser,  worauf  Qr  das 
Doppelte  einer  ungeraden  gegen  n  prinien  Zahl  ist.  Zufolge  der 
Gleichung 

(12)  $'*-4P'.R  — —  4» 

ist  mit  Qf  auch  P'  prim  gegen  w;  reducieren  wir  aber  diese  Gleichung 
mod.  16,  so  kommt: 

4  —  4FJB  =  —  4  (mod.  16), 
P']B  =  2  =  P'  (mod.  4), 

so  dass  P'  das  Doppelte  einer  ungeraden,  gegen  n  prinien  Zahl  p  ist 
Jetzt  gehe  man  noch  von  (2p,  6',  2Z)  zur  Form: 

(2jp,  4-^  +  C',  JS') 

iiber  und  wird   durch   geeignete  Bestimmung   des  v  sofort  eine  Form 
cler  Gestalt  (2)  erreicht  haben. 

Es  bleibt  allein  noch  der  Fall  n  —  47*  +•  2  mit  den  ursprung- 
lichen  Classen  der  Determinante  —  4w.  Indem  wir  genau  wie  soeben 
verfahren,  wahlen  wir  aus  der  einzelnen  Classe  zuyorderst  eine  Form 
mit  einem  gegen  2n  prinien  It.  Es  giebt  alsdann  eine  aquivalente 
Form  mit  dem  gleichen  R  und  Qf  *=  Q  +  2vR?  wobei  wir  muhelos 
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v  so  bestimmen  konnen,  dass  Q'  prim  gegen  y  aber  durch  4  teilbar 
isfc  Die  jetzt  wieder  giiltige  Gleichung  (12)  reduciere  man  mod.  16 
und  wircl  finden,  class  P'  das  Doppelte  einer  ungeraden  gegen  y  primen 
Zahl  p  1st.  Von  Her  aus  gelangt  man  nun  ohne  weiteres  in  gewoknter 

Art  zum  Scnlusse.  — 

§.  7.     Von  der  Mannigfaltigkeit  der  im  Fall©  II  auftretenden 

Funetionssysteme    Xa(t*,  0). 

Die  Satze  des  vorigen  Paragraphen  werden  wir  jetzt  benutzen, 
trai  in  den  Fallen  II  und  III  beim  einzelnen  n  die  Gesanitraannig- 
faltigkeit  der  Funetionssysteme  Xa  in  ahnlicher  Weise  zu  eharakteri- 
sieren,  wie  dies  sclion  oben  far  den  Fall  I  geschan.  Wir  verfairen  dabei 
genau  so,  wie  in  §  4  beim  Falle  I,  d.  h.  wir  transformieren  simultan 
die  Summationsbuchstaben  und  die  Variabeln  ti,  v  in  einem  ersten 
Xa-  System  vermoge  einer  jetzt  in  Betracnt  konimenden  Substitution 
V  (fur  welche  wir  die  bisherige  Bezeichnungsweise  beibebalten)  5  indem 
wir  die  |,  ^  in  den  Summationsbeclingungen  mit  transformieren;  wird 
wieder  am  Werte  des  X«  niclits  geandert;  daraufhin  sehen  wir  nach, 
ob  die  neue  Gestalt  der  Xa  vielleiclit  wieder  unmittelbar  zu  den  X«/ 
der  transformierten  Form  f  (%,  if)  ==  f(%,  if)  Hnffthrt  oder  nicht. 

Um  znvbrderst  vom  Falle  II  zu  handeln,  so  bildeten  da  die  Sub- 
stitutionen  Fim  allgemeinen  die  durck  5^0  (mod.  n)9  c  =  Q  (mod.  2) 
definierte  T3^.  Nur  im  Falle  n  =  8k  +  3  stellte  die  f^  erst  den 
dritten  Teil  aller  V,  da  die  V  jetzt  mod.  2  keinen  Einschrankungen 
unterliegen.  Die  T3  der  zweiten  Stufe  mit  c  =  0  (mod.  2)  besitzt  nun 
ein  Polygon  FB,  welches  in  Fig.  71,  I  p.  289;  dargestellt  ist;  ein  zu- 
gehoriges  Eeprasentantensystem  besteht  aus  den  Substitutionen: 


1st  n  =  SJi  +  3?  so  haben  wir  dieserhalb  neben  den  Substitutionen  V 
der  F8^  noch.  zwei  weltere  Classen  von  Substitutionen  F1;  F2  auszu- 
iiben?  die  durch  die  Bedingungen  definiert  sind: 

|  (Ft)    b  =  0  (mod.  ri),    c  =  1,    d  =  0  (mod.  2), 
^  1(^2)    6  =  0  (mod.  «),     c  =  l,    £=1  (mod.  2). 

Man  scbreibe  nun  gerade  wie  in  (14)  p.  336: 


|f  ^  —  a«  (mod.  ri)t     r[  ^  1  (mod.  2). 
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Geht  man  zu   den  urspriingliehen  |?  ^  zuriick  und  beachtet,   dass  I) 
durch  n  teilbar,  a  also  prim  gegen  n  ist,  so  folgt: 


(2)  X..K  */)  = 

(3)  !  =  —  a  (mod.  w),     c|  +  efy  =  1  (mod.  2). 

1st  nunmehr  F  erstlich  eine  Substitution  der  Vzw9     so  ist: 

c£~{-  dq  =  dvi  =  vi  =  l,    a|  +  617  =  I  +  6  (mod.  2), 
und  also  fiihrt  der  Vergleicli  rait  (12)  und  (5)  §  5  hier  direct  auf: 
Xc/  (w,  v)  =  (  —  l)6Xao  (aw  +  &t;;  cw  +  ^)? 

so  dass  die  %n  den  Leiden  Formen  f,  f  gehorigen  Xa-Systeme  wkder  nur 
unwesentlicli  versclweden  sind*}. 

Es  bleibt  uns  jetzt  zweitens  allein  nocli  die  Discussion  der  im  Falle 
n  ==  8A  +  3  zur  Geltung  komnienden  Substitutionen  Vlf  V2  der  F~^(»). 
Wenden  wir  aber  eine  dieser  Substitutionen  an;  so  zeigt  die  recite 
Seite  Yon  (2)  unter  Rueksielit  auf  die  zugehorigen  Summationsbe- 
dingungen  nicM  die  Gestalt  cler  Xa?  so  dass  nunmelir  die  X«  der  Form 
f  nicht  auf  diejenigen  der  Form  f  zuriickkommen.  Wir  werden  hier 
Yielmehx  (den  Bedingungen  (1)  der  Substitution  Vl  entsprectend)  noca 
die  Functionen  X«}  der  Form  f  durch: 


I  |  =  —  a  (mod.  n)  ,     §  =  1  (mod.  2) 

definieren,  andrerseits  aber  die  Functionen  XL2)  (den  Bedingungen  (1) 
der  Substitution  F2  entsprechend)  durch: 


I  ===  —  a  (mod.  w)?     |  +  ^  —  1  (mod.  2). 

Dann  aber  ist  es  eine  ganz  einfache  Betrachtung,  welehe  uns  fiir  Vl 
zu  der  Formel: 

\     J  **      \      7         /  \  /  \     /       / 

fiihrt,  fiir  F2  aber  zu: 

Die   beiden  durch  (5)  und  (6)   definierten    Grossenreihen   stellen 
nattirlich  keineswegs   neue  Functionssysteme   dar;   sie   sind   vielmehr, 

*)  YgL  die  bezuglicbe  Uberlegung  p.  337,. 
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was  cben  durcli  (7)  und  (8)  zura  Ausdruck  komnit,  Functionen  Xa, 
gebildet  fur  gewisse  mit  f  aquivalente  Formen,  und  werden  demnach 
selbstverstandlieb  aucb  als  Functionen  Ton  %,  co2  das  gruppentbeo- 
retisclie  Verhalten  der  X«  teilen.  Aber  um  im  Falle  n  =  8h  +  3  alle 
wesentlicb  unterschiedenen  Xa-Systeme  zu  erlangen,  geniigt  es  jetzt  nicbt 
mehr,  jeder  Classe  eine  einzelne  Form  zu  entnebmen  und  fiir  sie  die 
Xa  zu  bilders:  vielmehr  werden  WIT  entweder  die  Xa  fur  drei  Formen 
f,  f,  f  0u  "bilden  lidben,  die  wolil  lemglicli  f^),  nicht  aber  sclwn  be- 
eiiglicli  r3^(«)  aqiiwalent  sein  sollen,  oder  aber  wir  Ulden  filr  die  eine 
Form  f  Helen  den  Xa  aiich  nodi  die  leiden  Fundionssysteme  X«  )  ,  X(a2)  ? 
wie  sie  in  (5)  und  (6)  deftniert  sind. 

Einzig  der  Fall  n  =  3  spielt  bier  eine  leicbt  erkennbare  Aus- 
nabmerolle.  Es  giebt  namlicb  nur  eine  Classe  von  Formen  2"~1/(|,  vj) 
der  Determinante  D  =  —  3  und  die  zugeborigen  reprasentierenden 
Punkte  der  positiyen  co-Halbebene  sind  die  mit  co  =  p  aquivalenten 
Ecken  (cf.  I  p.  250).  Jetzt  wird  f  (|;  7^)  durcb  drei  Substitutionen 
F!  7  FX2?  F/  =  1  in  sicb  transformiert,  die  mod.  2  reduciert  auf 


fiihren  (cf.  I  p.  281).  Yon  diesen  drei  Substitutionen  gebort  nur  eine, 
namlicli  Fx3  =  1,  der  fs^  an;  so  dass  der  Zusatz  von  V±  und  V^  zu 
fs^/  die  f^  lierstellen  wird.  Die  rfm  qiiadratischen  Formen  f,  f,  f 
des  im  vorigen  Absatze  formulierten  Hesultates  und  also  aucli  die  drei 
gugeliorigen  Xa-Systeme  werden  demnach  filr  n  =  3  identiscli  ausfallen. 

Da  im  analytischen  Ausdruck  eines  einzelnen  jetzt  in  Rede  steben- 
den  X«  neben  |;  ^  immer  aucb  die  Combination  |?  —  V}  zu  nebnaen 
ist,  so  erledigt  sicb  die  uneigentlicJie  Aquivalenz  der  Formen  f  sofort. 
Setzen  wir  namlicli 


und   nennen   die   zugeborige   Grosse    (12)    p.  339   wieder  Xa^    so    ist 

offenbar: 

(9)  X/(w^)  =  X«(—  u,v). 

Wenn  wir  hiernach  alles  Bisberige  zusammenfassen?  so  entspringt 
das  folgende,  wiederum  indirect  zu  formulierende  Scblussresultat:  Die 
An&alil  wesentlich  untersckiedener  Xa-Systeme  lei  tmgeraden  n  und  p  ist 
nicht  grosser  als  die  Anzdlil  ambiger  vemehrt  um  die  Jialbe  An0alil 
nicht  ~ainbiger  itrsprungliclier  Formclassen  der  Determinante  D  =  —  4n 
oder  D  =  —  n7  je  nacMcm  n  =  4h  -f-  1  oder  4A  +  3  ist;  allein  im 
Falle  n  =  8h  +  3  mit  h>  0  ist  diese  Zalil  $u  verdreifacken  ,  um  die 
obere  Grenge  fur  die  AmaJil  der  tmterscMedenen  X^-Systeme  eu  gewinnen, 
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§  8.     Von  der  Mannlgfaltigkeit  der  im  ITalle  HE  aiiftretenden 

Fiinotlonssysteine  X«fa,  v). 

In  ganz  analoger  Weise  erledigen  wir  endlieli  den  allein  noch 
riickstandigen  Pall  der  zu  den  geraden  Zahlen  n  geliorenden  X^-Systeme. 
Wir  bilden  uns  wieder  die  zu  der  Form  /*(£,  if)  geliorenden  Xa?  sowie 
andrerseits  die  Xa',  welcne  zu  der  mit  f  aquivalenten  Form  f  gehoren. 
Durcli  eine  den  friilieren  Fallen  analoge  Reelinung,  die  wir  wohl  nidit 
ins  einzelne  vorzufuhren  brauelien,  gewinnen  wir  von  (17)  p.  340  aus : 


(1) 

mit  den  Summationsbedingungen: 

(2)  a |  +  "by  =  —  a  (mod.  w),     c|  +  diq  =  1  (mod.  2). 

Nun  geliore  erstlich  die  Substitution  F  der  in  §  6  bestimmten 
n>^  an,  so  ist  vor  alien  Dingen  c  eine  gerade  ZaM,  und  man  stellt 

daraufhin  mit  Riieksicbt  auf  (6)  p.  342  muhelos  die  Congruenzen  fest: 

<?|  +  d?l  =  YI  =  1    (mod.  2), 
I  =  —  dec  —  5    (mod.  w), 
sowie  demnachst  die  weiteren  Congruenzen: 

2g  =  2fZa  +  25  =  2  (a  +  6)    (mod.  4), 

(mod.  4). 

c|  +  <fy  —  1  =  c  (a  +  6)  +  (d—  1)  + 12  —  1  " 

dm  JPaZZ7  dass  V  in  r%^  entlialten  ist,  "bestelit  demnach  einfacli  die 
Relation : 

Ist  n  das  Vierfache  einer  ungeraden  ZaJil,  so  enthalt  die  fa^  erst 
die  Halffce  aller  Substitutionen  V9  und  hier  baben  wir  weiter  nocli 
diejenigen  V  zu  priifen?  welche  durch  die  Bedingung  (8)  p.  343  de- 
finiert  sind.  Nunmelir  liefert  die  zweite  Congruenz  (2) 

|  =  1  (mod.  2), 

die   erste  Congruenz  (2),  dagegen  ist,  da  a  nur  nocli  prim  gegen  -r- 
ist,  in  die  zwei  Congruenzen  zu  zerlegen 

(#1  \ 
mod.  —  J  ?     ^  ^  c  (a  ~j-  a)  (mod.  4). 

Mit  ihrer  Hulfe  ergiebt  sict  gleieh  weiter: 
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C|  +  rf,  _  1  =  !(<:-  1)  +  (I  -  1)  +  rfc  (a  +  «)  1 
c6  +  <2ij  — l  =  (c -1) +  (€—!)+ e«Z«  j 

Bei  dieser  Sachlage  sind  wir  genotigt,  die  nachfolgende  neue  Reihen- 
entwicklung  einzufiihren: 


;=  —  a  (mod.  -~\  9     £  ^  1  (mod.  2),     ti=a  (mod.  4). 
Alsdann  wird  nanilich  zufolge  der  vorausgescMckten  Rectorangen: 

c  — 1  _cZ 

wobei  der  mod.  n  zu  nehmende  Index  f$  sicli  aus  den  Oongruenzen 
bestimmt: 

(6)  ft  =  da  (mod.  ~)  ,     ft  =  c  (a  +  a)  (mod.  4) . 

Merken  wir  nns  also  das  Result  at:  Uw,  fur  n  =  8Ji  -f-  4  a?fe  unter- 
scfiiedenen  Xa-  Systeme  $u  erhalten,  entneJime  man  entweder  der  einzelnen 
Formclasse  zwei  besilglicli  der  I"^(W),  a5er  mcA£  sc/ww  bezuglich  r2^(«) 
aqinvalente  Formen  f,  f  und  bilde  die  beiden  gugeJiorigen  Xa- Systeme 
oder  man  bilde  fur  die  ein#elne  Form,  etwa  f,  neben  den  Xa  auch  noch 
die  Functionen  Xl1}. 

Endlicli  umfasst  bei  alien  durch  8  teilbaren  n  die  f2^  wieder  nur 
die  Halfte  aller  Substitution  en  F,  uncl  es  gilt  hier  noch;  die  Wirkung 
der  durch.  (10)  p.  344  definierten  V  zu  priifen.  Hier  ist  unter  den 
vier  Zahlen  a,  b,  c,  d  nur  die  zweite  gerade,  so  dass  die  Bedingungen 
(2)  nunmenr: 

!  =  «,     ^^1  —  a  (mod.  2) 

liefern.    Wir   schreiben   daraufhin  vor   alien  Dingen  die   zweite   Con- 

grnenz  (10)  p.  344  genauer  in  der  Gestalt: 

,  n     f       •,     ^ 

o  —  s  —    (mod.  n), 

wo  also  s  entweder  -f"  1  oder  —  1  ist.  Die  erste  Bedingung  (2) 
giebt  nun: 

<.    ,       n  /is 

ctg  -f.  5  __  ^  _-_.  —  a  (mod.  n), 

1         4     *  v  /? 

watrend  man  andrerseits  mod.  4  leicht  die  naehfolgenden  Congruenzen 
bestatigen  wird: 

eg  +  dn  —  1  =  ac  (by  —  cc)  +  (d  —  1)  q  +  ^  —  1 

^  —  a  (ac  +  1)  •+•  (2d  —  a  —  1)  (1  —  «)  +  (^  —  1  -f-  «). 
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Man  ftihre  jetzt  fur  den  vorliegenden  Fall  die  neue  Eeihenentwicklung  ein; 

» 
/\( 

(7) 


£j    ' 


;  +  £  *  Y n  =  —  a  (mod.  n) ,     q  =  l.  —  a  (mod.  2). 

Es  konnte  scheinen,  dass  hiermit  zwei  verschiedene  Grossensjsteme 
eingefunrt  sind,  den  beiden  Werten  £  =  -}-!  und  s  =  —  l  entsprechend, 
Dies  ist  aber  keineswegs  der  Fall;  denn  man  bestatigt  sofort: 

(8)          Xi"^  (u,  v)  =  Xj^  (w,  v) ,     |3  =  (cc  -  1)  -  +  a  (mod.  n). 

Von  (1)  und  (2)  aus  erli'alt  man  nunmenr  mit  Hulfe  der  vorausgehend 

entwickelten  Congruenzen: 


(9)  Xa  («',  v')  =  (-  l) 

wobei  sicli  der  mod.  n  zu  nehmende  untere  Index  /8,   sowie  der  Zahl- 
wert  yon  a  aus  den  Congruenzen  bestimmt: 

(10)  aj3  =  a  (mod.  »),     «a  =  ~  (mod.  4). 

Begiigliek  der  Erlangimg  aller  Xa-  Systems  l>ei  n  =  8k  gilt  demnacli  Wort 
fur  Wort  dieselbe  Vorschrift  wie  lei  n  =  8h  +  4. 

Die  Betrachtung  der  uneigentlichen  Aquivalenz  der  Formen  f  fuhrt 
uns  zu  ganz  analogen  Verhaltnissen,  wie  in  den  Fallen  I  und  II.  Wir 
brauchen  hierauf  demnach  nicht  ausftihrlich.  einzugehen,  formulieren 
vielmehr  gleich.  folgendes  abscliliessende  Eesultat:  Ist  n  das  Doppelte 
einer  ungeraden  ZaM,  so  ist  die  AnmJil  wesentlkJi  untencMedener  Xa- 
Systeme  liocJistens  gleich  der  Anmhl  ambiger  urspriingliclier  Fonndassen 
der  Determinate  D  =  —  4?i;  vermelirt  wn  die  Jialbe  Anzalil  nicht-amliger 
Classen  dieser  Art;  liaben  wir  dagegen  ein  diircJi  4  teilbares  n,  so  ist  die 
Zalil  der  X^-Systeme  Iwclistens  gleich  der  Anzalil  niclit-anibiger  urspriing- 
licJier  Classen  der  Determinate  D  =  —  n,  vermehrt  urn  die  doppelte  An- 
galil  der  amUgen  Classen  dieser  Art.  — 

Hiermit  haben  wir  fiir  alle  Falle  die  Leistungsfahigkeit  der  Bi- 
linearprocesse  des  §  2  erschopfend  charakterisiert. 


§  9.    Von  den  Modulformen  nteT  Stufe  Aa,  $a,  -yc*?  xa>  -  .  •?   «ii 
den  allgemeinen  Xa  (ti,  v)  entspringen  *). 

Es  lassen  sicn  die  Functionen  Xa(u9v),  wie  wir  schon  andeuteten, 
fur   die   Zwecke  der    engeren  Theorie   der  Modulformen   in  derselben 


*)    Die  naclifolgenden  EntwicMungen  rahren  vom  Herausgeber  her;  das 
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Weise  verwenden^  wie  die  Xa(u)  iro.  vorigen  KapiteL  Man  entwlckele 
Xa(w;  v)  in  eine  Reilie  naci.  ansteigenden  Potenzen  von  u  und  v  and 
greife  aus  alien  n,  den  wechselnden  Werten  von  a  entspreclienden; 
Reihen  die  Coefficienten  eines  elnzelnen  Gliedes,  etwa  ^t,lvf•t,  auf.  Diese 
werden  ein  System  von  Modulformen  der  Dimension 

(1)  v  =  —  1  —  A  —  ji 

bilden,  deren  gruppentheoretisches  Verhalten  sich  wieder  unrnittelbar 
aus  demjenigen  der  X«  ableiten  lasst. 

Dm  dies  naher  zu  untersuclien,   verabreden  wir  fur  die  Potenz- 
entwicklung  von  Xa  die  nactfolgende  Bezeichnungsweise: 

(2)  XB(«,  «)  =  A«  +  «««  +  «LS)«  +  YJ/.V  +  2/i2)««  + 


Man  bemerke  vor  allem?  dass  wir  hierbei  in  voller  Ubereinstini- 
naung  mit  der  ina  vorangegangenen  Eapitel  gebrauchten  Bezeiclinungs- 
weise  geblieben  sind,  Erstlich  ist  namlicli  X&  nichts  anderes  als  die 
ursprungliche  <5"-Function?  so  dass  X^»^;  abgesefoen  von  etwaigen  Nor- 
mierungsfactoren;  das  Product: 

+  yau,  +     xa  u?  -f  -  -  •) 


vorstellt,  dessen  Entwicklung  unter  Gebrauch*  der  iin  vorigen  Kapitel 
gemeinten  0ay  y^  .  »  •  zn: 

(3)  X^w)  =  Sal^  +  yaUiUx  +  -      XaU^  -)  ---- 


ftihrt.  Wir  unterlassen5  hier  auch  noch  die  Substitution  (8)  p.  339 
durclizufuhren,  vermoge  deren  wir  oben  die  u,  v  einfiilirten;  denn  es 
ist  sclion  jetzt  deutlich,  dass  in  (3)  wie  in  (2)  die  Ooefficienten  der 
linearen  Glieder  durch  0,  diejenigen  der  quadratischen  Glieder  durch 
y  etc.  bezeichnet  sind.  Ein  von  u,  v  unabhangiges  Glied  tritt  in  (3) 
nielit  auf;  jedoch  fallt  es,  wie  wir  nocb.  sehen  werden,  keineswegs 
bei  alien  X^>w)  fort.  So  oft  aber  ein  Absolutglied  auftritt?  stellt  das- 
selbe  eine  Modulform  (—  l)ter  Dimension  vor;  wir  haben  dieserhalb 
in  (2)  for  dieses  Glied  dieselbe  Bezeichnuag  Aa  gebrauclit,  die  wir  aucli 
sebon  in  §  3?  p.  3297  fur  Moduln  der  Dimension  —  1  anwendeten, 

Die  Grossen  Xa  rubricieren  sich,  insofern  sie  im  wesentliclien  die 
zu  p  =  1  gehorenden  Functionen  X^»n)  sind?  unter  die  Falle  II  uud 

Gleiche  gilt  iibrigens  von  den  aritlimetisclien  Untersncliuiigen  des  §  6,  welche 
sich.  fur  eine  erschopfende  Ableitung  der  Satze  in  §  7  und  8  als  erforderlich  er- 
wiesen. 
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III  der  voraufgehenden  Entwicklnngen.    AIs  zugehorige  binare  quadra- 
tisclie  Form  f  hat  man  nach  (2)  §  6  zunachst  bei  imgeradem  n: 


wo  q  ungerade  1st.  Hier  kann  man  aber  sogleich  zu  elner  aquivalenten 
Form  mit  q  =  1  fibergelien,  so  dass  sicli  als  die  fur  die  Moduln  £c;  yu,  etc. 
des  vorigen  Kapitels  im  Sinne  der  jetmgen  Auffassung  cJiaraldenstiscJie 
gfuadratiscJie  Form: 

(4)  /"(I,  ,)  =  2|»  +  2»to  +  ^£±1J  ^ 

ergiebt;  filr  gerade  n  reiht  s'tcli  in  derselben  Bedeutung  die  Form  an.: 

(5)  f(g,fl)  =  2r  +  Y  ^- 

Beziiglicli  der  Anzahl  unterschiedener  Moduln  des  einzelnen  Systems 
treffen  wir  allgemein  gerade  die  namlichen  Verbal  tnisse  an?  die  fur 
die  speciellen  X(1»W5  aus  dem  vorigen  Kapitel  bekannt  sind.  Dureh 
einen  Blick  anf  die  analytischen  Darstellungen  der  XC£  in  den  drei 
immer  unterscMedenen  Fallen  bestatigt  man  namlich: 
Xtf(-«,  -t?)  =  (-l)-+1X«_a(W;t;). 

Es  treten  derngemass  Mer  gerade  wieder  jene  Reductionen  ein,  welehe 
wir  seinerzeit  dareh  die  Formeln  (13)  etc.  p.  267  charakterisierten. 

n-4~  i. 
1st  also  n  ungerade  }  so  Jidben  wir  Systeme  su  je  —  ~—   Moduln  Aa,  011 

je  n;i  Modidn  ya  etc.,  dagegen  Systeme  von  n~  Grossen  $as  xa  etc.; 
dabei  sind  jene  Moduln  immer  von  ungerader,  diese  von  gerader  Di- 
mension. 1st  n  gerade,  so  Jiaben  wir  Systeme  von  —  T  —  Moduln  A«,  ya 
etc.,  dagegew  Systeme  von  n~^  Grossen  &a  etc. 

Die  lineare  Substitutionsgruppe,  zu  welclier  ein  einzelnes  unserer 
Modulsysteme  Anlass  giebt;  wird  bei  dieser  Saehlage  immer  wieder 
eine  der  vier  Gestalten  darbieten?  welehe  wir  im  Schlussparagraphen 
des  vorigen  Eapitels  kennen  lernten  (p.  313);  dabei  werden  freilich  die 
Substitutionen  8  und  T  aus  den  damals  angegebenen  Gleichungen  jetzt 
dadurch  herzustellen  sein,  dass  wir,  allgemein  zu  reden,  s  dureh  ^ 
ersetzen.  Im  Falle  II  sind  die  Moduln  des  einzelnen  Systems  iibrigens 
vorher  erst  noch  durch  eine  geeignete  Potenz  von  |/A  zu  Grossen  wter 
Stufe  zu  normieren,  woriiber  im  nachsten  Paragraphen  das  Nahere 
angegeben  wird. 

Wir  ftigen  hier  endlich  fiber  den  algebraischen  Charakter  der  ge- 
wonnenen  Modulformen  noch  folgende,  fiir  spatere  Untersuchungen 
fundamental  Uberlegung  an:  Die  Eeihenentwicklnng;  welcke  ein  ein- 

Klein-FriokeT  Modulfunctionen,  II.  23 
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zelnes  X«  darstellt,  war  bis  auf  multiplicative  Constants  eine  ganze 
bin  are  Verbindung  YOB  #-Reilien;  als  solclie  wird  die  einzelne  Xa-Ent- 
wiekluBg  fiir  alle  im  ??Innern"  der  Halbebene  gelegenen  Perioden- 
quotienten  ml :  co2  unbedingt  convergent  sein.  Die  einzelne  unserer 
Modulformen  kann  hiernaci  im  ?J}Xnnern"  des  Polygons  ^ter  Stufe  nieht 
unstetig  werden.  Andrerseits  werden  wir  gleicB.  sehen,  dass  die  ReiKen- 
entwicklungen  nnserer  Moduln  nacli  r  Potenzen  mit  negativen  Ex- 
ponenten  iiberall  nicht  aufweisea.  Demgemass  wird  auch  in  der 
Polygonspitze  co==^oo  ein  Unstetigkeitspunkt  fiir  keine  der  in  Rede 
stehenden  Modulformen  sieh  finden  konnen;  ein  Satz;  den  man  sofort 
auch.  fiir  die  iibrigen  Polygonspitzen  formuliert,  da  sich  ja  die  Modnln 
des  einzelnen  Systems  bei  Ausiibung  irgend  weldier  Modulsubstitutio- 
nen  stets  linear  reproducieren.  Wir  treffen  laier  also  auf  die  gleicten 
Verhaltnisse,  wie  seinerzeit  bei  den  Teilwerten  g)i^  und  p^p,  und  da 
iibrigens  der  Charakter  der  Aa?  ett  etc.  als  algebraisclier  Modulformen 
aus  dem  Bisterigen  unmittelbar  evident  ist;  so  gewinnen  wir  das  Re- 
sultat:  Die  Moduln  A«?  #*,  y<*  etc,  sind  oJme  AitsnaJime  ganze  alge- 
Imisclie  Modulformen.  Die  grosse  Tragweite  dieses  Satzes  bei  unseren 
spateren  ausfahrlichen  Untersucliungen  der  Grossen  A«?  0a?  » . .  wird 
man  sofort  ermessen. 

§  10.    Heihenentwicklungeri.  fiir  die  Modulformen  Aa;  ^a?  ya  etc. 

im  Falle  I. 

Um  ausfiilirliche  analytisclie  Darstellungen  der  Modulformen  A« 
etc.  zu  e£halten;  wird  man  die  Entwicklungen  der  Xa  (u,  v)  nack  an- 
steigenden  Potenzen  von  u  und  v  wirklich  herstellen  mtissen.  Dabei 
ist  die  Exponentialreihe  zweimal  anzuwenden,  so  z.  B.  bei  (7)  p.  335 
erstlieh.  fiir  den  Exponentialfactor  Tor  dem  Summenzeichen,  sodann 
aber  ftir  die  von  u  und  i?  abhangende  Exponentialgrosse  unter  dem 
Summenzeichen.  Wir  illustrieren  diese  Reclmungen  etwa  am  Falle  I, 
auf  den  sicli  die  eben  bereits  citierte  Formel  (7)  p.  335  beziekt. 

Durch  elementare  Betrachtung  erhalten  wir  zunachst: 

o 

(1)     X.(t,,tO- 
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Wenn  wir  uns  dann  noch.  ein  paar  ganz  unwesentliclie  Anderungen  in 
der  Bezeichnungsweise  erlauben  wollezt?  so  icerden  im  Falle  I  folgende 
Darstellungen  der  in  Eede  stehenden  Modulformen  entspringen: 
1)  fur  das  System  ( —  l)ter  Dimension: 


(2) 


mit  der  Eeclingung:  |  ^  —  a  (jnod.  ri),  die  ancli  in  den  folgenden  Nnm- 
mern  immer  dieseTbe  Ueibt; 

2)  fur  die  fieiden  Systems  (  —  2)ter  Dimension: 


3)  filr  die  drei  Systeme  (  —  2)ter  Dimension: 


(4) 


4)  /wr  ^€ 


Systeme  (  —  4)ter  Dimension: 


(5) 


(l) 


J2) 


s»\*  I 

i 


1 

-r     • 

' 


Mag  es  genitgen,  Mer  bis  zur  Dimension  —  4  gegangen  zu  sein. 

Auf  den  recliten  Seiten  der  mitgeteiiten  FormelH  tritt  innerlialb 

der  Elammern  ausser  Potenzreihen  nach  r  nodi  der  Bestandteil     m^  In 

erster,  weiterhin  aber  auch  in  lioteren  Potenzen  auf.   Wenn  man  will, 
kann  man  fiir  denselben  nocB.  die  PotenzentwickluBg: 
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(6) 


eintragen,  wo  0(w)  in  gewohnter  Weise  die  Summe  aller  Divisoren 
von  m  bedeutet;  es  ist  diese  Gleichung  eine  unmittelbare  Folge  aus 
der  ersten  Formel  (2)  in  I  p.  153. 

Vor  allem  einfach  haben  sich  die  analytischen  Ausdrucke  fiir  Aa 
und  8&  gestaltet.  Bereits  das  einzelne  y(£  ist  aber  in  (4)  iinnier  durcli 
zwei  Reihen  dargestellt;  von  beiden  ist  die  zweite  (bis  auf  numeriscne 
Bestandteile)  fur  alle  drei  ya  die  gleiche,  und  man  sieht?  dass  dieselbe 

das  Product  der  Grosse  (6)  und  —•  Aa  vorstellt.     Es  bietet  sich  nun 

hier  der  folgende  Gedankengang  dar:  Die  drei  Systeme  der  y®  sind 
von  gleicher  Dimension  und  substituieren  sich  vor  allem,  cogredient, 

bilden  wir  also   die  n"T     Grossen: 

(7)  ^-Ci^  +  rf  +  <%»?, 

wo  die  c  drei  (von  a  unabhangige)  Oonstante  sind,  so  wird  in  (7)  ein 

System   von     ~T     Moduln   ya   der  Dimension   —  3   definiert  sein,   die 

wiederum  mit  den  y(£  cogredient  sind.  Jetzt  lassen  sich  offenbar  die  c 
in  0wei  wesentlich  verschiedenen  Weisen  so  bestirnnien,  dass  in  den 
DarstelluBgen  der  zugehorigen  ya  der  Bestandteil: 


j 


verschwunden  ist.     Die  "beiden  so  gemeinten  ya-  Systeme   nvon   einfaclier 
analytiscJier  Darstellung"  sind: 


(9) 


/2«\8 

=  \— J 


Eine  ganz  analoge  tfberlegung  kniipft  sich  an  die  Pormelgruppe  (5); 
hier  sind  jedoch  die  $wei  Grossen  zu  eliminieren?  welche  aus  Multi- 
plication von  (6)  mit  der  einzelnen  der  in  (3)  enthaltenen  Reihen 
hervorgehen.  Es  finden  sick  so  wied&r  zwei  xa- Systeme  »von  einfacher 
Darstellung",  ndmlich  etwa: 
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im   einzelnen  Gliede   der  ausgeftfhrten  Reihenentwicldtmg  findet  sieh 

cleninach  als  Factor  der  betreffenden  Potens  von  r  bez. 

ly  —  2ns?«n*, 

\tf  —  4w2$s-if .  — 
An  die  weiterhin  folgenden  Modulsysteme  der  Dimensionen  —  5, . . . 
lassen  sieh  entsprechende  Betrachtungen  nicht  mehr  kniipfen.  Freilich 
ist  noch  bei  —  5  die  Anzahl  der  zu  eliminierenden  Bestandteile  (nam- 
lich  4)  um  eins  geringer  als  die  Zahl  der  Modulsysteme.  Das  Eli- 
minationsresultat  Yerschwindet  indessen,  wie  die  Eechnung  zeigt; 
identiseh.  Hoher  hinauf  wird  aber  die  Anzahl  der  zu  eliminierenden 
Grossen  stets  grosser  als  die  Zahl  unterschiedener  Modulsysteme. 

§  11.    EeHienentwicklungen  der  Modiiln   Aa   etc.   in  den  Fallen  II 
und  HE.     Umordnung  nach  ansteigenden  Potenzen  von  r. 

In   den  beiden  Fallen  der  ungeraden  p  treffen  wir  ganz  ahnliehe 
Verhaltnisse  an;  wie  in  dem  soeben  erledigten  Falle.    Es  inag  erlaubt 

sein?  bei  den  Dimensionen  —  3  und  —  4  hier  nur  diejenigen  Modul- 
systeme namhaft  zu  machen,  welch e  sieh  in  Ansehung  der  Einfachheit 
ihrer  analytisehen  Darstellung  an  die  Systeme  (9)  und  (11)  des  vorigen 
Paragraphen  anschliessen*  Wir  findm  dann  durcli  elementare  Heclmung 
als  Modulsysteme  des  Falles  II  die  naclifolgenden: 
1)  das  eine  System  ( —  l)ter  Dimension: 


A.  - 


2)  die  *beiden  Systeme  (  —  2)ter  Dimension: 

/  (I,  n) 

- 


3)  die  beiden  Systeme  ( —  3)ter  Dmmision: 
(3) 


4)  endlidi  die  beiden  Systeme  (—  4)ter  Dimension,  fur  welche  wir 
der  Kurze  Mlber  nur  wied&r  den  Factor  der  Potent  wn  r  im 
einzelnen  Summengliede  anfnliren: 
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Als  Summationsbedingung  gilt  In  alien  vier  Fallen: 
(5)  £  =  —  a  (mod.  w)?    17  =  1  (mod.  2). 

Fur  die  Anzahl  untersehiedener  Modulsysteme  der  einzelnen  Art 
gelten  natilrlich  die  Angaben,  welclae  wir  seinerzeit  bei  den  X«-Sjsteinen 
ausfiihrlieli  formulierten.  Wie  wir  schon  dort  erorterten,  wlrd  dann  beim 
Ubergang  zu  einer  beziiglieh  fg^,  oder  Fy  aquivalenten  Form  f  das 
Modulsystem  Aft  direct  in  sich  ubergehen,  wahrend  sich  die  beiden 
Systeme  der  0a,  wie  auch  die  der  ya,  der  xaf  u.s.  w.  linear  reproducieren. 
Diese  Bemerkungen  iibertragen  sich  natUrlich  ohne  weiteres  auf  die 
Modulsysteme  der  beiden  Falle  I  nnd  III. 

Wahrend  ubrigens  die  Modulsysteme  des  vorigen  Paragraphen 
oline  weiteres  zur  niQn  Stufe  gehorten  und  als  solche  direct  zu  den 
bekannten  Gestalten  der  Substitutionsgruppen  (p.  313)  Mnfiihrten, 
mtissen  die  jetzt  in  Eede  stehenden  Systeme  des  Falles  II  zu  diesem 
Ende  erst  einer  Norniierung  mit  einer  geeigneten  Potenz  von  ]/A 

V 

unterzogen  werden.  Wir  werden  etwa  A"1  hinzusetzen,  wo  v  eine 
moglichst  kleine,  aber  nicht  negative  ganze  Zahl  ist;  solchergestalt 
erreichen  wir  offenbar,  dass  auch  die  normierten  Grossen  game  alo-e- 
braische  Modulformen  niQX  Stufe  sind.  Den  Zahlwert  von  v  stellen 
wir  aus  den  Reitenentwicklungen  (1)  etc.  leicht  durch  die  Forderung 
fest,  dass  offenbar  f  (|;  ^)  +  nv  durch  4  teilbar  sein  muss;  man  hat 
also  v  aus  der  Congruenz: 


j  -f-  n~  iff  -f-  nv ===  0,  (mod.  4) 
zu  bestimmen.     Dieselbe  liefert,  da  p,  n,  q  und  q  ungerade  sind? 

v  ^ —  $ ,  (mod.  4). 

Nun  folgt  aber  andrerseits  aus  (1)  p.  341 

s  =j?(f»2a  +  1)  =p(n  +  1),     (mod.  8), 
so  dass  wir  erhalten: 

V==~p.»±l9    (mod.  4). 

Der  Wert  der  gansen  ZaU  v  ergiebt  sick  d&ngemass  aus  der  Tabelle: 
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Leteten  Uncles  Jiaben  wir  filr  den  Fall  III  die  nachfolgenden  Modul- 
systeme: 

1)  das  eine  System  ( — •  l)ter  Dimension: 


2)  die  Leiden  Systeme  der  ( —  2)ten  Dimension: 


(8) 


Anch.  weiterMn  1st  gegeniiber  den  Formeln  (1)  bis  (4),  ausserlieh  ge- 
nommen;  der  einzige  Untersehied  der?  dass  an  Stelle  des  Factors  ( —  1)^ 

^--i 

nnter  den  Snmmenzeiclien  tiberall   ( —  1)  2     tritt;  die  Summationsbe- 
dingung  (5)  bleibt  gleiehfalls  in  unveranderter  Grestalt  bestehen.  — 

Um  die  Entwicklungen  des  §  3  allseitig  yerallgemeinert  zu  haben; 
werden  wir  mit  den  bislang  mitgeteilten  Reihenentwicklungen  fiir 
unsere  Modnln  noch  Umordmmgen  nacli  ansteigenden  Potenzen  von  r 
vornelimen.  Die  dabei  eintretenden  ganzzahligen  Entwickluiigscoeffi- 
clenten  niogen  wir  als  Functionen  des  jeweiligen  Exponenten  m  wie 
oben  jetzt  allgemein  durcli  %(m)  bezeichnen  und  wollen;  nm  wenigstens 
eine  erste  nahere  Unterscheidung  zu  besitzen;  dem  ^  als  unteren  Index 
die  Dimensionzalil  der  betreffenden  Modulform  anhangen.  So  erhalten 
wir  z.  B.  im  Falle  I: 


wo  %i(w)  die  Anzabl  derjenigen  Darstellungen  von  m  in  der  Gestalt; 
m  =  —jpl2  +  wgliy  +  nsvf 

ist,  fiir  welche  |  ^  —  cc  (mod.  n)  ist.  Oder  urn  ein  anderes  Beispiel 
zu  gebrauclien?  so  erhalten  wir  fur  das  zweite  System  der  #&  im 
Falle  H: 


(10) «.-!? 

wobei  %g(^)  definiert  ist  durcb.  die  Summe: 

(ii) 


360     V,  3.  Neue  Functionen  wter  Stufe  aus  Bilinearverbindungen  der  Xa. 

ausgedehnt  tiber  alle,  den  Bedingungen  (5)  gentigenden  Darstellungen 
von  m  in  der  Gestalt: 


m  = 


Man  wird  leiclit  in  entsprechender  Weise  fur  die  iibrigen  Modulsysteme 
Reinen  nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  entwickeln  und  die  Eigen- 
art  der  dabei  eintretenden  Entwieklungscoefficienten,  als  arithmetischer 
Functionen  der  zugehorigen  Exponenten  m,  formulieren. 


Die  Hermit  gegebene  Betrachtung  der  oft  genannten  Modulsysteme 
bietet  iibrigens  nock  niclits  Abgeschlossenes  dar.  Vor  alien  Dingen 
haben  wir  uberall  nieht  die  Frage  beriihrt,  ob  nicht  das  einzelne 
Modulsystem  dadurcn  zum  Portfall  kommt,  dass  die  betreffenden  Terme 
in  den  Potenzentwicklungen  der  beziigliehen  Xa(«*?  v)  tiberb.aupt  nicht 
auftreten.  So  fehlen  im  Falle  p  =  1,  wie  man  in  (3)  p.  352  naeh- 
sehen  wolle,  die  Systeine  der  A«;  auch  werden  in  diesem  Falle  die 
beiden  Systeme  der  &a  und  ebenfalls  diejenigen  der  ya  nicht  wesentlich 
von  einander  verschieden  sein?  wie  man  leicht  feststellt.  Untersuchungen 
fiber  etwaiges  identisches  Verschwinden  der  einzelnen  Systeme  oder 
liber  Identisdrwerden  verschiedener  Systeme  lassen  sich  wohl  zumeist 
nicht  schwer  clurchftihren;  so  z*  B.  beweist  man  leicht,  dass  die  bei 
n  =  47i  +  3  eintretenden  Systeme  (9)  der  Aa  niemals  identiseh  ver- 
schwinden  konnen,  insofern  die  zugehorigen  Entwicklungseoefficienten 
%1(m)  immer  wesentlich  positive  Zahlen  sind.  Inzwischen  wollen  wir 
derartige  erganzende  Betrachtungen  hier  nicht  ausfiihren.  In  der  That 
soil  es  sich  auch  im  folgenden  nicht  so  sehr  urn  einen  systematischen 
Ausbau  der  hier  besprochenen,  analytischen  Ergebnisse  handeln;  es 
sollen  vielmehr  wieder  die  principiellen  algebraischen  tJberlegungen 
unserer  fruheren  Modullehre  in  Kraft  treten,  wobei  wir  die  Wendung 
auf  eine  systemaMsclie  Theorie  der  gan0en  Modulfonnen  nehmen.  Hierbei 
werden  uns  dann  alle  bis  nun  aus  der  Theorie  der  doppeltperiodischen 
Functionen  gezogenen  Ergebnisse  als  wertvolle  Hiilfsniittel  der  Rech- 
nung  willkommen  sein. 


VIertcs  KapiteL 

Fomeniheoretiscli-analytisclie  AHsfiHirangen  1m  Gebiete   der 

nledersten  StufenzaHen  *). 

Im  Voraufgehenden  haben  wir  alle  Vorbereitungen  getroffen,  um 
den  am  Schlusse  des  dritten  Absehnitts  in  Bd.  I  unterbro  chert  en  Ge- 
dankengang  wieder  aufzuneliinen  und  mlt  Erfolg  weiterzufilhren.  Die  auf 
direeten  Rienaann'sehen  Schlussweisen  basierenden  fimctionentheoretiseh- 
algebraisclieii  Ausfiihrungen  dehnten.  wir  danials  nur  bis  zur  Stufe 
n  =  7  aus.  Bei  den  hoheren  Stufen  konnten  wir  nanalich  die  zuge- 
horigen  Punctionen  nicht  oBne  weiteres  in  einer  derart  durcngebildeten 
Gestalt  erkennen,  dass  daraufnin  die  endgiiltige  Anflosnng  des  func- 
tionentbeoretisclien  Grundproblems  fiir  diese  Stufen  atisfulirbar  gewesen. 
ware.  Jetzt  besitzen  wir  aber  in  den  Teilwerten,  den  transforinierten 
Moduln;  endlicb  aber  in  den  Grossensystemen  J\a,  £&  etc.  des  Torigen 
Kapitels  dnrchaus  specificierte  Functionen  einer  beliebigen  Stufenzahl, 
deren  Werte  aus  den  Reibenentwickiungen  stets  berecbnet  werden 
konnen;  ausgeriistet  mit  diesen  Mitteln,  werden  wir  der  Sehandlung 
des  functionentheoretischen  Grundproblems  im  Gebiete  der  Congruenzgruppen 
jet&t  denjenigen  Ausbau  verleihen,  der  uns  %ur  Zeit  erreicJibar  scJieint 

Das  erste  in  dieser  Hinsicht  anznstrebende  Ziel  wird  offenbar 
sein  mtissen;  dass  wir  fiir  die  Stufenzanlen  n  ^  7  die  Vermittlung  ber' 
stellen  zwiscben  den  niit  analytischer  Recnnung  geflihrten  Entwicklungen 
der  voraufgebenden  Eapitel  und  den  bezuglienen  Resultaten  von  Bd.  L 
Indem  wir  aber  hierbei  iiberail  die  engste  Beziehung  der  analytiscli 
definierten  ModuliL  zu  jenen  Gr'ossensystemen  gewahr  werden ,  die  in 
I  jeweils  als  die  einfacbsten  Modnlfunetionen  ihrer  Stufen  erkannt 
wurdeB;  gewinnen  unsere  in  dem  vorliegenden  Kapitel  durchzuftliren- 
den  Entwicklungen  iiber  die  ersten  sieben  Stufenzatilen  nocb  in  an- 
derer  Hinsicbt  Bedeutung.  Dadurcb  namlich,  dass  wir  die  Moduln 
des  Bd.  I  in  den  A«,  &a  etc.  ausdriicken  lernen?  entspringen  fur  erstere 


*)   Die  Eufrwicklungen  <3es  Yorliegenden  Kapitels  ruhreE,  soweit  andere  An- 
gaben  niolit  auadriicklich  gemacht  siad,  Yom  Herausgeber  her. 
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Grossen  analytische  Bildwigsgesetee  in  Gestalt  von  Potenzreihenent- 
wicklungen  nach  r.  Die  Aufstellung  derartiger  expliciter  Darstelhmgen 
flir  die  Congruenzmoduln  bezeichneten  wir  aber  bereits  in  I  p.  762 
als  eine  auch  fQr  die  niederen  Stufen  nocli  zu  losende  Aufgabe  der 
Modultheorie. 

Allenthalben  sind  es  iibrigens  gansie  algebraiscne  Modul/bnwcw, 
mit  denen  wir  in  der  Folge  beschaftigt  sind.  Wir  bringen  bei  Hirer 
Betrachtung  ein  formentheoretisches  Sehlussverfahren  zur  Durchbildung, 
fur  welches  wir  in  dem  gieich  folgenden  §  1  die  Grundlinien  ziehen, 
und  das?  wie  wir  an  zahlreichen  Beispielen  sehen  werden,  von  ausser- 
ordentlicher  BrancKbarkeit  1st.  Aucn  sckon  friiher  hatten  wir  wiederholt 
Gelegenheit?  uns  der  Modul/brwen  zu  bedienen^  wir  konnen  aber  im 
Hinblick  auf  die  kunftigen  Entwicklungen  geradezu  sagen,  dass  die 
DurchfUhnmg  der  analytisclien  Ansatze  am  eweckmassigsten,  iiberall  an 
die  formentJieoretiscJien  Principien  anhniipft,  Wir  befinden  uns  in  An- 
sehung  dieser  Auffassung  in  voller  Ubereinstininiung  mit  derjenigen 
Tendenz;  welche  zu  Beginn  des  naehsten  Absclmitts  zur  durchgreifenden 
Geltung  kommen  soil;  wir  werden  dort  ganz  allgernein  auf  beliebigen 
Rieniann'schen  Plachen  nicht  mit  algebraischen  Functionen,  sondern 
mit  den  zugeliorigen  algebraischen  Fonnen  operieren. 

ErwaLnen  wir  endlich  noch;  dass  wir  zwischendurcli  versehiedent- 
lich  Gelegenteit  nelamen;  arithmetisehe  Anwendungen  unserer  Unier- 
suchungen  einzusclialten.  Dieselben  werden  die  Darstellung  ganzer 
Zahlen  durch  quadratische  Fornien  betreffen  und  basieren;  wie  man 
leiclit  ermessen  wird;  auf  der  zahlentheoretischen  Natur  der  Bntwick- 
lungscoefficienten  in  den  Potenzreilien  des  vorigen  Eapitels. 

§  1.     Principien  fiir  di©  Betraclitnng  ganzer  algebraischer 
Modnlformen, 

Die  Betrachtung  der  Modulformen  war  bereits  in  Bd.  I  wiederholt 
neben  diejenige  der  Functionen  getreten;  fiir  die  erste  Stufe  kommen 
die  Entwicklungen  p.  117  ff.  in  Betracht;  fiir  die  Stufen  2  bis  5  p.  615  ff. 
und  endlich  fiir  die  siebente  Stufe  p.  692  ff.*).  War  es  dort  der  Dif- 
ferentiationsprocess,  vermoge  dessen  wir  aus  den  Modulfunctionen  mittel- 
barer  Weise  Formen  herstellen  konnten?  so  treten  uns  die  vorauf- 
gehend  aus  der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  entnom- 
menen  Grossen  unmittelbar  als  Modulformen  entgegen.  Wenn  es  sich 
jetzt  weiterhin  darum  handeln  soil,  Betrachtungen  auf  den  Funda- 

**)   An  letzter  Stelle  selie  man  insbesondere  die  Note  nnter  der  Seite  694, 
deren  allgemein  gliltige  Gesichtspnnkte  wir  Her  nicht  nochmals  wiederholen. 
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mentalpolygonen  oder  den  zugeliorigen  Riemann?sclien  Flaclien  anzu- 
stellen,  so  wiirden  wir  YOU  den  Formen  soglelcli  dureli  Quotienten- 
bildung  zu  den  Functionen  zuriickgeiien  konnen.  Inzwischen  ist  es7 
wie  man  noeh  selien  wird?  von  grosster  Wichtigkeit,  die  Formen  wi- 
mittelbar  als  auf  dem  Polygon  ~be8.  der  Fldclie  existierende  Grossen  an- 
zuselien  und  in  diesem  Sinne  mit  ihnen  #u  arbeiten.  Einige  prlnclplelle 
Gesiehtspunkte  fur  diese  Art  der  Betraehtung  sollen  Mer  vorab  zu- 
sammengestellt  werden. 

Es  sollen  Her  einzig  diejenigen  Modulformen  0  (co13  o2)  einer 
Untergruppe  ru  In  Betracht  gezogen  werden;  welche  im  Innern  des 
zugehorigen  Polygons  nirgends  unendlich  werden,,  Grosses^  die  wir, 
wie  bislang,  so  auch.  fernerliin7  als  gan$e  Modulformen  der  f^  be- 
zeiclanen.  Dabei  soil  nicht  ausgeschlossen  sein?  dass  $  sicli  bei  den 
Substitutionen  der  f^  nur  erst  bis  auf  einen  Factor  reproduciert;  wir 
nannten  in  diesem  Falle  ^(o>1?  co2)  der  Untergruppe  f^  ^adjungiert" 
und  behalten  diese  Ausdrucksweise  bei.  Der  bei  Ausiibung  von  Sub- 
stitutionen der  r^  auftretende  Factor  ist  ubrigens  stets  eine  Einheits- 
wurzel,  so  dass  insbesondere  eine  gewisse  Potenz  von  #  ;;absoluti<f  zur 
f^  geHort. 

Eine  ganze  Modulform  ist  ferner?  wie  wir  wissen?  die  Wurzel  einer 
algebraiseten  Gleicliung?  deren  Coefficienten  gcwwe  rationale  Functionen 
von  g%j  g%  sind;  walirend  insbesondere  der  Coefficient  des  hochsten 
Gliedes  die  Einheit  ist.  Es  folgt  daraus7  dass  ganze  algebraische 
Modulformen  stets  eine  ganzzahlige  negative  Dimension  in  olf  co2  auf- 
weisen.  Die  einfachsten  ganzen  Modulformen  sind  natiirlicL.  g^  g% 
und  A;  sie  gehoren  zur  ersten  Stufe,  walirend  ^A  dieser  Stufe  ad- 
jungiert  ist. 

In  einem  beliebigen  Punkte  des  Polygons  F^  ist  der  Wert  der 
zugehorigen  Modulform  0  nur  bis  auf  eine  Potenz  von  e?2  fixiert,  so- 
fern  an  der  betreffenden  Stelle  0  nicM  gerade  verschwindet.  Dieses 
letztere  wird  natflrlieh  stets  an  vereinzelten  Stellen  des  Polygons  Fp 
eintreten?  und  wir  wollen  jetzt  insbesondere  die  Anzalil  einfacber  Null- 
punkte  von  0,  gezaessen  im  Polygon  F^,  als  Wertigkeit  der  ganzen 
Modulform  0  bezeicbnen.  Das  Interessante  ist,  dass  diese  Wertigkeit 
ganz  allein  von  der  Dimension  der  Form  und  dem  Index  der  Unter- 
gruppe abhangtj  nicht  aber  von  der  besonderen  gerade  vorliegenden 
Modulform.  Es  gilt  namlicli  der  Satz:  Eine  game  cAgebraiseke  Modut- 
form  0  der  Dimension  —  v?  die  der  Unt&rgruyyj)®  r/  vom  Index  ju  ad- 

jungiert  ist,  Jiat  auf  dem  Polygon  F^  die  Wertigkeit  ~~~  • 

Gehore  n'amlicli  die  fete  Potenz  von  0  der  f^  absolut  an,  so  werden 
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$p]i  und  A*v  zwei  zur  f^  gehorende  ganze  •  Modulformen  gleicher  Di- 
mension sein?  deren  Quotient  sorait  eine  Modulfunetion  der  F^  ist.  Es 
hat  nun  A  in  jedem  einzelnen  Doppeldreieck  von  Fp  einen  einfachen 
Nullpunkt  (namlich  in  der  Spitze  mit  dem  Winkel  Null  desselben, 
cf.  I  p.  128)  und  ist  sonach  auf  F^  von  der  Wertigkeit  ftpv.  Von 
derselben  Wertigkeit  muss  somit  aueh  $12*  sein?  so  dass  wir  yon 
hier  aus  fiir  die  Modulform  0  die  im  oben  formulierten  Satze  ange- 
gebene  Wertigkeit  finden. 

So  oft  pv  nicht  durcli  12  teilbar  ist,  wird  die  Wertigkeit  von 
#  auf  Fp  eine  gebrocliene  Zahl  sein.  Dieses  der  Theorie  der  Modul- 
funetionen  eines  Polygons  Fp  fremde  Vorkommnis  ist  uns  demgegen- 
fiber  bei  den  Formen  selbst  der  ersten  Stufe  bereits  seit  lange  bekannt. 
Die  Modulform  g%  hatte;  wie  wir  in  I  p.  128  direct  nacliwiesen,  im 
einzelnen  Doppeldreieck  oder  anders  ausgesproeben  in  der  J^Ebene 
"bei  e/'=0  einen  Nullpunkt  der  Ordnung  %,  die  Form  g3  einen  Null- 
punkt  der  Ordnung  ^  bei  J"  =  1;  beides  ist  jetzt  in  Ubereinstimmung 
mit  unserem  allgemeinen  Satze. 

Nullpunkte  gebrochener  Ordnung  konnen  nicht  an  jeder  beliebigen 
Stelle  der  Flache  F^  auftreten:  sie  Ueiben  melmelir  eingesclirankt  auf 
soldie  Ecken  a,  "b9  c  der  Einteilung  von  F^,  fiir  welclie  die  Be&ieliung 
von  F^  auf  die  co-Halbelene  aufliort,  eine  conforme  $u  sein.  Des  nalieren 
werden  an  den  Stellen  a,  die  auf  F^  nur  von  zwei  Elementardreiecken 
umgeben  sind?  —  wir  wollen  daftir  kurz  sagen  in  den  jjAusnahme- 
punkten  a"  —  jedenfalls  nur  Nullpunkte  der  gebrochenen  Ordnung  — 
auftreten  konnen?  desgleichen  in  den  Ausnahmepunkten  &  Nullpuukte 
der  Ordnung  — ,  wo  m  und  n  ganze  Zahlen  sind.  Ist  namlich  0  von 

der  Dimension  — v,  so  wird  &%V0  eine  eindeutige  Function  von  m  allein 
sein?  die  sich  als  solche  in  der  Umgebung  einer  im  ;5Innern"  der 
Halbebene  gelegenen  Stelle  co0  nach  ganzen  Potenzen  von  (o>  —  co0) 
entwickeln  lasst.  Aus  diesem  Umstande  ergeben  sich  die  mitgeteilten 
Satze  unmittelbar. 

Betrachtungen  der  letzteren  Art  sind  von  folgendem,  weiterMn 
oft  zur  Verwendung  komrnenden  allgemeinen  Princip  beherrscht:  Sind 
$  und  &'  gwei  &u  der  gleiclien  Dimension  geliorende,  der  T^  adj^mgierte 
Modulformen f  welche  gegenuber  den  Erzeugenden  der  f^  das  gleiche  multi- 
plicative VerJialten  #eigen,  und  verschwindet  e  in  einem  Ausnahmepunkte 
a,  &  oder  c  der  Flaclie  F^  in  gebrodiener  Ordnung,  so  muss  0'  an  eben 
dieser  Stelle  gleichfalls  in  gebrochener  Ordnung  versehwinden,  und  0war 
so,  dass  die  Different  d&r  beiderlei  Ordnungen  eine  gan0e  Zafal  wird. 
Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  unmittelbar  aus  dem  Umstande  evident, 
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dass  der  Quotient  von  &  und  #'  elne  algebraiscbe  Function  der  Flaehe 
Fp  ist.  Beispiele  fiir  die  ausgesproehene  Regel  werden  wir  weiter 
unten  in  grosser  Zahl  kennen  lernen.  Es  verdient  iibrigens  sogleieli 
beraerkt  zu  werden  ?  dass  in  einer  Ecke  c  von  FtU  eine  dbsolut  zur  Ftt 
gehorende  Form  0  immer  nur  in  gan^aliliger  Ordnung  zu  Null  werden 
kann;  im  Gegensatz  zu  jenen  Verbaltnissen,  die  wir  schon  bel  g2  und 
g3  fur  die  Ausnanmepunkte  a  und  b  kennen  lernten;  man  wird  die  frag- 
liche  Behauptung  betreffs  der  Punkte  c  leicht  aus  der  analytischen 
Darstellung  der  gedachten  Modulform  0  in  r  schliessen. 

Man  inag  nock  die  Frage  aufwerfen,  wie  viele  linear-  unabhangige 
ganze  Modulfornien  einer  vorgeschriebenen  Dimension  —  v  auf  F^ 
esistieren  mogen.  In  diesem  Betracht  giebt  der  Riemann-Roclfselie 
Satz  (I  p.  549)  das  nackfolgende,  leiclit  zu  bestatigende  Resultat:  Eine 
ein&elne,  der  f^  adjungierie  Modulform  &  der  Dimension  —  v  geliort  immer 
einem  System  von: 


linear-nnabJidngigen  ganzen  Modulformen  (—  v)ter  Dimension  an,  tcelche 
gegenuber  den  Ergeugenden  der  F^  dasselbe  multiplicative  Verlialten  0eigen? 
wie  #•  hierbei  ist  in  bekannter  Weise  t  die  Anzaitl  linear  -unabhangiger 
Functionen  «p  der  Flache  F^  welclie  zugleicli  in  den  Nullpunkten  von 
»  verschwinden.  Diese  Regel  werden  wir  sogleieli  in  einigen  Fallen 
des  Gesenlechtes  jp  ==  0  anzawenden  haben. 


§  2.     Von  den  ganzen  Modulformen  zweiter  Strife  und  xhren 
Bildungsgesetzen. 

Die  Betrachtung  der  ganzen  Modulformen  erster  Stufe  durfte  durcli 
die  Entwicklungen  in  I  p.  117  u.  £7  so  wie  durch  die  analytischen  Dar- 
stellungen;  ebenda  p.  151  u.  fv  zu  vollem  Abscbluss  gebraett  sein. 
Man  gehe  demnaeli  gleich  zur  Hauptcongruenzgruppe  gweiter  Stufe  F6 
und  bemerke,  dass  eine  zugehorige  ganze  Modulform  der  Dimension 

—  v  auf  FQ  die  Wertigkeit  ^  besitet    Indem  wir  Mer  nur  von  solchen 

Modulformen  0  i.andeln?  die  ?;absolut"  der  T6  zugelioren?  wird  v  gerade 
sein  mussen,  und  also  ist  der  kleinste  Wert  von  a/,  der  Mer  uberitaupt 
eintreten  kann,  v*=*2.  Die  zu  v  =  2  gehorenden  0  sind  aber  ein~ 
wertig?  so  dass  es  nach  der  elm  dbgeleiteten  Regel  (1)  §  1  nur  0wei 
wn  einander  linear -unabJiangige  Grossen  dieser  Art  geben  Jcann,  da  fur 
die  F6  das  Gesclilecbt  p  =  0  ist  Besitzen  wir  solche  zwei  Grossen 
in  00  und  % ,  so  ist  weiter  sofort  evident,  dass  jede  game  Modulform 
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gweiter  Stufe  der  Dimension  —  2v  eine  ganze   Jiomogene  Function  viBn 
Grades  von  2$  und  ^  ist. 

Es  ist  nun  ein  Leichtes,  die  beiden  postulierten  Moduln  £0,  #x 
thatsaehlich  herzustellen.  Zufolge  p.  29  ff.  waren  namlieh  die  vierten 
Potenzen  der  drei  zweiten  ^-Teilwerte  gegeniiber  den  Substitutionen 
der  homogenen  T6  absolut  invariant;  ein  Gleiclies  gilt  deinnacli  aucli 
von  den  drei  Producten  6^  ]/A  ,  die  zufolge  (4)  p.  30  von  constanten 
Factoren  abgesehen  mit  den  drei  Grossen: 


identiscli  waren.  Dass  aber  diese  Grossen  game  Modulformen  sind? 
ist  aus  ihren  Reihenentwicklungen  unmittelbar  evident;  es  besteht 
denn  aneb,  (in  tibereinstimiming  mit  unserem  vorMn  formnlierten 
Satze)  zwischen  ibnen  eine  bekannte  lineare  Eelation,  die  man  in  (5) 
p.  30  aufgezeiclinet  findet. 

Man    konnte   nun   ^0  und  ^    direct   mit    zweien   unter   den    drei 
Grossen  (1)  identiseh  nelimen;  indessen  ist  es  zweckmassig;  zu  setzen: 


(2)  *- 

wobei  man  bemerken  wolle?  dass  bei  der  Gestalt  der  Relation  (5)  p.  30 
auch.  -wirklicli  %  und  ^  von  einander  linear  -unabhangig  sind. 

Die  Reihenentwicklungen,  welche  wir  ftir  diese  beiden  Grossen 
aus  den  ^-Reihen  abzuleiten  haben,  schliessen  sicb  in  ibrem  Bildungs- 
gesetze  unmittelbar  an  die  Reihen  des  vorigen  Kapitels  an;  nur  sind 
es  nicht;  wie  dort?  linare  quadratiscbe  Formen;  sondern  quaternary 
welcbe  in  den  Exponenten  von  r  auftreten.  In  der  That  konnen  wir 
ja  z.  B.  die  ^2-Reilie  in  die  Gestalt  setzen: 

Q. 

2 

wo  |  alle  positiven  und  negativen  nngeraden  Zahlen  zu  durehlaufen 
hat  (cf.  I  p.  160).  Indem  also  |1?  |2,  |8,  |4  nnabtiangig  von  einander 
alle  eben  diese  Zatlreihe  durcHaufen?  wird 


sein.     Ebenso  findet  man: 

(4)  ^ 

wo  jetzt  die  |  unabhangig  von  einander  ohne  Unterschied  alle  ganzen 
Zahlen  durchlaufen  sollen;  den  entsprechenden  Ausdruck  fur  #04  wird 
man  leicht  bilden.  Indem  wir  die  in  Rede  stehenden  Reihen  jetzt 
nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  anordnen;  hommen  nacli  leicJiter 
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Zwisclienreclimmg  fiir  unsere  "beiden  Modulformen  (—  2)ier  Dimension  £a 
die  nacl'ifolgenden  KeihenentwicMimgen: 


dabei  ledeutet  %(m)  die  Anzalil  unterscMedener  Darstellungen  von  2m 
in  der  Gestalt: 

durcli  beliebige  gmwe  Zalilen,  wahrend  %  (m)  die  Anzalil  der  Darstellungm 
von  4znt  in  der  Gestalt: 

(7)  4m  =  g^  +  |2  +  is  +  It 

durcJi  "beliebige  ungerade  Zalilen  ist.  Zwei  Darstellungen,  bei  denen  die 
gleichen  Zahlwerte  |i?  jedoch  in  verschiedenen  Anordnungen  auftreten, 
miissen  hierbei,  wie  man  ieicht  uberblickt;  als  verschieden  angesehen 
werden.  Natiirlich  kommen  hierbei  fiir  #0  beliebige  ganze  positive 
Zahlen  m  zur  Yerwendung,  fur  %  Mngegen  nur  die  ungeraden  Zalilen  m. 

Die  in  I  p.  628  durch  den  Differentiationsprocess  hergeleiteten  Mo- 
duln  A3,  14  der  zweiten  Stufe  konnen  als  Grossen  der  Dimension  +4  noeh 
keine  ganze  Modulformen  sein.  Dass  aber  die  Producte  A3  ]/A ,  14  y  A 
solche  sind  und  direct  zu  den  Grossen  (1)  zuriickfiihren,  zeigten  wir 
auf  etwas  anderem  Wege  bereits  oben  p.  29  u.  £ 

Ganze  Modulformen  ( —  2)ter  Dimension  der  F6  sind  nun  auch  die 
drei  &weiten  (p-Teilwerte  g?^;  sie  werden  demnach  direct  lineare  Com- 
binationen  der  ^0?  ^  sein,  und  zwar  schliessen  wir  insbesondere  ohne 
weitere  Rechnung  auf  die  Relation: 

(8)  Foi  =  <*o 

aus  dem  Verhalten  unserer  Grossen  gegeniiber  der  Substitution  8. 
Diese  Beziehungen  zwischen  den  Teilwerten  jjpip  und  den  &Q,  %  haben 
deshalb  einiges  Interesse,  weil  wir  fiir  die  <pip  oben  (p.  12  u.  f.)  Reihen 
kennen  lernten,  die  ein  ganz  anderes  Bildungsgesetz  befolgen;  als  die 
Reihen  (5)  der  0a.  Wenn  wir  z.  B.  den  Fall  der  Gleichung  (8)  noch 
etwas  naher  verfolgen  sollen?  so  kommt  hier  die  Reihenentwicklung 
(3)  p.  12  in  Betracht,  und  zwar  fiir  n  =  2?  p  =  1;  \(m)  hat  hier, 
wie  man  in  (5)  p.  13  nachsehen  wolle,  die  Bedeutung  der  vierfachen 
Summe  aller  ungeraden  Teiler  von  m.  Ist  also,  einfach  genommen, 
O2(w)  die  Summe  aller  gegen  2  primen  Teiler  von  w,  so  kommt: 

(9)  6Foi  = 
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Da  nun  %(m)  fur  m  =  0  offenbar  1  ist,  so  wird  c  in  Pormel  (6)  mit 
•$•  identisch  sein,  und  also  muss  die  erste  Reihe  (5)  mit  (9)  direct 
identisch  sein.  Es  folgt  daraus  das  arithmetische  Ergebnis:  1st  m 
irgend  eine  positive  game  Zalil,  so  ist  die  An&aM  unterschiedener  Dar- 
stelTmgen  wn  2m  in  der  Gestalt  (6)  gleicli  der  2<i-fachen  Summe  aller 
ungeraden  Teller  von  m,  Nehnien  wir  z.  B.  m  —  10,  so  kommen, 
wenn  wir  von  der  Folge  der  g  absehen  und  sie  alle  positiv  nehmen, 
nur  die  beiden  Quadrupel  (4,  2,  0,  0),  (3,  3,  1,  1)  in  Betraclit.  Das 
erste  Quadrupel  giebt  nun,  wenn  wir  alle  moglichen  Permutationen 
anwenden,  swolf  Darstellungen,  das  zweite  aber  secJis  solche  durch 
lauter  positive  Zahlen  |.  Nehxnen  wir  jetzt  auch  noch  alle  verscnie- 
denen  Zeiehencornbinationen,  so  giebt  offenbar  die  einzelne  der  zwolf 
Folgen  des  ersten  Quadrupels  stets  vier,  die  einzelne  Folge  des  zweiten 
Quadrupels  stets  16  Darstellungen  von  20.  Die  Gesamtanzahl  der 
letzteren  ist  somit  4-12  +  16-6  =  144.  Auf  der  anderen  Seite  ist 
O2(10)  =  6  und  also  in  der  That  24-02(10)  =  144. 

Es  schliesst  sicH  dieses  arithmetiscne  Ergebnis  unmittelbar  an 
den  bekannten  Satz  von  Jacobi  an?  welch er  das  Zeichen  /(^)?  wie 
wir  es  vorhin  definierten,  betrifFfc*).  Wir  waren  direct  zu  diesem  Ee- 
sultat  gelangt,  wenn  wir  die  Identitat: 

Fio— Fn  =  ^i 

an  Stelle  von  (8)  behandelt  batten  und  die  linke  Seite  von  p.  12  oder 
auch  von  I  p.  150  (4)  aus  in  eine  Potenzreihe  nach  r  entwickelt  hatten. 
Man  bemerke  tibrigens,  dass  unserer  Ableitung  des  arithmetischen 
Satzes  der  funetionentheoretische  Schluss  auf  die  Identitat  von  6#?01 
und  #Q  zu  Grunde  Hegt?  wahrend  bel  Jaeobi  die  formliche  Transfor- 
mation, der  Eeihen  an  dessen  Stelle  tritt**).  Dieser  Umstand  wird 
wesentlich,  wenn  wir  weiterhin  bei  den  hoheren  Stufen  ahnliche  Ergeb- 
nisse  erzielen  wollen.  Da  wird  wiederum  der  funetionentheoretische 
Sehluss  auf  die  Identitat  gewisser  Eeihen  ohne  weiteres"  vollziehbar 
sein;  aber  eine  wirkliche  Transformation  der  verschiedenen  Eeihen  in 
einander  wiirde  Mer  deshalb  umstandlicher  ausfallen,  weil  man  bei 
den  hoheren  Stufen  nicht  eine  ebenso  durchgebildete  analytische  Theorie 
vorfindet;  wie  sie  fur  n  ==  2  durch  Jacobi  geliefert  ist***). 

*)  Note  sur  la  decomposition  d'un  nombre  donne  en  guatre  earrts,  Crelle's 
Journal  Bd.  3  (1828)  oder  Werke  Bd.  I  p.  247. 

**)  Man  vgl.  inabesondere  die  eleganten  Entwicklungen  in  den  letzten  Ar- 
tikeln  der  Fuiadamenta  nova,  sowie  die  Schlussbemerkung  ebenda. 

***)  Arithmetische  Anwendungen  der  ^  -  Funetionen ,  in  Jacobi's  Sinne  ent- 
wickelt, hat  nenerdiags  insbesondere  Her  mite  wiederholt  entwickelt;  dabei  treten 
neben  den.  Teilersummen  auch  die  Classenaiizahlen  quadratischer  Form  en  von 
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§  3.     Die  ganzen  Modulformen  dritter  Stufe  |3?  |4  und  f/A. 
Bezielrung  derselben  zu  den  Teilwerten  (p^tu,  £?2,,«. 

Auch  bei  n  =  3  fuhren  uns  die  Principien  des  §  1  ,  wenigstens 
fur  das  Gebiet  der  absolut  zur  dritten  Stufe  gehorenden  Modulformen, 
zu  abgesehlossenen  Resultaten.  Da  das  hierher  gehdrende  Polygon 
zwolf  Doppeldreieeke  hat,  so  kann  es  auf  demselben  ganze  Modul- 
formen der  Dimension  —  1  geben,  welche  einwertig  ausf  alien  wiirden. 
Das  Polygon  Fn  hat  jedenfalls  keine  Ausnahmepunkte  a,  6,  so  dass 
der  eine  Nullpnnkt  einer  Form  fraglicher  Art  elne  noch  nicht  nalier 
fixierte  Lage  auf  F12  haben  wtirde.  Sben  dieserJialb  Ttann  es  nur  $wei 
linear-unabliangige  gan&e  Modulformen  dritter  Stufe  (  —  l)ter  Dimension 
geben,  in  ivelclien  dann  jede  gmwe  Modal  form  dritter  Stufe  (  —  i/)ter  Di- 
mension als  ganze  homogene  Function  ^ten  Grades  darstellbar  ist. 

Zwei  Grossen  der  postulierten  Art  besitzen  wir  nun  In  dem  bi- 
naren  Modulsysteni  A07  A1?  welches  fiir  n  —  3  von  der  Formel  (2) 
p.  355  geliefert  wird.  Die  analytischen  Darsteliungen  dieser  Grossen 
sind  zufolge  einer  leichten  Zwischenentwicklung: 


wo  i,  y\  alle  Conibinationen  ganzer  Zalilen  durchlaufen  sollen,  und: 


rait  der  hinzukommenden  Bedingung  |  ^  2  (mod.  3).  Die  Anordnungen 
nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  fuhren  auf  folgende  Bildungsgesetze 
unserer  Moduln: 

(3)  A,  =  ^ 

wo  %(jn)  die  An&atil  unterscJiiedener  Darsfellungen  von  m  dwell  die  Form 
|2+  3^  +  3?22  oder  durcli  die  mit  iJir  aguivalente  Form 
ist7  wahrend  sich  fiir  Ax  die  Entwlcklung  anschliesst: 


(4)  Ai  =  £  WrV  w=l  (mod.  3), 


negativer  Determinante  als  Entwicklungscoefficienten  von  Potenzreiiien  auf.  VgL 
z.  B.  })Jtemargiies  sur  les  formes  quadrattgues  de  determinant  negatif",  Bulletin  des 
sciences  mathem.  (2)  Bd.  10  (1886),  sowie  vornelimllch  die  Abhandlung  9>Sur  guel- 
ques  consequences  arithmetigues  des  formules  de  la  tJieorie  des  fonctions  elliptiques", 
Acta  mathem.  Bd.  5  (1884).  In  der  letzteren  Arbeit  werden  fur  gewisse  cubische 
Verbindungen  der  &  eigenartige.  Darstellungen  entwickelt,  welche  auf  anderem 
Wege  bereits  fraher  von  Kronecker  gefunden  waren  (ct  Berl.  Ber.  voia  1875). 
Man  sehe  endlich  die  Note  von  Lipschitz,  Sur  ww  formule  de  M.  Her  mite, 
CrelJe's  Jonrn.  Bd.  100  (1886). 

K'teln-I'ricke,,  Modnlfonctionen.  II.  24 
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wo  %  (m)  die  kalbe  Angdlil  oiler  Darstellungen  der  mil  1  (mod.  3)  con- 
gruenten  Zahl  m  durch  die  Form  |2  +  |oj  +  rf  ist  Die  Anfangsglieder 
der  Potenzentwicklungen  (3)  und  (4)  sind: 


(5) 


.  2  7C   /  j       I      /I          i       /"»     3      I       /*     4.      (  > 

A    =  —  n  +  6r  +  6rd  +  or4  +  •  •  • 
0        co2  ^      J 

A  _  ^.3r*  (i  +  r  +  2r2  +  2r4  + 

fi)o 


Die  Wirkung  der  SubstitutioneD  S  und  T  auf  AOJ  Ax   berechnet 
man  nacli  den  Fornieln  (3)  nnd  (4)  p.  313  zu: 


(T) 

wobei  man  nur  beriicksichtigen  wolle,  dass  in  den  genannten  Pormeln 
p.  313  die  Einheitswurzel  s  fur  unseren  Fall  durcn  52  zu  ersetzen  ist. 
Unsere  Moduln  t\a  sind  also  cogredient  mit  den  beiden  Grossen  |8,  |i? 
welcne  wir  in  I  p.  630  vom  Differentiationsprocess  aus  gewonnen 
hatten.  Es  fiestehen  nun  aber  sogar  direct  die  Identitaten: 

(7)  A0  =  53  ,     Ax  =  §4, 

56>  &55  w^V  voraufgeJiend  das  jBildungsgesete  fur  das  Modulsystem  |3;  |4 
gewonnen  "hdben.  Man  konnte  dies  dadurch  zeigen,  dass  man  in  den 
|3?  1^  ganze  Modulformen  nachwiese.  Zweekmassiger  nocli  ist  es;  wenn 
wir  bemerken;  dass  nach  I  p.  630  die  beiden  Ausdrucke: 

(8)  A/  +  8AA*,    A06-20A03"V-8A16 

bei  alien  beiden  Substitutionen  (6)  sicb  invariant  verhalten  und  als 
solche  ganze  Modulformen  erster  Stufe  vorstellen.  Zufolge  ihrer  Di- 
mension in  den  OJ1?  co2  konnen  aber  die  beiden  Ausdrucke  (8)  von  g% 
und  g%  nur  nocn  um  constante  Factoren  abweichen,  und  indem  wir 
die  letzteren  durch  Einsetzung  des  speciellen  Wertes  co  —  ioo  bestim- 
men?  kommt  mit  Riicksicnt  auf  (5) 


V-20VV  —  SA^- 

in  voller  tjbereinstimmung  mit  I  p.  630  (7).  Insbesondere  ist  also 
der  Quotient  von  A0  und  Ax  mit  dem  von  §B  und  |4  identisch,  so  dass 
wir  fur  den  Hauptmodul  dritter  Stufe  |(o)  ein  Bildungsgesete  gewinnen, 
indem  wir  ihn  als  Quotienten  der  HeiJien  (1);  (2)  oder  auch  (3);  (4)  dar- 
Weiter  ergiebt  sick  nun: 


so  dass   |4  und  Aj  jedenfaDs  nur  um  eine  multiplicative  4te  Einlieits- 
wurzel  yon  einander  abweiclien  konnen.    Diese  muss   aber  direct  der 
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Einheit  gleifch  sein;  da  die  Anfangsglieder  der  Reihenentwieklungen 
von  £4  und  Ax  ubereinstimnien  *).  Hiermit  ist  die  genaue  Identitat 
unserer  beiden  Modulsysteme  erwiesen;  wir  werden  demnacli  statt 
A0;  Ax  die  typische  Bezeichnung  fjs,  |4  fur  das  in  Rede  stehende  binare 
System  wieder  aufnehmen. 

Wir  schliessen  hier  gleich  einige  BetracMungen  fiir  die  naehst 
niederen  Dimensionen  —  v  an. 

Fur  2/  =  2  existieren  auf  Fn  drei  linear  -unabhangige  gauze  Modul- 
formen.  Man  kann  dieselben  erstlich  in  der  Gestalt  |32,  Isl^;  I/  fixieren; 
andererseits  liefern  uns  aber  aucn  die  vier  zu  n  =  3  geJtorenden  Teil- 
^verte  $2^  Grossen  der  gewiinschten  Art;  fiir  welche  dann  die  Identitat: 

(9)  Poi  +  Pio  +  Fn  +  9n  =  0 

gilt.  Zwiscken  beiden  Grossenreihen  wird  deingemass  lineare  Abhangig- 
keit  bestelien,  und  wir  schliessen  insbesondere  aus  dern  Verhalten 
gegeniiber  der  Substitution  8  leieht  auf  die  Relationen: 

(10) 


Die  Werte  der  rechter  Hand  auftretenden  numerisclien  Pactoren  be- 
stinimt  man  leieht  zu 

^o  =  i^     ^  =  ^  =  —1; 

den  Wert  C0  bestatige  man  aus  den  Reihenentwieklnngen;  e±  und  ct 
ergeben  sich  dann  leieht,  indem  man  auf  4pm  =  |32  in  zweekmassiger 
Folge  Operationen  8  und  T  austibi 

An  die  Identitaten  (10)  lassen  sieli  wieder  aritJmietiscJie  Folgenmgen 
kniipfen,  die  am  einfachsten  fur  die  erste  Relation  (10)  ausfallen.  Erst- 
lich lehrt  p.  12  Formel  (3): 


(11)  4Foi  -      ?        1  +  12         d>s(m)r 

2         ^  as 


wo  *3  (ni)  die  Summe  aller  gegen  3  primen  Divisoren  von  m  ist. 
Andrerseits  wolle  man  §3  von  Formel  (1)  aus  dureh  eine  leichte 
Zwischenrechnung  in  die  Gestalt  setzen: 


wobei,    wie    sehon    angedeutet,   fiir  x,  y   alle   Oombmationen  ganzer? 
mod.  2  congruenter  Zahlen  zu  nehmen  sind.    Indem   wir   quadrieren 

*)  Wegen  |4  sebe  man  T  p.  618  (2)  und  630  (5). 

24* 
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und  nach  ansteigenden  Potenzen  anordnen,  entspringt  der  Satz:  1st  m 
eine  positive  ganze  Zdhl}  so  ist  die  Angalil  der  Darstellungen  von  4m 
in  der  Gestalt: 

(13)  4m  =  ^2  +  x*  +  3fca  +  3j/22 

durch  ganze,  den  IBedingwigen  Xi  =  yi  (mod.  2)  geniigende,  Zalilen  iden- 
tisch  mit  der  zwolffaclien  Swnme  aller  gegen  3  primen  Teller  von  m*). 

Pur  i/  =  3  giebt  es  auf  F12  im  ganzen  vier  linear- unabhangige 
ganze  Modulformen?  die  wir  einerseits  als  Teilwerte  pi^  oder  aber 
als  cubische  Verbindungen  der  £3;  |4  bilden  konnen.  Die  lineare  Ab- 
hangigkeit  dieser  beiclen  Grossenreilien  von  einander  lasst  sich  aus 
Formel  (8)  p.  20  unter  Riicksiclit  auf  I  p.  630  (7)  leicht  folgern. 
Wir  verweilen  Herbei  niclat  langer;  sondern  wenden  uns  sogleicb.  zu 
v  =  4;  Wo  es  eine  ganze  Modulform  giebt,  deren  vier  Nullpunkte  sich 
gerade  auf  die  vier  Tetraederecken  von  JF12  verteilen.  Man  wird  so- 
fort  bemerken,  dass  dies  die  Modulform  ]/A  ist,  deren  Darstellung  in 
|3,  !4  bereits  in  I  p.  630  geleistet  ist.  Das  Wichtige  ist;  dass  wir 
jetzt  aus  den  Formen  des  vorigen  Kapitels  fur  "f/A  ein  einfaches  Bil- 
dungsgeseU  ableiten  konnen;  wir  holen  bei  dieser  Gelegenheit  etwas 
weiter  aus. 

Fiir  die  bei  n  =  47^  +  3  in  §  9  des  vorigen  Kapitels  (p.  351  ff.) 

im  damaligen  Falle  I  aufgestellten  Systeme  zu  ^T"     und  n~     Moduln 

koninit  bei  n  —  3  nur  die  eine  quadratische  Form  i2+3|^  +  3i22  in 
Betraclit.  Alle  Systeme  ungerader  Dimension  werden  bier  binar  und 
sind  cogredient  mit  dem  ersten  unter  ilinen,  namlich  dem  voraufgehend 
betrachteten  System  der  Aa.  Die  Systeme  gerader  Dimension  besteken 
jeweils  nur  am  einer  eingelnen  Grosse,  und  sie  sind  alle  mit  der  ersten 
unter  ilinen  ^  cogredient,  welche  letetere  mfolge  (1)  und  (2)  p.  313  die 
Substitutionen  erfahrt**}i 

(14)  (S)      %'  =  ?%,  (20  '    <-*,. 

Das  sind  nun  auch  gerade  die  Substitutionen  von  |/A  7  so  dass  irgend 
einer  unserer  einzelnen  Moduln  0^  x^  ...;  dureh  |/A  dividiert^  zur 
ersten  Stufe  gehort,  und  zwar?  wie  man  sofort  beweisen  wird,  als  ganze 
Modulform.  Die  fraglichen  Grossen  ^1;  $^  v1?  ...  sind  demnach  in 
der  Gestalt  darstellbar: 


%)  Die  Bedingnngen  xi  —  yi  (mod.  2)  lassen  sicL  iibrigens  fur  jedes  der  Re- 
lation (13)  geniigende  Quadrupel  #1?  x^  ...  eventnell  dadurch  befiiedigen,  dass 
man  xl  und  #2  permutiert. 

**)  Man  erinnere  sich,  dass  in  der  cit.  Formel  as  fiir  s  zu  nehmen  ist. 
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wo  ff  (<jr2,  #3)  eine  ganze  rationale  Function  ihrer  Argnmente  ist,  deren 
Dimension  in  co15  co2  aus  der  Dimension  der  #1?  xl  etc.  sofort  an- 
gegeben  werden  kann.  Die  Formeln  (3)  p.  355  geben  nun  zwei  Reihen 
^;  beide  aber  nitissen  identiseh  verschwinden  ,  da  G  in  diesem  Falle 
die  Dimension  +2  hatte.  Wir  haben  ferner  vier  Eeihen  xl  aus  (5) 
p.  355;  jede  derselben,  die  nicht  identiseh  versehwindet,  muss  bis  auf 
einen  numerischen  Factor  f/A  darstellen,  JSFehmen  wir  z.  B.  die  erste 
Formel  (5)  p.  355)  ?  deren  rechte  Seite  sich  infolge  des  identiseh  en 
Verschwindens  von  %  wesentlich  vereinfacht,  so  entspringt  tJiatsachlicJi 
als  andlytische  Darstellung  von  ]/A: 


— 

(16)  6  f/A  -  ?'        3         ,6=1  (mod.  3). 


Ordnet   man   namlich    die    rechte   Seite   von   (16)   nach    ansteigenden 
Potenzen  von  r  um;  so  zeigen  sich  die  Anfangsglieder: 


(17)  I/A  =  r(l  —  8r+20f*+  *  — 

hiermit  ist  erstlieh  bewiesen,  dass  die  Eeihe  (16)  nicht  identiseh  Null 
ist,  dass  aber  andrerseits  der  numerische  Factor  auf  der  linten  Seite 
von  (16)  in  richtiger  Weise  fixiert  wurde, 

Man  konnte  nun  welter  die  binaren  Systeme  ya)  wa  etc.  in  Be- 
tracht  ziehen  nnd  insbesondere  die  Frage  aufwerfen,  wie  sich  die  ratio- 
nalen  ganzen  Ausdriicke  derselben  in  |3;  |4  in  invariantentheoretischer 
Hinsicht  naher  charakterisieren  lassen;  insofern  namlieh  alle  diese 
Systeme  mit  den  |3?  |4  cogredient  sind;  inzwisehen  gehen  wir  auf  diese 
Gegenstande  Mer  nicht  naher  ein. 


§  4.    Die  der  dritten  Sfrofe  adjungierten  Modulformen  |/A,  ya. 
Zweite  Barstelltoig  des  Hauptmoduls  |(ID). 

Fiir  n  =  3  komnien  nun  auch  noch  die  Formeln  (1)  ff.  p.  357  in 
Betracht;  bei  denen  wiederum  nur  eine  einzelne  quadratische  Form, 
namlich  2|2+6|^  +  6^2  zu  Grunde  zu~legen  ist.  Diese  Grossen- 
systeme  Aa,  0a  etc.  sind  aber  der  dritten  Stufe  nur  erst  adjungiert?  und 
zwar  werden  sie  durch  Normierung  mit  "J/A  absolut  zu  dieser  Stufe 
zuruekzufiihren  sein.  Wir  bekommen  wieder  wechselweise  binare  Systeme 
und  einzeln  stehende  Moduln;  begiunen  wir  mit  der  Betrachtung  der 
letztern. 

Die  fur  sich   stehende  ganze  Modulforni  %  gehort  als  solche  zur 
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sechsten  Stufe  und  1st  von  der  Dimension  —  2;  die  Substitutionen 
S  und  T  wirken  auf  dieselbe  in  der  folgenden  Weise: 

(!)  (£)       ^__PX,  (20      *i'--*i- 

Sofern  dieses  ^  nun  wirklich  existiert,  wird  &f  eine  ganze  Modulforra 
erster  Stufe  sein;  die  bei'co  =  ioo  verschwindet;  denn  zufolge  (1)  wird 
die  Reihenentwicklung  yon  %  mit  einer  Potenz  rm"H  beginnen,  wo  m 
eine  ganze  Zahl  2>0  ist.  Aber  es  ist  %6  von  der  Dimension  —12 
und  deshalb  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  A  identisch,  da  nach 
p.  77  eine  ganze  Modulform  erster  Stufe,  die  bei  G>  =  ioo  verschwindet, 
stets  den  Factor  A  hat.  Nun  haben  wir  in  der  That  unter  Einhaltung 
der  Summationsbedingungen: 

(2)  |  =  2  (mod.  3),    fl  =  1  (mod.  2) 

die  Identitat: 

ft+sgq+s*,* 
l^g-r        6          =  ^  (1  —  4r  +  2r2  +  -.-), 

so  class  ein  identisches  Verschwinden  dieser  Reihe  ausgeschlossen  ist: 
^  ist  demgemass  "bis  auf  einen  numeriscJien  Factor  mit  f/A  identisch,  und 
wir  erhalten  des  genaueren  fur  f/A  die  Entwicklung: 


(3)  3/A 
mit  den  Anfangstermen: 

(4)  }/A  =  (^)2  r*  (1  -  4r  +  2r2  +  8  r3  —  5r*  +...)- 

An  dieses  Ergebnis  kniipft  sich  eine  wichtige  Entwicklung  iiber 
2"j/A;  auf  die  wir  weiterhin  mehrfach  zuriickgreifen  werden.  Man  be- 
merke;  dass  unser  jetziges  0±  oder  also  f/A  erst  durch  Division  mit  ]/A 
in  diejenige  Grosse  ^  iibergefiihrt  wird,  welche  durch  die  Forniel  (3) 
p.  281  geliefert  wird.  Setzt  man  also  in  dieser  Forniel  n  =  3,  so 
kommt  die  Relation; 

(6m  +  1)2 

— 


Nach  leichter  Zusamnienziehung  entspringt  hieraus  als  EeihenentwicJc- 
lung  der  24sten  Wurjsel  der  Discriminante  A: 


die  Anfangsterme  dieser  Entwicklung  sind: 
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(6)       2]/A  =   /^  r*  (1  —  r  -  r2  +  r5  +  r7—  r12 


Da  unsere  in  Rede  stehenden  Reihenentwieklungen  1m  Sinne  cles 
vorigen  Eapitels  zur  Zahl  $  ==  1  und  also  zu  den  ursprunglichen 
Xa(u}  gehoren,  so  werden,  wie  wir  schon  .frdher  mitteilten  (cf.  (3) 
p.  352)  ;  Moduln  A«  hier  nieht  eintreten  nnd  die  drei  Systeme  der  ya 
sind  im  wesentlichen  rait  einander  identisch.  Greifen  wir  also  etwa 
das  durcli  die  zweite  Reihe  (3)  p.  357  £iir  n  =  3  gegebene  System 
y0)  y±  auf;  um  wenigstens  dieses  nocli  naher  zu  untersuchen.  Als 
Anfangsterme  berecbnen  wir: 


/^7\ 

(7)  y0__ 

so  dass  aucli  noch  die  beiden  Quotienten: 


Modulforinen  sind;  es  gentigt  hierbei  zu  bemerkeB;  dass  die 
beiden  Grossen  (8)  bei  co  ==  ioo  nicht  unendlich.  werden  und  sich  bei 
Austibung  von  S  und  T  linear  reproducieren.  Die  beiden  Quotienten 
(8)  gehoren  nun  absolut  zur  dritten  Stufe,  und  da  sie  uberdies  die 
Dimension  —  1  aufweisen,  so  sind  sie  lineare  ganze  Functionen  yon 
|37  |4.  Es  ftestehen  dber  direct  die  Idmtitaten: 

/Q\  2/1     _   t  _       ^Q       _  t 

(J)  6^  —  $3  >  6/-  —  §4> 

yA  2yA 

wie  aus  den  Anfangstermen  der  ReihenentwicHungen  hervorgehi 

Die  hier  vorliegenden  ya  sind  nun  bis  auf  Normierungsfactoren 
init  den  durcli  die  Pormeln  (4)  p.  281  gegebenen  Moduln  identiscli. 
Tragen  wir  also  in  diese  Formel  n  =  3  ein  und  gehen  dann  zum 
Quotienten  der  beiden  y&  ?  so  ergiebt  sich  unter  Rticksicht  auf  (9)  als 
neue  Dantellimg  fur  den  Galois'  schm  Hauptmodul  |(co)  die  folgende**): 


(10) 


*)   Die  iibrigens  sclion  in  Jae obi's  Fundaraenten  (Artikel  66)  abgeleitete 

Reiiie  (6)  fur  *\fR  entspringt  aus  der  p.  329  mitgeteilten  Kiepert'sclien  Eeihe 
einfach  fiir  den  Specialwert  u  =  0. 

*)  Es  ist  dies  diejeiiige  Barstellnng  des  £(o»),  welche  Hr.  Klein  im  An- 
schluss an  die  ,,!Sk>rmalcurven"  in  seinen  Vorlesungen  gab.  Vgl.  aucli  ,,Ikos.a 
p.  133  (21b);  nur  ist  das  dort  gebrauchte  |  mit  unserem  —  S^1  identisch. 
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§  5.    Die  ganzen  Modnlformeii  vierter  Stufe.    Darstellimgen  fiir 
]/A  und  den  Galois'sclien  Haiiptmodiil  ffc(o). 

Urn  aucli  bei  der  vierten  Stufe  mit  den  im  absoluten  Sinne  zu~ 
gehorigen  Modulformen  zu  beginnen,  so  werden  ganze  Modulforinen 
(  —  l)stex  Dimension  auf  dein  Polygon  F%±  0weiwertig  sein;  man  erkennt 
aucli  sogleich  in 

(1)  -<V,        -*<?,       -SB* 
^     J                                                 .  C02        °    ;  GJ2         "    }         0>2        6 

drei  linear-  unabhangige  ganze  Modulforinen  und  daraufhin  in 

(2)  |(«o*o*  +  «*«'»'+««».') 


die  allgemeinste  ganze  Modulform  (  —  l)ster  Dimension  des  Polygons 
JF24.  Im  Sinne  unserer  allgemeinen  Erorterungen  in  I  p.  558  u.  f. 
werden  die  drei  Pormen  (1)  das  Polygon  _F24  auf  eine  ebene  Curve 
zweiter  Ordnung  C2  abbilden,  als  deren  Gleieliung  wir  (5)  p.  30  anzu- 
selien  liaben.  Die  beiden  Nullpunkte  der  Form  (2)  entsprecnen  dann 
jen  en  zwei  Punkten^  in  welclien  die  durch  Nullsetzen  von  (2)  in  der 
Ebene  der  (72  dargestellte  gerade  LInie  die  Curve  sclineidet.  Vor  allem 
ist  nun  aber  jede  gan#e  im  absoluten  Sinne  0ur  vierten  Stufe  geliorende 
Modulform  eine  rationale  ganze  Jiomogene  Function  der  drei  Grossen  (1); 
aus  dem  Ausdruck  dieser  Function  lassen  sich  vermoge  der  Relation 
(5)  p.  30  von  einer  einzelnen  unter  den  Grossen  (1)  alle  Potenzen  mit 
einem  Exponenten  >2  entfernen. 

Die  quadratischen  Verbindungen  der  Moduln  (1)  konnte  man  nun 
wieder  in  lineare  Bezielmng  zu  den  vierten  £#-Teilwerten  setzen,  und 
namentlieli  aucli  liessen  sicn  aus  den  entspringenden  Relationen  aufs 
neue  arithmetisclie  Ergebnisse  zieben.  Wir  gehen  hierauf  nicht  naher 
ein  und  betracliten  auch  uuter  alien  oo7  ganzen  Modulformen  (  —  3)ter 
Dimension  nur  die  eine,  deren  sechs  Nullpunkte  sich  auf  die  sechs 
Oktaederecken  von  Fu  verteilen.  Diese  Modulform  muss  durcli  8  und 
T  bis  auf  einen  constanten  Factor  in  sich.  transformiert  werden,  und 
wir  haben  hier,  wie  man  sogleich  iiberblickt,  mit-  j/A  zu  thun.  Es 
soil  namlich  gelten,  der  Gleichmassigkeit  wegen  nun  auch  fiir  diese 
Wurzel  der  Discriminante  ein  einfaches  Bildungsgesetz  mitzuteilen. 

Um  letzteres  zu  leisten  bernerke  man,  dass  die  im  vorigen  Kapitel 

p.  357   fiir  ungerade  n   aufgestellten   Systenie   zu  n  ^-     Moduln   fur 

2 


auch  wieder  nur  einzeln  stehende  Grossen  lief  era,  die 
entweder  mit  J/A  oder  |/A3  norniiert  ganze  Modulformen  erster  Stufe 
liefern.  Nehmen  wir  insbesondere  die  Form  (  —  S)*61  Dimension  ^0? 
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so  giebt  sie  normiert  eine  Form  erster  Stufe  der  Dimension  —  6  oder 
—  12.  Von  beiden  Fallen  muss  aber  der  letztere  zutreffen,  da  die  in 
Rede  stehende  Form  erster  Stufe  bei  co  =  ioo  versciiwindet  und  somit 
den  Factor  A  aufweist.  Zufolge  ilirer  Dimension  —  12  ist  sie  dann 
direct  mit  A  proportional,  so  dass  yQ  selbst  bis  auf  einen  constanten 
Factor  mit  j/A  identiscb  ist.  Indem  wir  den  letzteren  in  gewobnter 
Weise  bestimmen  und  mit  der  Gestalt  der  Reihenentwicklung  yon  y0 
nocb  eine  leicbte,  vereinfachende  Modification  vornelmien,  Jcommt  als 
analytisckes  Bildungsgeset#  filr  die  merle  Wur&el  der  Diseriminante  : 


(3)      |/A  =  -i(-1)li2"-J     I  +  fl  =  l  (mod.  2), 


wo  I,  72  alle  Combinations  gamer,  mod.  2  incongruenter  ZaJilen  durdli- 
laufen  sollen.  Hierbei  liaben  wir  stillscliweigend  vorausgesetzt,  dass 
die  Reibe  (3)  nicht  identisch  Yersebwinde;  dass  dies  aber  wirkiicli  nicht 
der  Fall  ist,  beweist  man  durcli  Uniordnung  dieser  Reine  nach  an- 
steigenden  Potenzen  von  r. 

Auf  der  anderen  Seite  batte  man  die  Formel  (3)  auch.  aus  der 
nacbfolgenden  Darstellung  der  achten  Wurzel  der  Discriminante  ber- 
leiten  konnen: 


wolei  vi  alle  imgeraden  ZaMen  durchlatifen  soil.  Diese  Formel  (4)  ist 
ein  unmittelbares  Ergebnis  aus  der  ersten  Porrnel  (4)  in  I  p.  161$  sie 
entspringt,  indeni  wir  diese  Gleicbung  nach  u  differenzieren,  hernach 
u  =  0  setzen  und  die  zweite  Gleichung  (2)  in  I  p.  160  benutzen. 

Es  ist  aber  nun  bier  vor  alien  Dingen  der  Ort,  analytische  Dar- 
stellungen  fiir  den  Hauptmodul  vierter  Stufe  ^(CD)  und  die  in  I  aus 
ibm  Termoge  des  Differential  onsprocesses  abgeleiteten  Fornien  fi3,  ft4 
(cf.  I  p.  632)  zu  bringen.  Solcbe  Darstellungen  werden  uns  Ton  den 
Modulsystemen  (8)  p.  359  geliefert,  wenn  wir  n  =  2  nebmen.  Diese 
Modulsysteme  geboren  zur  (—  2)ten  Dimension^  und  insbesondere  ist 
das  zweite  unter  ibnen  gegeben  durcb: 

02  f  1=1 

(5) 


mit  den  Summationsbedingungen  : 

(6)  6  =  —  *,    fl=l  (mod.  2). 

Dass  dieses  Modulsystem  ^0?  ^  aber  nicht  etwa  durcb  iclentisches  Yer- 
-scbwinden  der  Reiben  (5)  ausfallt,  beweise  man  durch  Entwicklung 
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der  Anfangsterme  der  naeh  ansteigenden  Potenzen  angeordneten  Eeihen 
(5);  wir  finden  Mer: 


Als  Yerhalten   der  0Q,  %  gegen liber  S  und  T  scbreiben   wir  aus 
(5)  und  (6)  p.  314  ab: 


(8) 


Durcl.  Vergleicn  mit  I  p.  632  (14)  ergiebt  sich?  dass  die  #0  ?  #x  mit  den 
damaligen  Moduln  pB,  j*4  cogredient  sind.  Es  gelingt  nun  aber  wieder 
leicht,  die  Identitat  beicler  Systeme  durch  eine  kurze  formentheore- 
tisehe  Betrachtung  festzustellen.  Wir  argumentieren  hier  etwa  einmal 
in  der  folgenden  Art: 

Da  sich  die  #0,  &L   gegeniiber  8  und  T  linear  reproducieren,   so 
wird  die  der  vierten  Stufe  adjungierte  Modulform: 

(9)  Vo  +  %%, 

die  wir  vermoge  zweier  Parameter  a  aus  00,  ^  zusammensetzen,  in 
alien  sechs  Octaederecken  der  geseblossenen  Flacbe  FM  je  im  Grade 
^  verscliwindenj  denn  sie  ist  zufolge  (7)  bei  o  =  ioo  mit  r%  propor- 
tional. Drei  von  den  vier  Nullpunkten  von  (9)  liegen  also  in  den 
fragliehen  Octaederecken?  so  dass  nur  nocn  einer  mit  aQ?  ax  beweglich 
ist»  Sonach  ist  der  Quotient  zweier  unterschiedenen  Verbindungen  (9) 
ein  Hauptmodul  vierter  Stufe,  und  es  muss  im  speciellen  eine  Dar- 
stellung  von  ft(co)  der  folgenden  Gestalt  existieren: 

Zur  Bestimmung   der   ay  6  bemerke   man,  dass    der   Quotient  ^  bei 

co  =  i  oo  zugleien  mit  $  unendlich  wird  und  zwar  genau  in  derselben 
Weise  wie  ft  (cf.  I  p.  614  Pormel  (6));  es  ist  demnach  &0  ==0,  aQ  =  \. 
Da  aber  weiter  die  Wirkung  von  /S  auf  den  #-Quotienten  dieselbe  ist, 
wie  auf  {i}  so  muss  %  =  0  sein.  Es  ist  demgem'dss  der  Hauptmodul 
^(o)  mit  dem  Quotimten  0Q :  %  identisch,  so  dass  wir  uns  von  (5)  aus 
ein  erstes  Bildungsgesete  fur  ^(o>)  verschaffen  Mnnen. 

Weiter  bemerke  man  nun,  dass  nach  I  p.  633  (15)  der  Ausdruck 
^o%(^o4 — %4)  eine  g^nze  Modulform  erster  Stufe  vorstellen  wird,  da 
die  ^  mit  (*fty  ft4  cogredient  sind.  Da  uberdies  0Q01  (#04  —  ^4)  bei 
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G)  =?=  i  oo  versclrwindet,  so  ist  dieser  Ausdruck  mit  A  bis  auf  einen 
nunierischen  Factor  identiscb;  letzteren  bestiininen  wir  aus  (7)  leicht 
zu  27.  Aus  der  so  bewiesenen  Forrnel  ziehen  wir  zugleiet.  unter  Be- 
nutzung  der  dritten  Formel  (15)  in  I  p,  633  die  Identitat: 


so  dass  %  bis  auf  eine  sechste  Einteitswurzel  mit  2ft4  identisch  ist. 
Diese  Einheitswurzel  ist  aber  direct  gleich  1?  da  die  Anfangsglieder 
der  Reihenentwicklungen  von  %  und  2^4  tibereinstininien.  Die  gangen 
Modulformen  0Q?  ^  sind  also  direct  identisch  mit  den  Modnln  2^S3  2^4 
unserer  fruheren  Theorie. 

Noch  bemerke  man,  dass  die  beiden  $,  mit  denen  wir  hier  ar- 
beiten;  bis  auf  einen  gemeinsamen  numerischen  Factor  eben  jene  sind; 
denen  die  Darstellung  (2)  p.  290  gait.  Wir  0ieJien  Meraus  als  &weite 
Darstellung  des  Galois  'schen  Hauptmoduls  vierter  Stufe  fi*): 


(11) 

v     j 


Infolge  des  einen  bewegliclien  Nullpunktes  der  Verbindung  (9) 
Hesse  sich  von  den  00f  %  ein  eigenartiger  Gebrauch.  fiir  die  rationale 
ganze  Darstellung  der  ganzen  Modulformen  vierter  Stufe  fiberhaupt 
niaclien.  Wir  gehen  indessen  liierauf  nicht  nater  ein  und  unterlassen 
auch  die  Discussion  weiterer  mit  #0,  %  cogredienter  Modulsysteme 
vierter  Stufe,  die  von  den  allgem einen  Ansatzen  des  vorigen  Kapitels 
geliefert  werden. 

§  6.   Die  "beiden  digredienten  binaren.  Systeme  #a  der  Dimension  — 2 

bei  n  =  5. 

Indem  wir  zu  n  =  5  weitergelien,  unterlassen  wir  hier  zum  ersten 
Male  eine  allgemeine  Betrachtung  tiber  die  iin  absoluten  Sinne  hierlier 
gehorenden  Formen  ( —  l)ster  Dimension.  Der  Grund  ist,  dass  unter  den 
uns  unmittelbar  zur  Verfiigung  stehenden;  analytisch  definierten  Mo- 
duln  sich  Grossen  der  gemeinten  Art  nicnt  finden.  Es  mochte  freilicn 
nicht  schwer  halten;  von  den  $  -  Teil  werten  aus  die  fragliclien  Moduln 
zu  bilden;  inzwisehen  wenden  wir  uns  sogleich  zur  Specialisation  der 
allgemeinen  Ansatze  (1)  ff.  p.  357  fiir  n  =  5  und  werden  Im  Bereich 

*)  Cf.  «Ikos."  p.  132  (19). 
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dieser  Modulsysterne  in  der  That  alle  G-rossen  gewinnen,  welche  uns 
in  I  bei  der  fiinften  Stufe  beschaftigten. 

Bei  n  =  5  kommen  fur  die  cit.  Reilienentwicklungen  zum  ersten 
Male  gwei  untersehiedene  Formclassen  zur  Geltung,  als  deren  reducierte 
Formen  (2,  2?  3)  und  (1,  0,  5)  zu  nennen  sind.  An  Stelle  derselben 
werclen  wir  aber  fur  unsere  Reibenentwicklungen  die  mit  ihnen  aqui- 
valenten  Formen: 


(1) 

zu  gebrauchen  haben.  Die  durch.  2  geteilten  ersten  Ooefficienten  dieser 
Formen  sind  p  =  1  und  p  =  3 ;  nach  der  beziigliclien  Regel  (6)  von 
p.  358  folgt  Heraus:  Die  mir  Form  f  gelwrenden  Systeme  sind  durch  den 
Zusabsfador  ]/A  #w  Moduln  funfter  Stufe  m  normieren,  die  Modulsysteme 
der  quadratisclien  Form  f  aber  durch  ]/A3. 

Die  Ansatze  (1),  (2)  p.  357  liefern  nun  fiir  die  quadratisehen 
Forinen  (1)  insgesamt  zwei  ternare  Systeme  der  f\a  und  vier  binare 
Systeme  der  0a  (sofern  wir  nur  die  beiden  niedersten  Dimensionen  be- 
handeln  wollen).  Die  nahere  Betraclitung  zeigt  aber,  dass  sich  die  zu- 
naclist  aufgezahlten  seelis  Systeme  auf  nur  drei  unterschiedene  reducieren. 
Es  werden  namlich  die  Aa  Entwicklungen  nacli  Potenzen  von  r  mit 

den  Exponenten  ^  aufweisen,  und   es   mogen  insbesondere  ^  und  #2 

die  kleinsten  beim  ersten  bez.  zweiten  Aa- System  auftretenden  Zahlen 
K  sein.  Alsdann  mtissen 

20    '    T  ^      20      >      20  +  4"  "^       20 

Bruche  mit  dem  Nenner  5  sein;  die  denkbar  kleinsten  Zalalwerte  sind 
also  ^  ==  3  5  ^r2  =  1 ,  da  diese  Zahlen  docli  positiv  sein  miissen.  In 
den  zwolf  Ikosaederecken  der  geschlossenen  Flache  FQO  werden  des- 
halb  fur  das  erste  System  der  Aa  Nullpunkte  jeweils  der  Ordnung  f  7 
fur  das  zweite  System  aber  solche  der  Ordnung  -J-  liegen.  Da  nun 
eine  Form 

auf  F60  insgesamt  5  Nullpunkte  aufweist?  so  wiirden  fur  den  Aus- 
druck  (2),  gebildet  im  ersten  System,  5  —  9  =  —  4  Nullpunkte  als 
beweglicb  iibrig  bleiben;  beini  zweiten  System  aber  5  —  3  =  2.  Die 
Reelinung  zeigt  denn  aucli ,  dass  die  Reilien  Aa  der  Form  f  identiseh 
verschwinden,  wahrend  wir  von  ff  aus  ein  ternlires  System  mit  gwei  l>e- 
weglichen  Nullpunkten  gewinnen;  dieses  System  wird  weiter  unten  naher 
zu  untersuchen  sein. 
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Indem  wir  fur  die  0a  die  Uberlegung  bis  zur  Bestimmung  Ton 
^  =  3  bez.  3C2  =  1  genau  wie  eben  durehfiiliren?  komxnt  nunmenr  in 
Betracht,  dass  die  Zahl  der  Nullpunkte  einer  Modulform  (  —  2)ter  Di- 
mension auf  FQQ  zehn  1st.  Das  einzelne  von  f(%y  rf)  gelieferte  System 
%  ,  #2  wiirde  dann  offenbar  in 

(3)  c^  +  c^ 

eine  Modulform  niit  einem  beweglichen  Nullpunkte  liefern,  ein  zu 
/"(£?*?)  gehorendes  System  ^  aber  eine  Form  (3)  mit  sieben  Null- 
punkten,  sofern  Glieder  mit  ^  =  3  und  9c2  ==  1  in  den  Reihenent- 
wicklungen  wirklich  auftreten.  Modulsysteme  0a)  bei  denen  diese  Glieder 
fehlen,  konnen  aber  liberhaupfc  nicht  Torkommen;  denn  z.  B.  bei  f 
wiirde  die  nacnst  kleinste  Zahl  %  =  5  sein?  und  eine  zugehorige  Modul- 
form  (3)  miisste  in  den  12  Ikosaederecken  je  In  der  Ordnung  f  ver- 
sehwinden;  was  mit  ihrer  Wertigkeit  10  im  Widersprach  steht.  Gabe 
es  aber  endlieh  gwei  unterschiedene  cogrediente  ^-Systeme  bei  f(£,  rf) 
[oder  auch  bei  /"(§,  ^)]7  so  liessen  sich  beide  zu  einem  neuen  ^-System 
combinieren?  in  weleheni  das  Glied  mit  ^  =  3  felilte;  ein  solenes 
System  aber  kann;  wie  wir  gerade  sehen;  nicnt  existieren.  Si?  UMben 
uns  nur  gwei  'binare  Systeme  (  —  2)ter  Dimension,  eineSj  %a,  fwr  die  quadra- 
tische  Form  f(£,  <%),  ein  gweites,  das  wir  ditrcli  die  Bezeiclinung  $ar  unter- 
scheiden  mogen,  der  Form  f'(£>  ^)  entsprectiend. 

Das  erste  System  konnen  wir  durct.  die  beiden  Reihen  geben: 


mit  den  Summationsbedingungen: 

|  ^  —  a  (mod.  5);     q  ^  1  (mod.  2) 
und  entnehnien  aus  den  Anfangstermen: 


(5) 


die  Thatsache,  dass  die  Reihen  (4)  thatsacnlicla  nicnt  identisch  Ter- 
scliwinden.    Das  Gleicne  hatten  wir  aber  auch  schon  aus  der  Gestalt: 

(6)  0fl  — (— l^+^ 

oder  entwickelt: 
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scUiessen  konnen,  Darstellungen,  welche  aus  den  allgemeinen  Forineln 
(2),  (S)  p.  281  fur  unser  Modulsystem  entspringeu. 

Bei  der  quadratisehen  Form  f  gehen  wir  durch  Ausiibung  der  Sub- 
stitution !  —  i',  n  =  —  £'  +  if  zur  Hauptforni  (1,  0;  5)  und  konnen 
dann  das  Modulsystern  #d  in  einfachster  Weise  dureh: 


mit  den  Summationsbedingungen: 

|  ^  —  a  (mod.  5),     |  +  ^  ^  1  (mod.  2) 

definiereu.  Dass  auch  diese  Reihen  nicht  identiscn  verscliwinden,  er~ 
sehen  wir  wieder  aus  den  Anfangsgliedern  der  naeh  ansteigenden 
Potenzen  von  r  geordneten  Entwicklungen  : 

^'—  +  (—  )\^(l  +  10r  —  12r2  +  8r3  +  •••), 
(9)  |  ffl2 

0**=-  (—Yr^  Ci  +  6r  -  3r2  -  30r3  +  .-). 

i  \  Og  ' 

Um   unsere  0U>  &d   zu  Modulformen  fiinfter  Stufe  zu    nomiieren, 
schreiben  wir: 


(10)  2^ 

(11)  %  = 

wobei  gerade  diese  Auswahl  der  Bezeiehnungsweise  sogleicn  ilire  Vor- 
teile  niit  sich  bringen  wird.  Indem  wir  die  Wirkung  von  S  und  T 
auf  die  %a,  ^a  aus  den  allgemeinen  Formeln  (1),  (2)  p.  313  ableiten 
wollen,  sind  die  Zahlwerte  $  =  1  bez.  p  =  3  in  bekannter  Weise  zu 
beriieksiclitigen.  Wir  finden  nacli  'kurger  Zwischenrechnung  als  Wirkung 
von  8  und  T  auf  die  £a  : 

(12)  (S)  &'-«»&,    &'-««&, 


wahrend  sich  fur  das  System  der  vjtt  die  leiden  Sulstitutionen  anschliessen  : 
(14)  (S)  %'  =  «%,    %'  =  £4%, 


,'  ==  -  (a  -  ^%  +  («»  -  £')  ,8  . 

Wir  liaben  also  hier  wieder  den  Fall  zweier  digredienten  Systenie 
fiinfter  Stufe?  der  uns  im  vorigen  Abschnitt  (p.  139  ff.)  beschaffcigte. 
Dank  der  in  (10)  und  (11)  gewahlten  BezeicHnungsweise  stimmen  die 
jetzigen  Forineln  rait  den  damaligen  (4)  p.  139  genau  liberein. 
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Fassen  wir  endlicli  noch  ansamnierr,  was  aus  den  voraufgehenden 
Entwicklungen  unmittelbar  hervorgeht:  Die  £a  Bind  wn  der  Dimension 
—  5,  die  ria  wn  der  Dimension  —  11;  von  den  25  NuUpunhten  einer 
leliebigen  Form  (c^  +  e2£2)  ist  nur  einer  beweglicJi,  die  iibrigen  M  ver- 
teilen  sick  jsu  zwei  auf  die  ewolf  Ikosaederecken  wn  F6Q  ;  von  den  55  Null- 
punHen  der  Form  (c^  +  c^}  sind  insgesamt  sieben  fteiveglich,  wahrend 
sich  die  iibrigen  48  mi  je  mer  atif  die  #wolf  I'kosaederecken  verteilen. 
Diese  Satze  warden  das  Fundament  nuserer  weiteren  Uberlegaiig  aus- 
machen. 

§  7.     Analytisclie  Bildungsgesetsse  fiir  den  Gralois'seiien  Hanpt- 
modiil  S(oj).     Zuriickfiilirnng  der  ^«  auf  die  £a. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  definierten  Moduln  gu  g2  sind  mit 
den  gg,  ^4  aus  I  p.  631  eogredient\  es  gelingt  aber  auch  tier  wleder 
leicht,  die  Identdtat  der  beiderlei  Systeme  in  der  bisher  tiblicnen  Ari 
zu  beweisen.  Da  namlicli  c^  -f-  c^  nur  dnen  bewegliclien  Nullpunkt 
auf  JP60  hat,  so  gilt  fiir  den  Hauptmodul  funfter  Stufe  g(o)  die  Dar- 
stellung  : 


Nun  verschwindet  bei  c?  =  ioo  der  Quotient  £1  :  g2  wie  ri;  eben  dies 
ist  aber  aueh  nach  I  p.  614  (6)  der  Naberungswert  von  £  bei  ct>  =  $Qo? 
so  dass  in  (1)  e2  —  0  und  cx  =  r72  ist.  Da  ferner  g  wie  auch  ^  :  £2 
bei  Ausiibung  von  5  ubereinstimmend  den  Factor  s  annehmen,  so 
muss  c?!  =  0  sein.  Es  ist  demnach  £(o)  der  Quotient  von  £x  ttnd  ^23 
so  dass  ^vir  fur  den  Galois'  sclien  Hauptmodul  g(o>)  die  analytiselien  Dar~ 
stellmgen  besitzen*): 


V, 


Jetzt  rechne  man  ferner  aus^  dass  die  ueuen  gu  52  bei  o> 
dieselben  Anfangsternie  der  Entwicklung  nach  r  aufweisen?  wie  die  in 
I  gebildeten  £B?  £4?  namlich: 


*)  Die  Mermit  gelieferte  Darstellung  von  J(co)  darcli  die  ^-Function 
von  Hrn.  Klein  zuerst   in  der  Note:    liber  gewisse  Teilwerte  der  fr^- Function, 
Math.  Ann.  Bd.  17  (1881),  angegeben. 
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(4)  fc 

Die  genaue  Identiidt  'beider  Systems  ist  damit  durch  die  Bemerkung 
bewiesen,  dass  die  Ikosaederforni  f,  gebildet  fiir  £1?  g2,  zufolge  einer 
bekannten  Zwischenbetrachtung  mit  —  A5  identisch  sein  nmss;  und 
dass  eben  dies  aueh  der  Wert  von  /*(£3;  £4)  ist. 

Die  beiden  Forinen  (—  5)ter  Dimension  £1?  £2  sind  besonders  ge- 
eignet,  mit  Zuhiilfenahme  der  Discriniinante  A  eine  rationale  ganze 
Darstellung  fiir  alle  ganzen  Modulforrnen  fiinfter  Stufe  iiberhaupt  zu 
leisten.  Ist  etwa  Z(&1}  G52)  eine  ganze  Modulform  fiinfter  Stufe  der 
Dimension  —  v,  so  wird  dieselbe  auf  JF60  im  ganzen  5v  einfache  Null- 
punkte  besitzen.  Nun  hatte  der  Ausdruck  (agt  +  ^^  nur  nocli  einen 
beweglichen  Nullpankt;  und  man  bilde  sich  daraufhin  die  5v  Aus- 
drucke  (a^  +  ^Sg)?  welche  in  den  5v  Nullpunkten  von  Z(p^  o2) 
verschwinden.  Alsdann  wird  offenbar  der  Quotient  von 


(5)  JJ  (*& 


eine  ganze  Modulform  funfter  Stufe  darstellen,  insofern  sie  auf  FQQ 
nicht  unendlich  wird;  zudem  ist  diese  Modulform  von  der  Dimension 
—  24v?  und  ihre  120v  Nullpunkte  verteilen  sich  zu  je  10  v  auf  die 
zwolf  Ikosaederecken.  Es  giebt  nur  eine  Modulform  dieser  Art,  nam- 
lich.  A2  "5  also  entsyringt  fur  Z  die  Darstellung: 

5v 


(6) 


IT 


Verschwindet  ^  selbst  in  alien  12  Ikosaederecken  in  gewisser 
Ordnung,  so  werden  sich  im  Zahler  von  (6)  einige  Factoren  in  eine 
Potenz  von  A  zusammenziehen  lassen,  die  man  dann  gegen  den  Nenner 
heben  mag.  Dieser  Umstand  tritt  ein?  wenn  wir  jetzt  unsere  beiden 
%,  722  nach  der  Eegel  (6)  durch  £a  ausdriicken  wollen.  Den  sieben 
freien  Nullpunkten  der  ya  entspreehend  werden  wir  far  das  einzelne 
ya  ein  Product  von  sieben  Factoren  («&  +  &&)  bilden  mussen?  welches 
der  Dimension  — 35  angehort  und  in  den  zwolf  Ikosaederecken  je 
14-fach  verschwindet  Dividieren  wir  -also  das  gebildete  Product  noch 
durch  A2,  so  kornmt  ein  Quotient  der  Dimension  — 11  mit  je  4  festen 
Nullpunkten  in  den  Ecken.  Sind  demgemass  ft  und  f2  gewisse  ganze 
homogene  Verbindungen  7^  Grades  der  &,  &,  so  muss  es  fiir  ql7  ^ 
die  Darstellungen  geben: 

(7)  %  =  f-^,     ,,-6^. 
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Die  Bestimmung  der  fa  1st  ausserst  leieht.  Erstlieh  kann  namlich 
f±  nur  solche  Glieder  g^7-*  enthalten,  welche  sich  bei  der  Substi- 
tution S  urn  den  Factor  s  "andern.  Beim  Verhalten  von  £1?  £>  gegen- 
iiber  S  wiirde  also  %  der  Congruenz  : 

3%  +  2  (7  —  %)  =  1  (mod.  5) 

genugen  mils  sen,  so  dass  #  =  2  (mod.  5)  ist  und  also  nur  die  zwei 
Grlieder  gj,  £i2£25  auftreten.  Indem  man  ihn  ahnlicher  Weise  bei  ^2 
verfabrt,  kommen  die  Ansatze: 


die  sich  fur  die  urspriinglichen  $&  y  za  innschreiben  in: 


Zur  Bestimmung  der  Constanten  a,  57  cy  d  benutzen  wir  die  Beihen- 
enfcwicklungen.  Um  dies  etwa  fur  a,  b  auszafuhren,  so  ergiebt  die 
Substitution  der  betreflfenden  Reihen  in  den  aufescnriebenen  Ansatz: 


_  r     (7  _  I62r)  ==  ar$&  +  Jr**  (1  —  23r). 

Wir  lesen  daraus  ab:  &  =  —  7;  a  =  l.   Durch  eine  analoge  Eechnung 
findet  man  c  =  73  d=19  so  dass  die  Darstellung  der  %,  %  vermoge 
d&r  §i>  £2  geleistet  ist  durch: 
(8)  A^-^-7^^,     A^3  =  7^^  +  g2'. 

An  die  somit  gewonnenen  Fornieln  kntipffe  sich  eine  interessante 
historiscne  Bemerkung.  Indeni  wir  die  %a  -  Substitutionen  ausiiben^ 
werden  sich  die  beiden  Ausdriicke  auf  den  rechten  Seiten  von  (8) 
linear  substituieren,  und  zwar  cogredient  mit  %>  ^g,  oder  aueh?  was 
wir  nun  betonen?  contragredient  mit  %?  —  ^  *).  Dieserhalb  wird  der 
dopp  elt  -  binare  Ausdruck  : 

(9)  %  WE,1  +  e27)  +  -n,Wtf  -  t7) 

formell  in  sich  selbst  iibergehen  miissen,  falls  man  auf  ihn  siniultan 
die  digredienten  i?  ,  ^-  Substitutionen  ausfibt.  Dass  der  Wert  des  -Aus- 
drucks  (9)  unverandert  bleibt^  ist  selbstverstandlich;  er  ist  ja  einfach 
mit  Null  identisch  zufolge  der  fur  uns  vorliegenden  function  en  theo- 
retischen  Beziehungen  zwischen  ^a  und  £a  .  Es  war  also  Nachdruck 
darauf  zu  legen;  dass  sich  auch  die  Grestalt  von  (9)  unverandert  repro- 

*)  Wir  emmern  Mer  knrz  an  den  allgemeinen  Begriff  der  ContragredieBx: 
zwei  Systeme  von  gleichviel  Variabelen  a^  ,  a?2  .  .  .  ,  &m  ;  yt  ,  y%  .  .  .  ,  ym  heisseu 
contragredient  ?  wenn  sie  gleiehzeitig  solchen  Substitutionen  unterworfen  werden, 
dass  die  ursprunglichen  und  transformierten  Werte  der  Variabelen  durch  die 
Identitat 


verbunden  sind. 

Klein-Pricke,  Modulfonotionen.  H.  25 
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duciert,  dass  also  die  Invarianz  bei  beliebigen  Werten  der  digredienten 
Variabelen  q«,  $a  besteht. 

Es  hat  nun  Hr.  G  or  dan  sehon  vor  langerer  Zeit  das  vollstandige 
System  der  doppelt-binaren  Formen  aufgestellt,  welctie,  wie  die  Form 
(9)?  gegeniiber  den  simultanen  digredienten  Substitutionen  (gestaltlich) 
absolut  invariant  sind*).  Neben  einer  grosseren  Eeihe  anderer  For- 
men**) finden  sick  insgesamt  vier  Formen,  welch  e  in  ^1?  ^2  linear 
sind;  die  erste  ist  die  Form  (9),  die  iibrigen  drei  zeigen  in  den  gtf 
bez.  die  Grade  13,  17  und  23.  Jede  fernere  invariante  Form,  die  in 
den  ya  linear  ist,  wird  sich  linear  und  homogen  aus  jenen  vier  Formen 
aufbauen,  wobei  die  Coeffieienten  solebe  rationale  ganze  Verbindungen 
der  Ikosaederformen  f(£1?  £2);  J5T&,  £2)?  T&,  &)  sind?  dass  der^  Ge~ 
samtausdruck  in  den  g«  Honiogeneitat  zeigt.  Bine  Anwendung  dieses 
Satzes  konnte  man  insbesondere  auf  diejenigen  binaren^  mit  den  ^ 
eogredienten  Modulsysteme  rnaclien,  welche  fur  die  hoheren  Dimen- 
sionen  — 4,  — 6  etc.  YOB.  den  allgeineinen  Ansatzen  des  vorigen  Ka- 
pitels  geliefert  werden:  Alle  diese  Modulsysteme  wtirden  lineare  Com- 
binationen  von  vieren  unter  itinen  sein  miissen,  wobei  die  Coeffieienten 
dieser  linearen  Verbindungen  ganze  Modulformen  erster  Stufe  waren. 
Inzwiscnen  wurde  es  zu  weit  fiihren;  wollten  wir  ausfuhrlicher  auf  diese 
Gegenstande  eingehen***).  Analoge  Untersuchungen  batten  wir  iibrigens 
schon  bei  den  vorangenenden  Stufen  ausfiinren  konnen. 

§   8.     ^ormentheoretisclie    Gestalt    der   Resolvente    fiinfton   Grades 

der  IkosaedergleichTing.     Bezielmng  zum  Hauptmod-ol  r  der  Uiater- 

gruppe   r5. 

Im  Anschluss  an  die  Foroien  §a,  %  finden  wir  Gelegenheit,  hier 
nocnmals  auf  die  Resolvente  funften  Grades  fiinfter  Stufe  zuriickzu- 


*)   Im  Verlaufe  der  Abh.  9>tPber  die  Awflosung  der  Gleichungen  vom   5ten 
Grade",  Math.  Ann.  Bd.  13  (1878). 

**)  Man  sehe  insbesondere  die  1.  c.  gegebene  tabellarische  ZusamBienstellung 
Gordan's.  Die  Diagonalglieder  der  Tabelle  entkalten  die  Formen  gleich.  holier 
Dimension  in  9]ft,  ftf ;  ea  sind  dies  die  drei  oben  p.  141  unter  (11)  aufgezahlten 

Bildungen.     Ygl.  auch  Ikos.  p.  194  fL 

***)  Die  vier  im  Texte  genannten  doppelt-binaren  Formen  der  Art  (9)  sind 
iibrigens  bei  Gordan  wenigstens  z.  T.  nur  in  symbolischer  Gestalt  angegeben.  Die 
fertigen  Ausdriicke  fmdet  man  vollstandig  ztisammengestellt  in  der  Dissertation 
von  Hrn.  0.  Fischer  }yConforme  Abbildung  spMrischer  Dreiecke  auf  einander 
mittels  algebraischer  Functioned*  (Leipzig,  1885)  p.  63.  Es  werden  dortselbst  die 
Abbildungen  untersncht,  wie  sie  unter  andern  durch  Grleichungen  der  Art  (9)  von 
einem  Ikosaederdreieck  der  f-Ebene  auf  die  Ebene  der  complexen  Variabelen 
7?  «  r^  :  ija  vermittelt  werden. 


V,  4.   Formentheoretisch-analytisehe  Ausfuhrangen  fur  niedere  Stufen.     387 

komnien,  fiir  we!  eke  wir  eine  erste;  functioneritheoretische  Gestalt  in 
I  p.  649  (4)  kennen  lernten.  Bs  gilt  eine  formentheoretisehe  Gestalt 
fur  die  Resolvente  fiinften  Grades  abzuleiten,  welche  die  Gestalt  eiuer 
Hauptgleiclntng  fiinften  Grades  hat,  d.  h.  einer  Gleichung;  in  welcher 
ausser  der  vierten  Potenz  der  Unbekannten  auch  noch  deren  dritte  fehlt*). 
Wir  kniipfen  tier  zweckmassig  an  die  Entwickiungen  im  vorigeB 
Absehnitt  p.  139  u.  £,  wo  wir  in  den  fBnf,  den  Werten  v  =  0,  1,  ..., 
4  entsprecliend  zu  bildenden  Ausdrticken 

CO  £4r£i%  —  *3t2%  +  **&y*  +  «*&% 

Grossen  erkannten,  welche  gegeuiiber  S  und  T  das  1.  e.  unter  (9)  an- 
gegebene  Verhalten  zeigen.  Indexn.  wir  jetzt  unter  £«,  ^  unsere  vor- 
aufgehend  betrachteten  Moduln  verstelien7  haben  wir  in  (1)  funf  Modul- 
fornien  funfter  Stufe  definiert;  die  sich  bei  Austibung  von  S  und  T 
einfach  permutieren,  und  die  dernnaen  ein  System  glefchb  erect  tigter 
Moduln  yorstellen.  Dieselben  sind  von  der  Dimension  —  16  und  ver- 
schwinden  in  den  zwolf  Ikosaederecken  je  im  Grade  6;  eben  dieser- 
lialb  werden  auch  noch  die  Quotienten  der  Ausdrticke  (1)  und  A  game 
Modulformen  funfter  Stufe,  und  zwar  der  Dimension  —  4  vorstellen. 
Die  so  erhaltenen  funf  gleichbereclitigten  Quotienten  nennen  wir  yv 
und  linden  insbesondere  fiir  ^0  die  Anfangsglieder  der  Potenzent- 
wicklung  : 


Als  eine  unter  funf  gleichberecHtigten  ganzen  Modulformen  ge- 
ntigt  y0  einer  Gleichung  ftinften  Grades  ,  deren  Coefficienten  ganze 
Modulformen  erster  Stufe  sind,  wahrend  der  Coefficient  des  hochsten 
Gliedes  gleicli  1  ist.  Da  die  yv  bei  03  =  ioo  verscliwinden,  so  werden 
die  Ooefficienten  in  der  fraglichen  Gleichung  fiinften  Grades  .nacb. 
einem  oft  benutzten  Satze  durchgehends  den  Factor  A  aufweisen.  Diese 
Gleichung  hat  also  notwendig  die  Gestalt: 

(3)  f  +  a&f  +  bg.Ay  +  ^/A  =  0, 

indem  ganze  Modulformen  erster  Stufe  mit  deni  Factor  A  eben  erst  von 
der  Dimension  —  12  an  auftreten.  Zur  Bestimmung  von  ay  5;  c  setze 
man  in  (3)  fiir  y  die  Entwicklung  (2)  ein  und  benutze  die  Anfangs- 
terrne  fiir  A  und  g^  man  findet  so  nacli  kurzer  Mechnung  als  formm- 
theoretische  Gestalt  der  Hesolvente  fiinften  Grades: 

(4)  y5  —  40  A  *  /  —  60#2A  -  y  —  144&*  A  =  0. 

*)  Vgl.  Merzu  insbesondere  ,,Ikos."  p.  105  —  107;  man  hat  in  der  dort  con- 
struierfcen  ,,Hai2ptresolventeu  der  Ikosaedergleictung  nur  m*=*  —  g%?  n  =  0  zu 
setzen,  urn  die  nunmelir  im  Texte  abzuleitenda  Gleichung  m  gewinnen. 
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Bei  der  Zuriiekfuhrung  der  Gleichung  (4)  auf  die  f  unction  entheo- 
retische  Resolvente  5ten  Grades  wolle  man  zuerst  iiberlegen,  welcher 
von  den  ffinf  Moduln  yv  zu  dem  in  I  p.  647  in  Fig.  98  gezeichneten 
Polygon  JP5  gehort;  es  wird  einfach  yQ  sein,  was  wir  aus  der  Sym- 
metric dieses  Polygons  bezuglich  der  imaginaren  o»-Axe  mit  Rucksicht 
auf  die  reellen  Entwicklungscoefficienten  in  (2)  beweisen.  Auf  dem 
Polygon  F5  ist  nun  y0  als  Form  der  Dimension  —  4  von  der  Wertig- 
keit  -f  ;  ein  Nullpunkt  entfallt,  wie  man  in  (2)  sieht,  nach  der  Spitze 
co  =  ioo'  die  beiden  anderen,  je  in  der  Ordnung  -J-,  finden  sich  nach 
den  Eegeln  des  §  1  (p.  364)  in  den  beiden  Ausnahmepunkten  &?  welche 
F5  aufweist.  In  diesen  beiden  Punkten  "b  wird  demnaeh  der  Quotient 
#2  :  2/0  endlich  und  von  Null  verschieden  sein;  dagegen  wird  dieser 
Quotient  im  dritten  Punkte  6  von  F$  offenbar  einfach  verschwinden 
mussen  und  iibrigens  in  der  Spitze  CD  =  ioo  in  der  Ordnung  eins  un- 
endlich  werden;  sonstige  Null-  und  Unstetigkeitspunkte  treten  aber 
fur  g2  :  y0  nicht  auf.  Es  ist  dieserhalb  der  in  Rede  stehende  Quotient 
mit  dern  in  I  fiir  F5  definierten  Hauptmodul  T  durcb  eine  beiderseits 
lineare  Gleiehung  verkntipft^  und  wir  sehliessen  aus  der  Wertever- 
teilung  von  t  auf  den  Ansatz: 

0  —  3)«/0  *=c-g2. 

Durch  Naherungsrecnnung  bei  ca  =  ^oo  findet  man  sofort  c  —  —  12; 
so  dass  die  zwisclien  «/0  und  t  besiehende  Relation  die  Gestalt  hat: 


Zur  Prtifung   unserer  Entwicklung   fiilire    man   den   hiermit   ge- 
wonnenen  Ausdruck  von  yQ  in  (4)  ein  und  findet: 

(T  -  3)3  {(*  —  3)2  -  5  (r  —  3)  +  40}  +  1728  J—  0, 
oder  etwas  weiter  entwickelt: 

(T  —  3)302  —  HT  +  64)  +  1728  J"=  0, 
womit  die  functionentheoretische  Besolvente  wiedergewonnen  ist. 

§  9.     Das  temare  Modnlsystem  fiinfter  Stufe  der  Aa. 

Es  bleibt  jetzt  noct  die  Discussion  des  in  §  6  (p.  380)   aufge- 
fundenen  ternaren  Systems  der  A«,  welches  wir  durch  die  Eeihen: 


(1)  A.- 

mit  den  Bedingungen: 

I  =  —  «  (mod.  5),    g  +  n  =  1  (mod.  2) 
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zu  definieren  haben*).   Die  Anfangsterrae  der  Reihenentwieklungen  sind: 


(2) 


A      

Ml    

*.-  +  ($•*  I1- 

Um  die  Aa  zu  Moduln  funfter  Stufe  zu  normieren;  schreiben  wir: 


(3)          A0=-2A0VA,     Ai-.- 

so  dass  nur  erst  die  Producte  A«A  ganze  Modulformen  funfter  Stufe 
werden;  wir  wollen  iibrigens  diese,  fiir  die  normierten  Moduln  bereits 
p.  332  in  Aussicht  genommene,  genauere  Bezeiclmung  A  nur  dann  an- 
wenden?  wenn  es  zur  Unterscheidung  notwendig  ist.  Die  Anfangsterme 
der  Entwicklungen  fur  die  normierten  Aa  sind: 


ilir  Verhalten  bei  5  und  T  ist: 

(5)  A0'  =  A0  ,     A/  =  «4Ai  ,     A/  =  £  A2  , 


(T) 


=  2A0 


2A0 


wie  man  unter  Riicksicht  auf  den  in  der  ersten  Pormel  (3)  recbter 
Hand  aufgenommenea  Factor  2  aus  den  frulieren  Eegeln  leicht  ab- 
leitet.  Der  Vergleicli  mit  I  p.  644  (4)  liefert  nunmehr  das  Resultat: 
Die  jet0t  mif  analytiseJmn  Wege  definierten  normierten  Moduln  Aa  sind 
mit  den  in  I  ~bei  n  =  5  gebildeten  Grossen  Aa  cogredient.  Die  beiderlei 
Systeme  sind  iiberdies  von  gleicher  Dimension  und  stimmen  in  den 
Anfangstermen  (4)  iiberein**). 

Wie  wir  schon  in   §  6  f  eststellten  ,  besitzt  die  ganze  Modulform 
5ter  Stufe  (—  10)^  Dimension 
(5)  AOA  +  cA  +  c2A2) 

auf  JF60  nur  zwei  bewegliche  Nullpunkte,  so  dass  in  den  12  Ikosaeder- 
ecken  je  vier  Nullpunkte  festliegen.  Eben  deshalb  ist  der  Ausdruck 

*)  Aucli  das  im.  vorigen  Kap.  p.  329  ff.  allgemein  eingeftilirte  System  der  Atf 
fulirt  fiir  n  ==  5  znm  Mer  vorliegenden  Modulsystem  znr^ck.  Man  sebe  dariiber 
,,E"ormalcurvena  §  20. 

**)  In  letzterem  Betracht  vgl.  man  in  I  die  Formeln  (1)  p.  643  und  (2)  p.  619- 
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(5)  als  ganze  homogene  Function  zweiten  Grades  von  g1;  £2  darstell- 
bar,  ohne  dass  noch  irgend  eine  Potenz  von  Zf  multiplicativ  hinzu- 
trate.  In  den  drei  Ausdrtickeii  AA«  haben  wir  somit  solche  quadratische 
Verbindungen  von  g1?  £2>  die  gegenuber  S  das  Verhalten  der  t\a  teilen. 
Man  entnirnmt  daraufhin  aus  (12)  p.  382  unmittelbar  das  Ergebnis, 
dass  die  drei  Producte  AAa  bis  auf  nunierische  Factoren  mit  ^-§2 
bez.  £22  nnd  ^  identisch  sind.  Wie  diese  Factoren  heissen  miissen, 
ergiebt  sich  aus  den  Anfangsgliedern  der  beziiglichen  Reihenentwick- 
lungen;  wir  finden  die  Ergebnisse: 

5.    «*  $.2  «.  2 

/g\  A  =  _  A   =  -|-  A   =  _  —  • 


Erinnert  man  sick,  dass  die  jetzigen  Modnln  £17  5a  aus  ^em  ^n  Bd.  I  mit 
dieser  Bezeichnung  belegten  System  durch  Normierung  mit  ]/A  her- 
vorgehen  (cf.  I  p.  631  (9));  so  ergiebt  der  Vergleich  der  eben  gebil- 
deten  Formeln  (6)  mit  denen  in  I  p.  643  (1)  die  Identitat  der  damaligen 
A«  mit  den  neuen  Moduln  A^  funfter  Stufe. 

Hiermit  nab  en  wir  in  der  That  fur  die  gesamten  in  Bd.  I  bei 
n  =  5  nntersuehten  Moduln  analytische  Darstellungen  mitteilen  konnen. 

§  10.     Analytische  Darstellungen  fiir  die  einfaclisten  Modul- 
functionen  sechster  Stufe  y(&)  und  o;(ca)*). 

Den  Modulfunctionen  sechster  Stufe  galten  die  Entwicklungen  in 
I  p.  683  ff.  Es  erschien  damals  zweckmassig,  als  ein  voiles  Modul- 
system  fiir  n  =  6  eine  auf  dern  Polygon  F12  dreiwertige  Function  j/(eo) 
niit  einer  zweiwertigen  x(p)  zusammenzustellen.  Jene  wechselte  bei 
Ausiibung  von  S  ihr  Zeichen;  diese  nahm  den  Factor  @2  an,  und  sie 
waren  an  einander  gebunden  durch  die  Relation  #3  -j"  y*  =  1  ;  merken 
wir  endlich  auch  noch  die  Anfangsglieder  der  Entwicklungen  nach  r  an: 

(1)  y  =  +  r~i,     x  ==  —  y~"t. 

Es  lassen  sich  nun  fur  y  und  x  ausserst  einfache  analytische 
Darstellungen  vermoge  der  Function  #2  angeben.  Dieselben  sollen 
hier?  iibrigens  unter  Beiseitelassung  niancher  Einzelheiten  der  Zwischen- 
entwicklung,  angegeben  werden;  man  wird  diese  uberall  leicht  erganzen. 

Um  mit  2/(oj)  zu  beginnen,  so  ist  t/2(co)  ein  Hauptmodul  fiir  das 
Transformationspolygon  sechster  Ordnung  JF12**),  auf  welchem  derselbe 
in  der  Spitze  <o  =  ioo  unstetig  und  bei  03  =  %  zu  Null  wird.  Nach  p.  366 

*)  Man  vgL  hier  die  Arbeit  des  Herausgebers  3,Die  Congruenzgruppen  der 
sechsten  Stwfe"s  Matk  Ann.  Bd.  29  p.  97  (1886),  insbesondere  §  10. 
**)  Cf.  Fig.  1  p.  42  oder  auch  I  p.  367  Fig.  85. 
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ist   nun   die   Modulform   (  —  )  &»*(?)    dieseni   Polygon  F^    adjungiert 

und  wird  auf  demselben  zwei  Nullpunkte  aufweisen,  die  nur  in  den 
Spitzen  desselben  gelegen  sein  konnen.  Ein  Nullpunkt  der  Ordnung 
•|  findet  sicli  bei  co  =  iao,  der  andere  von  der  Ordnung  f  bei  &  =  •£•; 
man  beachte  hierbei,  dass  die  fragliehe  Modulform  nur  in  solchen 

Spitzen  —  verschwindet,  welche  gerades  y  aufweisen.  Da  unsere  Modul- 

form zur  2ten  Stufe  genort,  so  wird  sie  durch  Transformation  dritter 
Ordnung  eine  absolut  zur  6ten  Stufe  geliorende  Form  ergeben.  Ins- 

besondere    ist   wieder   die   Form    \-~J  ^24(rs)   dem   Polygon  F12    ad- 

jungiert; sie  verschwindet  bei  &  =  ioo  in  der  Ordnung  -|?  bei  co  =  % 
in  der  Ordnung  -J-.  Hieraus  ist  mit  Riicksiclit  auf  (1)  ohne  weiteres 
evident,  dass  sich  y(®>)  durch  &%  in  der  nacfifolgenden  Weise  dar- 
stdlen  lasst: 

(2)  y(«)-^« 

Tragen  wir  die  Reihenentwicklungen  ein?  so  sefat  sick  der  explicits  Aits- 
druclc  filr  y  #weckmassig  in  die  Gestalt: 


(3) 


Bm(m-fl) 


Um  eine  entsprecnende  Darstellung  fiir  a?  (to)  zu  gewinnen?  wenden 
wir   Transformation   dritter  Ordnung   auf  y   an   und  untersucnen   den 

Ausdruck  2/2(-^j.     Diese  Grosse  gehort^  wie  man  leicht  feststellt,  als 

Hauptmodul  zu  der  durch  |3^0  (mod.  3),  y  =  0  (mod.  2)  definierten 
Congruenzgruppe  l~12  der  seclisten  Stufe.  Das  zugetorige  Polygon  ge- 
winnt  die  iibersichtlichste  Gestalt  durck  EMagerung  in  Fig.  84  I 
p.  365;  es  bestent  daselbst  einfach  aus  jenem  gleien-selienkligen  Drei- 
eck^  dessen  Eckpunkte  c  die  Bezeicbnungen  2?  5  und  ct  tragen.  Hierbei 
sind  die  beiden  kleineren  Dreiecksseiten  einander  zugewiesen,  wahrend 
von  der  grossten  Seite  die  linke  Halfte  der  rechten  zugekori  Die  Be- 
ziehung  dieses  Polygons  zu  dem  von  x  wird  man  jetzt  leicht  fest- 
stellen  und  kleidet  die  Ergebnisse  dieser  geometrischen  Uberlegung 
ohne  weiteres  in  die  Formel: 


x  (C 
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Unter  Benutzung  der  zwisehen  x  und  y  bestehenden  Relation  ergiebt 
sieh  von  hier  aus  lelcht: 


so  dass  wir  mit  RuclcsicM  auf  (2)  und  (1)  fur  #(o)  die  Darstellung 

durch  &2  gewinnen: 

xjv  /   % ^-2(r3)  — j 

^J  ££  (^COJ  a,    s~', 


Weiter  folgt  dwell  Eintragung  der  Heihen: 


;     r 


ein  Resultat,  das  sich  an  Einfachheit  des  Ausdrucks  durchaus  mit 
Forniel  (3)  auf  gleiche  Stufe  stellt. 

§  11.     AnalytiseJi©  Da<rst©llTingen  for  die  in  Bd.  I  betraehteten 
System©  der  &a  und  Aa  von  siebenter  Stufe. 

Die  allgemein  angesetzten  Modulsysteme  in  den  beiden  Schluss- 
paragraphen  des  vorigen  Kapitels  gelioren  fur  n  =  7  ohne  weitere 
Normierung  absolut  der  siebenten  Stufe  an;  mogen  wir  uns  vorab 
daraufhin  allgemein  orientieren,  wie  viele  unterscMedene  ternare  0a- 
Systeme  Mer  eintreten  konnen.  Sei  eines  unter  ihnen  %,  #2;  ^4,  so  wird 
die  Modulfornu 

(i)  '  CA  +  W*  +  CA 

&^  JPies  im  ganzen  28  einfache  Nullpunkte  haben.   Nun  verschwinden 

(7 

die  #a  in  den  Spitzen  s&mtlich,  und  es  sei  r^  die  niederste  in  den 
Entwicklungen  der  0a  auftretende  Potenz  von  r.  Alsdann  ist  ^  jeden- 
falls  >  0?  und  es  liegen  von  den  28  Nullpunkten  des  Ausdrucks  (1) 
in  den  24  Punkten  c  je  G  fest  Man  sieht;  dass  notwendig  6  =  1  ist, 
so  dass  der  Ausdruck  (1)  noch  vier  bewegliche  Nullpunkte  hat.  Indem 
aber  eines  unter  den  ssa  gegeniiber  8  die  Einheitswurzel  s  als  Factor 
annimmt,  sind  die  0aj  wie  man  mit  Htilfe  von  (1),  (2)  p.  313  fest- 
stellen  wolle,  entweder  direct  oder  nach  einer  Permutation  der  unteren 
Indices  a  mit  den  in  I  p.  705  untersuchten  *«  cogredient.  Da  demzufolge 
alle  vom  vorigen  Kapitel  gelieferten  ^-Systeme  auch  unter  sick  co- 
gredient sind,  so  miissen  sie  alle  im  wesentlichen  mit  einander  ulerein- 
stimmm;  denn  gabe  es  zwei  unterschiedene,  so  wtirden  wir  aus  beiden 


V,  4.  FormentlieoretiscK-aEalytisclae  Ansfuhrizogen  fiir  niedere  Stufen,     393 

linear  ein  neues  ^-System  zusammensetzen  konnen,  bei  dein  die  ebeii 
mit  <?  bezeicbnete  ganze  Zabl  im  Widersprucla  mit  unserer  Uberlegung 
>  1  sein  wiirde.  Dass  wir  aber  Jiier  direct  m  dem  0a-  System  aus  Bd.  I 
mriicKkommeny  folgt  aus  dent  Umstande,  dass  eben  jene  Grosses  ga 
gleicbfalls  gan#e  Modnlformen  7ter  Stufe  waren.  Wir  batten  sie  namlicb 
vermoge  der  Pormeln: 


a  7  T  - 

CQL  a  o2  —  co2aco1 

aus  den  Integralen  erster  Gattung  ja(co)  der  7ten  Stufe  abgeleitet?  and 
auf  diesem  Wege  gewlnnt  man  stets  ganze  algebraisebe  Modnlformen 
(  —  2)ter  Dimension.  Man  konnte  Merbei  hochstens  noch  in  den  Poly- 
gonspitzen  das  Eintreten  von  Unstetigkeitspunkten  vermuten;  inzwiscben 
weist  die  Umgestaltung  des  Differentials: 


diese  Moglicbkeit  ab. 

Urn  Potenzentwicklungen  fur  unser  ternares  Modulsystem  zu  ge- 
winnen,  diirfen  wir  biernach  unter  den  Ansatzen  des  vorigen  Kapitels 
eine  beliebige  Auswabl  treffeii;  setzen  wir  etwa: 


wobei  wir  (unter  unwesentlicher  Modification  der  frillieren  Festsetzung) 

die  Summationsbedingung  so  vorscbreiben  wollen,  dass  |;  ^  a^e  ^er 

Bedingung: 

(3)  |  =  2^2  (mod.  7) 

geniigenden  Combination  en  ganzer  Zablen  durcblaufen  soil.  Diese  &a 
sind  ohne  weiteres  mit  den  in  £d,  I  unter  dieser  jBegeicfiming  gedachtmi 
Modulformen  identiscli;  indeni  wir  namlich.  die  Eeiben  (2)  naeb  an- 
steigenden  Potenzen  ordnen?  konimt: 


(4) 


und  bier  stimmen  in  der  That  die  Anfangsterme  mit  den  Angaben  (5) 
in  I  p.  736  genau  uberein. 

Als  Darstellungen  unserer  G-rossm-  0a  dwrch  die  ^-Function  leiten 
wir  aus  (2)  p.  281  die  folgenden  ab: 
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(5)  sa 

\    / 

clabei  soil  ft  die  Zahlwerte  1,  2?  3  durchlaufen,  und  es  ist: 

(6)  a  =  p  (mod.  7). 

Tragt  man  fiir  die  &±  ihre  Reihenentwicklungen  ein,  so  ergeben  sicn 

fur  die  #a-  Quotienten  folgende  Darstellitngen*); 

(7)  *i  :  h  '  ^  = 


56        ™  w  r  56 


Zwischen  den  Her  vorliegenden  sa  stellten  wir  oben  (p.  314)  ganz 
allgemein  far  beliebige  ungerade  n  die  damals  nnter  (9)  gegebene  bi- 
qimdratische  Relation  auf.  Es  ist  interessant  zu  bemerken,  dass  im 
vorliegenden  Falle  n  =  7  jene  Relation  direct  die  aus  I  wohlbekannte 
Gleielmng  der  Curve  64  der  0a  ergiebt;  wir  haben  die  Zahlen  ^  des 
allgenieinen  Ansatzes  zu  dem  Ende  in  der  folgenden  Weise  zu  w'ahlen: 

«1  =  0,       *2=1,       ^3==2?       «4  —  3 

und  mtissen  librigens  berficksicttigen,  dass  in  Formel  (5)  des  Textes 
die  beiden  Moduln  ^  und  %  gegenfiber  der  bei  allgemeinem  n  in  (9) 
p.  314  befolgten  Anordnung  vertauscht  sind. 

Neben  den  ea  spielte  in  I  bei  n  =  7  das  quaternare  System  der 
A«  eine  wichtige  Rolle;  aucli  fiir  dieses  werden  wir  jetzt  analytisehe 
DarstelluDgen  angeben  konnen.  Zu  dieseni  Ende  kniipfen  wir  an  das 
in  §  3  des  vorigen  Kapitels  (p.  329  if.)  allgemein  definierte  System  von 

^t-i  Modulformen  (—  l)ter  Dimension  A«,  die  fiir  n=  7  die  specielle 
Gestalt  aunehmen: 


(8)  A.- 

mit  den  Summationsbedingungen: 

|  =  _  6a  (mod.  7),     |  =  q  =  +  1  (mod.  6). 

Die  Anfangsglieder   der   Entwicklungen   nach    ansteigenden  Potenzen 
fiir  diese  vier  Moduln  Aa  berechnet  man  leicht  zu: 

(0)    A.-S-.A   *,  —  !=•*.   N-S-*.  *.  =  -^'M- 


*)  Die  Darstellung  der  za  durch  die  Function  #a  in  der  Gestalt  (5)  und  (7) 
wurde  von  Hrn.  Klein  in  der  wiederholt  genannten  Arbeit  ,,Uber  gewisse  Teil- 
werte  der  ft -Function",  Math.  Ann.  Bd.  17,  gegeben. 
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Die  Hermit  gegebenen  l\a  werden  durcli  Normierung  mit  f/A^  zu  Mo- 
duln  A<*  der  siebenten  Stufe  ausgestaltet,  und  wir  wollen  liierbei  des 
gensueren  sehreiben: 

(10)  A0AI=2A0?     A«AJ  —  Asa,, 

so  dass  die  Anfangsterme  fur  die  solchergestalt  clefinierten  Moduln 
siebenter  Stufe  A*  die  folgenden  sind: 


Bereits  oben  deuteten  wir  an  (cf.  p.  330),  dass  das  damals  all- 
gemeiB  forniulierte  Modulsystem  der  Aa  fiir  n  =  1  init  den  vier  Mo- 
duln  Aa  von  Bd.  I  cogredient  wird?  sofern  wir  nur  eine  ganz  einfache 
Anderuug  in  der  Bezeidmungsweise  vornehmen.  Eben  dieser  Modi- 
fication in  der  Sckreibweise  sind  wir  aber;  was  man  leicht  nachreclinen 
wird,  durcli  die  Festsetzung  (10)  bereits  gereclit  geworden,  so  dass 
die  in  (11)  gemeinten  gaiwen  Modulformen  Aa  mit  dem  quaterndren  Mo- 
dulsystem A«  aus  I  genau  cogredient  sind. 

Die  in  I  gebildeten  Aa  sind  nun  an  sich  noch  keine  ganze  Modal- 
formen;  sie  werden  es  jedocli  nach  NormieriiDg  mit  A  (cf.  I  p.  720 
(2)  und  (3)).  Zudem  werden  die  so  normierten  A-A«  von  der  (  —  9jtea 
Dimension  und  besitzen  genau  wieder  die  Anfangsterme  fll),  was  man 
aus  I  p.  739  (5)  ersehen  wird.  Die  Identitat  der  beiderlei  quaterndren 
Systeme  oder  (noch  ettvas  genaiter  gesprocfienj  das  SesteJien  der  Melationen 
Aa  =  A  Aa  ist  damit  off&nbar.  Denn  waren  die  Systeme  A«  und  A  Aa 
nicbt  identiscli,  so  wiirde  man  aus  ilinen  ein  neties  quaternares  Ac- 
System  linear  combinieren  konnen,  welches  in  jedem  der  24  Punkte 
c  von  Fi68  mehr  als  fdnf  Nullpunkte  haben  wfirde;  das  wtirde  aber  mit 
der  Dimension  —  9  dieser  A^  bekannter  Weise  im  Widersprueh  stelien, 

§  12.     Das  quaternare  Modulsystem  der  Bu  Tbei  n  =  7. 

Neben  den  betractteten  Systemen  der  &a  ^nd  A«  liefern  die  An- 
satze  des  yorigen  Kapitels  fOr  die  Dimension  —  1  noch  ein  @weite$ 
quaternares  Modulsystem,  das  wir  in  Bd.  I  noch  nicht  zu  betractten 
Gelegenheit  liatten.  Die  Existenz  dieses  Systems  werden  wir  am  besten 
Yom  Transformationspolygon  7ter  Ordnung  ^g  aus  verstelien;  dessen 

Gestalt  die  Figur  104   in  I  p*  742  angiebt    TJnter  den  ^~  Moduln 

eines    einzelnen    Systems    ist  ja   stets   der   erste  (derjenige   mit   dem 
Index  0)  eine  zuni  Transformationspolygon  F^(ny   gehorende   Grosse; 
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nian  wolle  also  vorab  ftir  unseren  Fall  F8  discutieren;  welche  Modul- 
forinen  ( —  l)ster  Dimension  diesem  Polygon  zugehoren  mogen. 

Das  Polygon  F8  Bat  0wei  Ausnahmepunkte  J,  dagegen  keinen 
Ausnahmepunkt  a.  Eine  Form  (-—  l)ter  Dimension  hat  auf  F8  die 
Wertigkeit  f  und  muss  nach  den  Eegeln  von  p.  364  in  jedem  der  beiden 
genannten  Punkte  &  in  der  Ordnung  %  verschwinden.  IJbrigens  kann 
also  kein  Nullpunkt  niehr  eintreten,  so  dass  es  nnr  eine  einzige  ganze 
Modulform  der  Dimension  (—  1)  auf  FB  giebt  (selbstverstandlieh  bis 
auf  einen  numerischen  Factor).  Mit  der  ersten  Form  des  quaternaren 
Systems  sind  aber  auch  die  drei  iibrigen  fixiert,  insofern  sie  sich  aus 
den  aeht  gleichberechtigten  Gestalten  jener  ersten  Modulform  zusamnaen- 
setzen  lassen:  Es  giebt  demg&nass  hochstens  ein  absolut  mr  7ten  Stufe  ge- 
Jwrendes  quaternares  Modulsystem  der  Dimension  —  1 ,  und  dieses  wird 
uns  nun  ftiatsdchlich  durcli  die  EntwicMungen  (2)  -p.  355  geliefert,  wenn 
wir  die  quadratische  Form  (1,  7?  14)  m  Gnmde  legen.  Die  1.  e.  ge- 
brauchte  Bezeichnungsweise  mogen  wir  zur  besseren  Untersclieidung 
jetzt  so  modificieren,  dass  wir  B«a  ftir  Ao-  schreiben;  fur  diese  Moduln 
B  haben  wir  dann  die  Darstellungen: 


(1)  ^^—Zr         7          >     6= -a  (mod.  7). 

«2  ^ 

Die  Anfangsglieder  der  Entwicklungen  nach  ansteigenden  Potenzen  sind: 


BO  =  !T 


If  t4  (2 


Das  Verhalten  der  Ba    gegenuber   den   Substitutionen  S  und   T 
berechnet  man  miihelos  aus  den  allgemeinen  Ansatzen;  wir  finden: 


(4)(^) 


B0'  =  B0  +  2B, 
B/  =  BO-  +  (s2 
B/  =  B0  +  (e 
B'  =  B 


2B2  +  2B 

6)  Bt  +  (s 


4, 


Jo  T  (^4  +  *?}  B!  +  (e2  +  £5)  B2  +  (s  +  s6)  B4. 
Der  Vergleich  mit  I  p.  724  (4)  und  (10)  ergiebt,  dass  die  Ba  mit  den 
A«  confragredient  sind.    Die  bilineare  Combination 
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(5)  B0A0  +  BA  +  B2A2  +  B4A4 

nnserer  beiden  Systeme  wird  also  eine  ganze  Modulform  (  —  10)ter 
Dimension  erster  Stufe  abgeben,  sofern  wir  die  Aa  im  Sinne  des  Torigeii 
Paragraplien  als  Formen  der  Dimension  —  9  fixieren.  Der  Ausdnich 

(5)  wird  aber  geradegu  mit  Null  identiscli  sein,  demi  er  versehwindet 
bel  co  =  ioo. 

Da  B0  bei  co  =  ioo  von  Null  versehieden  ist?  so  besitzt  die 
Modulform: 

(6)  doB0  +  ClB1  +  c2B2  +  c4B4 

auf  .F168  insgesamt  viergeJm  mit  den  c  'bewegliclie  Nullpunkte.  Setzt  man 
demnach  die  Ba  zu  liomogenen  Coordinaten  des  Raumes  I23  von  drei 
Dimensionen  *),  so  werden  wir  als  Abbild  des  Polygons  FIGS  eine  Curve 
vierzehnter  Ordnung  C7U  dieses  Ranmes  erlialten?  die  durcli  168  aus  (3) 
und  (4)  zu  erzeugende  Collineationen  in  sieli  selbst  iibergelit. 

An  die  (714  des  BB  konnten  wir  naturlich  die  Formulierung  eines 
Galois'sclien  Problems  der  BQ;  kniipfen  und  demselben  (gerade  wie  in 
I  beim  Problem  der  Aa)  insbesondere  eine  Resolvente  achten  Grades  an 
die  Seite  stellen.  Auf  diese  letztere  mogen  wir  Mer  nock  ein  wenig 
ausfukrlicher  zuriickkommen.  Die  Form  B0  wird  sich?  als  von  un- 
gerader  Dimension,  bei  den  liomogenen  Substitutionen  der  zum  Trans- 
formationspolygon  F8  gehorenden  fs;  allgemein  zu  reden;  nur  erst  bis 
aufs  Vorzeichen  reproducieren;  dagegen  gehort  B02  der  liomogenen  fs 
im  absoluten  Sinne  an.  Indera  wir  das  Quadrat  von  B0  nocla  mit  dem 
Factor  —  7  versehen,  werden  die  acfat  gleichbereclbtigten  Gestalten 
dieser  Modulform  die  folgenden  sein: 

^  —  7B02, 

v  =  (B0  +  2^B,  +  2#>  B2  +  2^  B4)2. 
Da  die  y  der  Dimension  (  —  2)  angelioren  und  ganze  Modulformen 
sind,  so  wird  die  Gleichung  achten  Grades;  der  dieselben  genugen,  die 
Gestalt  aufweisen: 


Ini  letzten  Gliede  durften  wir  sofort  particular  $g£  ansetzen  und 
nictt  (&g^  +  ig%  A),  welches  die  allgemeinste  ganze  Modulform  erster 
Stufe  der  Dimension  —  16  ist;  denn  wir  wissen  vom  Eingang  des 
Paragraplien  herh  dass  die  Nullpunkte  des  Products  der  y  im  Aus- 
gangsdreieck  in  der  Ecke  J  vereint  liegen. 

*)  Gremass  der  gerade  erkarmten  Contragredienz  zu  den  A^  kdnBte  man  die 
Ba  auch  als  Ebenencoordinaten  im  Eaume  der  A^  interpretieren. 
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Die  Bestimiaung  der  numerisclien  Factoren  cc,  ft  etc.  in  (8)   1st 
ausserst  einfach.     Bei  &  =  ioo  wird  zufolge  (2)  und  (7): 


der  Ausdruck  unserer  Resolvente.    Substituiert  man  demnach  in  (8): 


so  muss  die  entspringende  Gleichung  init  (9)  identlscli  sein;  dadurch 
bestiniinen  sich  mit  einem  Schlage  alle  in  (8)  unbekannten  Coeffi- 
cienten  bis  auf  g.  Den  Zahlwert  von  g  aber  bereclmen  wir  leiclit 
durch  Zuhfilfenahnie  eines  weiteren  Gliedes  der  Reihenentwicklungeu. 
Ms  fertige  Gestalt  der  Eesolvente  acJiten  Grades  der  Ba  erlialten  wir 
solclt&rweise  : 


(10)    y*-^-Z-lg^+^-&.lg^-2^&^ 


Man  kann  fragen;  wie  sich  die  Beziehung  zwischen  der  Eesolvente 

(10)  und  der  in  I  p.  749  unter  (6)  angegebenen  Eesolvente  der  A  ge- 
stalten  mag.    Urn  dies  anzugeben?  wollen  wir  die  Modulform  B0  durch 
A0  nnd  g^  g%,  A  ausdrticken  und  halten  hierbei  zweekmassiger  Weise 
an  der  Fixierung  von  A0  als  einer  Form   (-(-  3)ter  Dimension  £est?  da 
eben   diese   Voraussetzung    der    citierten  Formel   (6)  in  I  p.  749    zu 
Grande  liegt.    Die  Beziehung  von  A0  zum  Hauptmodul  T  der  f8?  wie 
wir  ihn  in  I  p.  744  fixierten;  ist  alsdann: 

(11)  r  =  49AA04. 

Man  bemerke  nun;  dass  $2A0  :  B0  eine  zur  T8  gehorende  Function  ist, 
deren  Null-  und  Unstetigkeitspunkte  leicht  angegeben  werden  konnen. 
Es  liegt  n'amlich  ein  Unstetigkeitspunkt  der  Ordnung  zwei  (von  A0 
herriihrend)  bei  G>  =  0;  wo  T  ==  oo  ist;  zwei  Nullpunkte  je  von  der 
Ordnung  1  liegen  in  jenen  beiden  Punkten  J  von  F8)  die  auf  der  ge- 
schlossenen  F8  von  sechs  Elementardreiecken  umlagert  sind.  Die 
beiden  zugehorigen  Werte  r  bestimmen  sich  nach  I  p.  745  (3)  aus 
T2-}~  5T-f-  1  ==0.  Durch  leichte  Fortsetzung  der  Eechnung  findet  man 
unter  Benutzung  von  (11)  den  Ausdrucfo  von  B0  durch  A0;  g2  und  A 
in  der  folgenden  Gestalt: 


Endlich  kniipft  sich  an  die  Gleichung  (10)  und  die  Modulform  B0 
noch  die  folgende  Betrachtnng.  Aus  der  am  Anfang  des  Paragraphen 
gegebenen  formentheoretischen  Uberlegung  geht  hervor;  dass  es  bis 
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auf  eine  multiplicative  Ooustante  nur  eine  gauze  Modulforin  (  —  2/er 
Dimension  auf  FB  giebt,  namlieh  B02.  Verstehen  wir  nun  tinier  £<?/,  /e 
die  7t<m  Teilwerte,  so  gehort  aucli  die  Summe  (^?01  -j-  pfr3  -f-  $'?<&)  ini 
absoluten  Sinne  zu  Fs  *).  Dass  diese  Sunime  nun  niclit  identlscli  ver- 
schwinden  kann,  beweisen  wir  z.  B.  durcli  Hinweis  auf  ihre  Potenz- 
entwicklung  nach  r;  dieselbe  stellt  sleb.  namlieh  aus  (3)  und  (7))  p.  12 
nach  leichter  Zwischenrechnimg*  in  der  Gestalt  dar:  - 

(13) 

wobei  07  (m)  die  Smmne  aller  gegen  1  primen  Teller  der  Zalil  m  be- 
deutet.  Wir  seliliessen  demnaeh  oline  weiteres  auf  die  nachfolgende 
zwisclien  den  p-Teilwerten  und  dem  Modul  B0  lesteltende 


Mogen  wir  die  sich  tier  bietende  Gelegenheit  noch  eininal  zur 
Ableitung  eines  antJimetiscIien  Eesultates  benutzen.  Man  sehreibe  zu 
dem  Ende  die  Eeihenentwicklung  (1)  von  B0  in  die  Gestalt  urn: 

(15)  Bb-l 

wo  die  Paare  ganzer  ZaUen  |?  ^  keiner  einsehrankenden  Bedinguug 

zu.  unterwerfen  sind.     Statt  (15)  konnen  wir  aueh  sckreiben: 


(16)  B0  -          >  >     *     ,     x  =  y  (mod. 


a;,  ^ 


wobei  jedoah  jetzt  die  ganzen  Zahlen  $3  y  modulo  2  einander  con- 
gruent sein  sollen.  Die  Darstellung  von  B0a  nach  ansteigenden  Potenzen 
von  r  wiirde  daraufhin  die  nachfolgende  sein: 


*)  Die  Summe  der  unterschiedenen  Teilwerte  p  ,  wie  sle  1m  Texte  fur 
n  s=  7  vorliegt,  1st  ubrlgens  bereits  vor  longer  Zeit  von  Wei  era  trass  in  der 
Transformationstbeorie  gebrancht  worden;  man  sehe  namentllch  die  oben  bereits 
wiederholt  genannte  Dissertation  von  Hrn.  F.  Muller,  De  transforniatione  functio- 
num  ellipticarwm,  Berlin  (1867).  Es  ist  dortselbst  die  in  Eede  stehende  Summe 
mit  (jj  bezeiclinet,  und  es  werden  fur  eine  Reihe  niederer  Werte  n  die  GlelchuBgen 
(n  +  i)ten  Grades,  denen  G-t  geniigt,  wirklich  angegeben. 

**)  In  dem  dritten  jungst  erschienenen  (fragmentarisclien)  Bande  von  Hal- 
^hen's  ?JTraite  des  fonctions  elliptiques"  isfc  der  BehandluBg  der  7tm  Stnfe  ge- 
radezu  die  Gleicbung  achten  Grades  fur  die  auf  der  linken  Seite  von  (14)  steliende 
Form  zu  Grunde  gelegt.  Nennen  wir  diese  Form  (mit  Halphen)  #,  so  miisste 
durch  die  Substitution  y  ==  —  kx  die  Gleichung  (10)  des  Textes  in  die  Halphen'sclie 
Eelation  (15)  L  c.  p.  51  ubergehen;  die  Reclaming  bestatigt  diese  Beliauptung. 
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(17)  B02  = 


ledeutet  %(w)  <&'e  Ansahl  imterschiedener  soldier  Darstellungen 
von  4m  in  der  G-estalt: 

(18)  4m  =  xf  +  x^  +  ?2/i2  +  1^ 

dnrch  ganze  positive  oder  negative  ZaJilen  x,  y,  'bei  denen  x1  ^  yl  und 
also  audi  x^^y^  mod.  2  erfilllt  ist'*).  Der  Satz  aber,  der  sich  aus 
der  Identitat  (14)  hier  ergiebt,  ist  offenbar  der,  dass  die  so  gemeinte 
Anzdhl  (18)  der  Darstellungen  %(m)  immer  viermal  so  gross  ist,  als  die 
Swmme  der  gegen  1  primen  Divisoren  der  Zahl  m.  Man  wird  diese  Regel 
leicht  an  Einzelbeispielen  bestatigt  finden. 


Es  ist  uns  im  jetzt  beendeten  Kapitel  gelungen,  ftir  die  gesamten 
in  Bd.  I  studierten  Modulfunctionen  und  Modnlformen  analytisehe  Dar- 
stellungen zu  gewinnen.  Dabei  erwiesen  sich  in  den  Fallen  n  =  3, 
4,  5?  7  gerade  jene  Grossen  als  besonders  brauchbar;  die  wir  im  vor- 
aufgehenden  Kapitel  ganz  allgemein  fiir  beliebige  Stufenzahlen  definiert 
haben.  Indem  sich  also  diese  Grossen  im  Bereiche  der  niedersten 
Stufen  als  zweckmassig  bewaJart  haben?  werden  wir  mit  ihnen  aueh 
weiterHn  die  Aufgaben  des  functionentneoretischen  Grundproblems  zu 
losen  versuchen. 


*)  Dieser  mod.  2  hinzukommenden  Bedingung  werden  wir  bei  jedem  der 
Gleichuiig  (18)  genugenden  Quadrupel  ganzer  Zahlen  a?,  y  notigenfalls  dadurcli 
genugen  kdnnen,  dass  wir  WL  und  x^,  vertauaclien. 


Ftinftes  Kapitel. 

Die  Modnlsysteme  elfter  Stife          die  zngeliOrigen  Resolrenten 

elften  Grades. 

An  die  eben  beendete  Betrachtung  wiirde  sicli  der  Reihenfolge 
naeh  die  entspreehende  Behandlung  der  achten  und  neunten  Stufe 
sehliessen;  wir  gehen  auf  die  letzteren  indessen  niclit  besonders  ein,  da 
die  Verhaltnisse  bei  diesen  Stufen  zufoige  der  Entwicklungen  in  I 
leieht  von  den  Stufen  n  =  2;  3,  4  aus  beherrscht  werden  konnen;  und 
well  andrerseits  bereits  bei  Gelegenheit  der  ^-Teilwerte  (c£  p.  SO)  die 
wichtigsten  Moduln  for  n  =  8  und  9  ihre  anaiytische  Barstellung 
fanclen.  Aueh  die  zehnte  Stufe  lassen  wir  ausser  Betraeht;  dieseibe 
lasst  namllcn  eine  ganz  ahnliche  Beliandlung  zu,  wie  wir  sie  der  Stufe 
n  =  6  zur  Halfte  in  I?  zur  Halfte  in  §  10  des  vorigen  Kapitels  an- 
gedeihen  liessen.  Die  Stelle  der  Tetraederirrationalitat  bei  n  =  6  ver- 
tritt  dann  naturlich  fiir  n  ==  10  die  Irrationalitat  des  Ikosaeders  *). 

Dagegen  konnen  wir  bei  w=ll  infolge  der  ,,Einfachlieit"  der 
Gruppe  GBQQ  nicnt  wieder  an  voraufgegangene  Entwicklungen  niederer 
Stufen  anknupfen.  Hier  mtissen  wir  vielmehr  aufs  neue  einsetzen  und 
wollen  nunmekr  auf  Grundlage  der  Modulsysteme  des  dritten  Kapitels 
eine  ausfuhrliene  Theorie  der  elften  Stufe  entwickeln.  Im  Grossen  und 
Ganzen  wird  sich  dieseibe  an  die  Theorie  der  7ten  Stufe  anscMiessen, 
insofern  ja  die  Gruppen  G16B  und  {?660  ganz  ahnliche  Structuren  dar- 
bieten.  Aber  wir  werden  niclit  ein  System  der  $a  zu  discutieren  haben, 
wie  bei  n  =  7,  sondern  deren  drei^  und  der  fundamentalste  Unter- 
scliied  gegen  n  =  1  wird  der  sein?  class  bei  n  =  11  die  Gruppen  F127 
welche  von  den  halbmetacyclischen  (r55  herruliren;  niclit  mehr  zum 
Geschlechte  Null  gehoren,  sondern  p  =  1  naben. 

Was  die  friiheren  Arbeiten  betrifft;  auf  welche  unsere  Darstellung 
zuruckgeht?  so  sind  hier  wieder  die  Abhandlungen  von  Klein  iiber 


*)  Vgl.«ubrigens,  was  die  analytisclien  Darstellungen  der  Modulfunetionen 
zelmter  Stufe  angeht,  das  7te  Kapitel  in  der  bereits  p.  159  genannten  Dissertation 
des  Herausgebers. 

Klein-Pricke,  Hodnlfanctiozieu.  H.  26 
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die  elfte  Stufe  voranzustellen  *),  ansserdem  aber  1st  fiir  die  Resolvente 
zwolften  Grades  die  In  Bel.  32  der  Math.  Ann.  veroffentlichte  Arbeit 
Ton  Kiepert  liber  die  Transformationstheorie  zu  nennen***).  Hr.  Kie- 
pert liat  daselbst  rait  Hulfe  transformierter  Moduln  die  Resolvente 
zwolften  Grades  zum  ersten  Male  in  functionentheoretiseher  Gestalt 
vollstandig  entwickelt.  Die  Resultate  der  Herren  Klein  und  Kiepert 
werden  nun  hier  durch  den  Herausgeber  in  einer  nicht  unwesentlieh 
durchgebildeten  Gestalt  gegeben.  Es  war  erstlich  der  gi^ossere  Reich- 
turn  der  von  Kap.  3  zur  Verfiigung  stehenden  analytisehen  Hiilfsmittel; 
der  die  Tlieorie  der  #a-Systeme  ausgiebiger  gestaltete:  an  Stelle  des 
einen  von  der  Function  ^  gelieferten  Systemes  za  treten,  wie  schon 
erwahnt,  drei  #a-Systeme,  wobei  die  gegenseitigen  Beziehungen  zwischen 
denselben  insbesondere  die  geonaetrischen  S*atze  fiber  die  zugehorigen 
Curven  scharfer  liervortreten  lassen.  —  Indessen  ist  zu  betonen,  dass 
die  Anfstellung  der  Resolvente  llten  Grades ?  welche  den  wichtigsten 
Zielpunkt  der  citierten  Untersuchungen  von  Klein  ausmachte,  durch 
das  von  den  ^  gelieferte  System  der  &a  in  erschopfender  und  ein- 
fachster  Weise  gelingt.  Ubrigens  erwahnten  wir  schon  in  I  p.  761,  dass 
Hr.  Klein  sich  das  eben  erwahnte;  zu  n=ll  gehorende  System  der  #« 
durch  ein  directes  functionentheoretisch-geometrisches  Schlussverfahren 
herstellte,  worauf  erst  spater  die  einfache  analytische  Ausdrucksform 
dieser.  za  durch  ^  hervortrat.  —  Des  ferneren  ist  es  die  consequente 
formentJieoretiscJie  Sehlussweise,  die  im  Verlaufe  des  Kapitels  liberal] 
vom  Herausgeber  zur  Verwendung  gebracht  wurde.  Was  hierdurch 
zu  gewinnen  ist?  hat  sich  in  hervorragender  Weise  bei  Ableitung  der 
functionentheoretisehen  Gestalt  der  Resolvente  zwolften  Grades  gezeigt. 
Wahrend  nanilich  ohne  die  Zuhlilfenahme  formentheoretischer  Uber- 
legung  die  enclgliltige  Gestalt  jener  Resolvente  nur  unter  einem  sehr 
bedeutenden  Aufwande  numerischer  Rechnungen  festgestellt  werden 
kann7  schrankt  man  solche  Rechnungen  bei  zweckmassig  geleiteten 
formentheoretischen  Schliissen  auf  ein  sehr  geringes  Maass  ein.  — 

§  1.  Einfahning  der  drei  Modiilsysteme  2a  von  ( —  2jter  Dimension. 

Da  11  mod.  4  mit  3  congruent  ist,  so  kommen  fur  die  Modul- 
systeme  ( —  2)ter  Dimension7  mit  denen  wir  hier  beginnen,  sowohl  die 

*)  Vgl.  Eamentlich  Math.  Ann.  Bd.  15  ,,Uber  die  Transformation  elfter  Ord- 
nung  der  dliptisclien  Functioned  (1879);  fiir  die  formentlaeoretische  Eesolvente 
12ten  Grades  kommt  ausserdem  der  bereits  p.  81  erwahnte  Brief  von  Klein  an 
Brioschi,  9 fiber  Multiplicatorgleichungen",  in  Betracht. 

**)  Uber  die  Transformation  der  elliptiscfien  Functionen  bei  zmammengesetstem 
Transformationsgrade  (1887). 
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Ansatze  (3)  p.  355  wie  aueh  (2)  p.  357  zur  Geltung.  Jene  liefern 
Systeme  zu  je  fiinf  Moduln  #a?  welehe  direct  zur  elften  Stufe  gelioren; 
die  vom  anderen  Ansatze  gelieferten  0a  sind  erst  dureh  den  Factor 
I/A  zu  Moduln  elfter  Stufe  zu  normieren.  Wollen  wir  uns  nun  gleieh 
durch  eine  sehon  oft  benutzte  tlberlegung  die  Gesamtheit  der  Her 
znoglichen  ^-Systeme  ( — 2)ter  Dimension  veranscliauliclien. 

Sollen  die  8a  absolut  zur  elften  Stufe  gehoren,  so  sclireiten  ihre 

_L  £. 

Entwicklungen  nach  ganzen  Potenzen  von  r11  fort;  und  es  sei  r11  die 

niederste  hierbei  eintretende  Potenz.  Alsdann  hat  das  einzelne  8a  in 
den  60  Punkten  c  von  FGGQ  je  &  Nullpunkfce,  so  dass  zufolge  der  Di- 
mension der  8a  noch  (110  —  60<?)  freie  Nullpunkte  bleiben.  Man  sielit 
liier  sofort:  Es  ist  nottvendig  @  ==  1,  so  dass  cs  nur  ein  System  dieser 
Art  geben  Jzann,  tvelcJics  alsdann  nocli  funfgig  teivegliclie  Jsullpunld-e  auf 
FQQQ  cLufweist.  Wir  wollen  die  Moduln  dieses  Systems  zum  Dnterschiede 
von  zwei  anderen  sogleicn  zur  Sprache  kommenden  Sy«temen  durct. 
^js)  bezeichnen;  dieselben  werden  uns  thatsadilich  geliefert,  wenn  wir  die 
Ansafae  (3)  p.  355  fiir  die  quadratisclie  Form  (17  11,  33)  spedalisieren. 
Wir  geben  tier  einige  Anfangsglieder  der  Potenzentwicklungen  an? 
wobei  wir  als  untere  Indices  a  der  &!^ ,  gerade  wie  bei  n  —  1 ,  die 
funf  quadratisclaen  Eeste  von  11  gebrauclien: 


(i) 


**  -  +  ^. 

Die  Moduln  £a  eines  zur  elften  Stufe  nur  erst  adjungierten  Systems 
werden  Potenzentwicklungen  nach  r^  zulassen,  und  indem  wir  jetzt 

or 

wieder  r^  die  niederste  wirklich  auftretende  Potenz  nennen?  wird  6 
eine  ungerade  Zahl  >  1  sein.  Hier  liegen  dann  insgesamt  30  #  Null- 
punkte  in  den  Punkten  c  von  jF660  fest,  so  dass  deren  noch  (110  — 30tf) 
frei  bleiben.  Die  einzigen  zulassigen  Werte  sind  hiernach  0  =  1  und 
a  =  3,  In  gewohnter  tjberlegung  ziehen  wir  hieraus  den  Schluss? 
doss  es  nur  ein  System  mit  6  =  3  geben  Ikann;  wir  nennen  es  &£$  und 
merken  gleieh  an;  dass  eine  lineare  Verbindwg  dieser  0M  nocU  zwanstig 

26* 
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lewegllche  Nutypunkte  auf  -F660  aufweisen  wird.  Dem  gegeniiber  mag 
es  unendllch  viele  #tt-Systeme  rait  (?  =  1  geben;  aber  dieselben  miissen 
doeh,  was  man  leicht  erkennt,  in  dem  einfachen  Zusammenhange 
stehen,  dass  sie  die  am  einem  miter  ihnen  und  dem  System  der  8®> 
linear  combiniert  werden  Jconnen.  In  diesem  Sinne  werden  wir  behaupten, 
dass  es  nur  ein  wesenttich  neues  System  der  #a  mit  tf  =  1  geben  Jcann, 
ivelchem  illrigens  SO  freie  Nutyninkte  auf  F6QQ  eigen  sein  werden;  das 
hiermit  geineinte  System  nennen  wir  &^  und  werden  jetzt  &W  und 
0J25  thatsachlich.  lierstellen. 

Indem  wir  die  Eeihen  (2)  p.  357  fur  die  quadratische  Form 
(2,  22;  66)  bilden?  kommen  wir  zum  System  der  0J&]  wir  berechnen 
fur  diese  Moduln  0^  folgende  Anfangsglieder: 


_  2 

_  2 


2      ^*   1  —  3r  +   *    +  5r3  - 


(2) 


I 

Nach  den  beziiglichen  Bemerkungen  von  p.  353  haben  wir  hier  mit 
dem  dureh  ^  darstellbaren  #a- System  zu  thun.  Der  Vollstandigkeit 
halber  mogen  wir  die  betreffenden  Ausdriicke  hier  herstellen,  wobei 
wir  jedoch  den  unteren  Index  a  ausnahmsweise  die  Zahlenreihe  1;2; ...?  5 
durchlaufen  lassen;  es  ist  alsdann: 

'%~rt  S/T 


_ 
(3)  0a  =  (—  IV+i.  2<l—  'I/A  •  r22  ^  (aojjr,  r11). 

'        ^2 

Um  jetzt  letzten  Endes  no  eh  das  in  Aussieht  genommene  System 
&(®  zu  bilden,  erinnern  wir  uns;  dass  wir  fur  n  =  8  A  -j-  3  bei  den 
auf  die  Falle  ungerader  p  beztiglichen  Untersuchungen  des  Kapitels  3 
(cf.  p.  347)  jeder  einzelnen  in  Betracht  komrnenden  Olasse  quadra- 
tiselier  Formen  drei  unterschiedene  Individuen  zu  entnehmen  hatten. 
Andrerseits  konnten  wir  auch  bei  einer  einzelnen  Form  bleiben,  mussten 
dann  aber  immer  noeh  jene  beiden  besonderen  Arten  von  Reilien  bil- 
den;  welche  durch  die  Formeln  (5)  und  (6)  p.  347  gegeben  sind.  In 
dieser  letzteren  Weise  verfahren  wir  jetzt,  bilden  uns  also  die  in  (2) 
p.  357  allgemein  definierten  Reihen  wieder  fur  die  eben  bereits  be- 
nutzte  quadratische  Form  (2?  22^  66);  nun  jedoch  unter  Obacht  auf  die 
Summationsbedingungen  : 
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(4)  g  =  —  a  (mod.  11),     £  +  n  =  1  (mod.  2). 

Dann  treffen  wir;  was  wir  hier  naturlich  nicht  ins  elazelne  durch- 
rechnen,  gerade  auf  ein  Modulsystem,  wie  wlr  es  oben  zf®  nannten; 
inerken  wlr  uns  vor  allem  fur  dasselbe  noeli  die  Anfangsterme  an: 


(5) 


20r 


-26, 


Endlich  leiten  wir  aucli  gleieh  das  Verhalten  unserer  drei  Modul- 
systeme  bei  Ausubung  von  S  nnd  T  ab,  wie  es  sich  aus  den  frfiheren 
Regeln  unmittelbar  ergiebt.  Mogen  wir  flir  die  beiden  ersten  Sjsteme 
,0(1)  }  g&)  9  nachdem  wir  sie  normiert  haben^  die  Bezeichnung  brauchen: 

(6)  &,-*.)/  A, 

so  sind  jedenfalls  die  Leiden  Systeme  der  %a  von  der  Dimension  —  8  mit 
einander  cogredient  Da  uamlicli  far  sie  beide  die  in  Eap.  3  mit  p  be- 
zeiclinete  Zahl  einfacli  gleich  1  1st,  so  sckreiben  wir  aus  (1)  und  (2) 
p.  313  ab: 


ta  =  f  £a  - 


Wir  Iiaben  hierbei  als  drifcte  Substitution  U  gleicb  eine  solche  hinzu- 
gesetzt;  die  mod.  11  mit  ('  .  J  congruent  1st;  dieselbe  wird  bei  spa- 

teren  Eecttnungen  vielfach  zur  Benutzung  konimen.  Das  System  der 
Za^  steht  ftir  sich ;  fiir  dieses  namlich  ist  die  Zahl  jp  =  2;  und  2  ist 

quadratischer  Nichtrest  von  11.  Urn  die  #ft(3)~Substitutionen  zu  erhalteny 
haben  wir  demzufolge  in  (7)  s  durcb.  s2  zu  ersetzen$  wir  finden  so  fur 
S  und  T: 


(8) 


#99 
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Hier  ergiebt  der  Vergleicli  mit  (7),  dass  unser  drittes  Modulsystem  in 
der  EeiJwnfolge  04?  019  £3?  $Q,  %  mit  den  g«  in  Hirer  urspriinglicJien  An- 
ordnimg  contragredient  ist  Die  bilineare  Verbindung: 


wobei  die  g«  eines  der  beiden  Systeme  vorstellen,  die  0a  aber  das 
dritte  System.  #  W;  wire!  demgeinass  eine  ganze  Modulform  ersfer  Stufe 
abgeben;  dieselbe  muss  aber  identiscL  Null  sein;  da  sie  bei  CD  =  ioo 
Terschwindet  und  zur  Dimension  —  10  gehort.  Es  ist  also  jedes  der 
"beiden  Systeme  der  £a  an  das  System  der  ga  =  ^j3)  durcli  die  Identitdt 
gebwiden: 

(9)  *&  +  *jgb  +  *&  +  %?4  +  ^461  =  0. 

Wollten  wir  ubrigens  In  (9)  die  Eeihenentwicklungen  (1)  und  (2)  bez. 
(5)  eintragen;  deinnaclist  aber  wieder  nach  ansteigenden  Potenzen  von 
r  anordnen;  so  mussten  alle  Coeffieienten  der  so  entspringenden  Reihe 
identiscli  Null  sein.  Indem  wir  diese  Reclaming  thatsaclilich  dnrch- 
fiihren;  erhalten  wir  Bestatigungen  flir  die  Richtigkeit  der  In  (1)?  (2) 
und  (5)  angegebenen  Entwicklangscoefficlenten, 

§  2,     Von  der  ATifstellung  der   algebraisclien  Belationen  zwiscken 

den  $a.     SpeeialfoetraelitTang  der  #£  . 

Die  Frage  nach  den  algebraischen  Relationen?  welche  fur  die 
Moduln  eines  einzelnen  Systems  gelten;  ist  bei  n  =  ll,  wie  auch  sonst 
stets,  einer  systematischen  Auflosung  fahig.  Man  wird  bei  der  Problem- 
stellung  vorab  die  Dimension  v  angeben,  welclae  die  gewtinschten,  in 
den  0a  selbstYerstandlieli  homogenen  Relationen  aufweisen  sollen.  Man 
wird  dann  in  erscMpfender  Weise  gleidi  nacli  den  gesamten  linear-unab- 
Mngigen  Relationen  ^ten  Grades  gwischen  den  #a  fragen,  die  wir  alsdann 
spdterMn  geometriscli  als  ebenso  viele  linear  -unaWicingige  FlcicJien  deuten 
mogen,  auf  deren  jeder  die  migeJiorige  Curve  der  ^  gang  gelegen  sein 
tviirde.  Die  linke  Seite  einer  solclien  Relation  f(^ft)  =0  kann  man  aber 
immer  derart  gebildet  annehnaen,  dass  sicli  dieselbe  bei  der  Operation 
8  bis  auf  eine  bestimmte  Binheitswurzel  reproducieri  Wurde  namlich 
f(0Cf)  in  mehrere  Bestandteile  zerfallen,  die  bei  8  verscldedene  11*° 
Einteitswurzeln  annehmen.,  so  iiatte  man  offenbar  jeden  dieser  Be- 
standteile fur  sicli  gleich  Null  zu  setzen.  Bei  dieser  Sachlage  sclilagen 
wir  zur  Auflosung  unserer  Frage  den  nachfolgenden  Weg  ein: 

Wir  bilden  uns  erstlich  alle  a/-gliedrigen  Produete  der  #a  und 
ordnen  sie  in  elf  Classen  an;  je  naeh  der  lltea  Einheitswurzel,  die  sie 
bei  Ausubung  von  8  als  Factor  annelimen.  Die  Olasse  vom  Factor 
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s°  =  1  steht  far  sicli;  die  ubrigen  zelin  Classen  zerfallen  in  zwei  Ab- 
teilungen  zu  je  fiinf,  wobei  die  Classen  der  einzelnen  Abteilung  durch. 
die  Operation  U  in  einander  iibergefuhrt  werden,  Man  bilde  jetzt  aus 
den  #«-Producten  der  einzelnen  Classe  eine  iineare  homogene  Function 
mit  numerisclien  Coefficienten.  Diese  Function,  die  wir  gleich  wieder 
/'(XO  nennen  mogen,  stellt  eine  der  llten-  Stufe,  allgemein  zu  reden; 
adjungierte  ganze  Modulform  (—  2i>)ter  Dimension  vor  und  besitzt  als 
solche  auf  dem  Hauptpolygon  FBGO  die  Wertigkeit  llOv.  Von  den  110 v 
Nullpunkten  liegt  aber  eine  grossere  Reihe  in  den  Punkten  c  des  Poly- 
gons und  zwar  unabhangig  davon,  wie  wir  die  Coefftcienten  in  /"(/«) 
gewahlt  haben  mogen.  Man  wird  hierbei  zweckmassig  diejenigea  fiinf 
Punkte  c  fiir  sicli  betrachten;  welehe  von  den  Polygoospitzen  a)  =  ioo? 
U(ioo),  U'2(loo\  ...  herriihren,  und  von  ilinen  die  55  librigen 
Punkte  c  sondern.  In  den  letzteren  Punkten  zeigt  /"(*«)  ein  gleich- 
inassiges  Verbalten;  so  z.  B.  wird  f(?W)  in  jedem  der  in  Rede  stelienden 

55  Punkte  im  Grade  -^  verschwinden,  so   dass   nur  nocli  —   Null- 

punkte  tibrig  bleiben.  In  jenen  funf  vorausgenommenen  Punkten  c 
wircl  aber  im  allgemeinen  noch  ein  hoheres  Verschwinden  von  /*(#«) 
eintreten?  wie  man  solches  ini  Einzelfalle  imnier  leiclit  von.  den  Formel- 
gruppen  (1)  bez,  (2)>  (5)  §  1  aus  tiberblieken  kann. 

Die  bisherige  Uberlegung  galt?  wie  schon  bemerkt?  fiir  jede  be- 
liebige  Wahl  der  Coefficienten  von  /(,?*)•  Nun  niag  man  versuchen, 
diese  Coefficienten  derart  zu  particularisieren,  dass  mogliclist  viele  von 
den  riickstandigen  Nullpunkten  in  die  genannten  fiinf  besonderen 
Stellen  c  des  Polygons  zu  liegen  konimen.  Dies  ist  dnrcn  eine  solcte 
Wahl  jener  Coefficienten  anzustreben,  dass  in  den  Potenzentwieklungen 
von  f(2Ct};  f''03a)?  f^9a\  -  -  •  nach.  r  die  Anfangsglieder  mogliclist  zalil- 
reich  zum  Ausfall  gebracht  werden.  Gelingt  eine  solcJie  WaJil  der  Co- 
efficienten,  dass  die  Gesamtanmlil  der  NullpunMe  von  /\/ra)  in  den  Stellen 
c  den  Setrag  110  v  ubersteigt,  so  wird  dieses  /*UG)  anf  dem  Polygon 
offenbar  mit  Null  identisch  sein  milssen;  dabei  wird  /*(;?«<)  ==  0  gieich  % 
linear  -unabhangige  Relationen  in  sich  vereinen,  wenn  bei  der  ge- 
dacliten  Reclinung  %  Coefficienten  von  /*(*«)  ^^bestimnit  bleiben.  — 
Dass  wir  auf  diesem  Wege  aber  auch  zu  den  gesamten  Eelationen  vte11 
Grades  gefilhrt  werden  mussen,  wird  man  leiclit  iiberblicken. 

Jetzt  bemerken  wir  weiter:  Die  Wertigkeit  von  f\zj)  wachst 
proportional  mit  der  Zahl  v,  die  Zalil  der  £?a-Produete  der  einzelnen 
Classe ,  d  i.  die  Anzahl  der  in  f  (j?«)  zur  Verfugung  stelienden  Coeffi- 
cienten wacbst  aber  sehr  viel  sclmeller.  Man  wird  also  annebmen 
diirfen,  dass  Relationen  /(#a)  =  0  stets  angegeben  werden  konnen,  so- 
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bald  v  erne  gewisse  Grenze  libersteigt,  und  es  entspriugt  liier  insbe- 
sondere  die  Frage,  'welches  der  niederste  Wert  von  v  ist,  fur  den  es 
Eelationen  /"(#„)  =  0  gielt.  Haben  wlr  dann  einmal  Relationen  viQn 
Grades  /*(#„)  =  0,  f  0*«)  =  0,  ...  gewonnen,  so  wlrd  man  Gleichungen 
der  Grade  (y  +  1)  etc.  zwischen  den  &a  ja  aueh  schon  dadurch  ab- 
leiten  konnen,  dass  man  z.  B.  Verbindungen 


und  aknliche  hoheren  Grades  herstellt  *). 

Diese  allgemein  gtiltige  Uberlegung  erlautern  wir  jetzt  am  Modul- 
systern  ^«(1).  Da  diese  fiinf  Grossen  linear-  unabhangig  sind?  so  sei 
erstlicli  v  =  2.  Die  15  gtiadratiscfien  Verbindungen  der  8a  verteilen  sich 
aber  in  der  Art  auf  zehn  Classen,  dass  die  Classen  der  einen  Abteilung 
immer  zwei  #a  -Products  enthalten?  namlich  ^«2  und  #3a#9«,  wahrend 
die  Classen  der  anderen  Abteilung  nur  je  ein  Product  aufweisen.  Giebt 
es  also  iiberhanpt  quadratische  Identitaten  zwischen  den  Moduln  #a, 
so  werden  dies  die  funf  mit  ein  an  der  gleichberechtigten  sein: 

(1)  a*«8  +  &*8«*9«  —  0**). 

Nimmt  man  aber  tier  a  =  1,  so  ergiebt  sieh  aus  den  Reihen  (2)  §  1; 
dass  die  beiden  Glieder  von  (1)  bei  cs  =  ioo  in  verschiedenen  Graden 
verschwinden;  die  Gleichung  (1)  kann  demnach  bei  nicnt-yerscliwin- 
denden  «,  &  nicht  identisch  bestehen,  und  also  folgt:  Zwischen  den 
filnf  Moduln  8^  gidbt  es  Jceine  algebraische  Belationen  zweiten  Grades. 

Die  35  aibisclien  Verbindungen  der  sa  liefern  erstlicli  die  funf 
Products  0c?£$u  fur  die  Classe  Tom  Factor  a°  =  1;  und  wir  haben 
also  die  Existenz  yon  Eelationen  der  Gestalt: 

(2)  ^^3  +  C&**Q  +  %%2%  +  C6062J8f4  +  C^20l  =  0 

zu  discutieren.  Bei  co  =  i  oo  verschwindet  aber  das  Tierte  Glied  yon 
(2)  in  geringerem  Grade  als  alle  tibrigen  Glieder,  so  dass  in  der  Iden- 
titat  (2)  notwendig  c5  =  0  ist.  Man  wende  nun  auf  (2)  die  Substitution 
U  an  und  findet  durct  die  namliehe  Uberlegung  cd  =  0  u.  s.  w.  Es 

*)  Dass  es  lilbrigens  immer  eine  endttclie  Zahl  von  unabhangigen  Eelationen 
/YJa)  =  Oj  /'(^)  =  0T  ...  (unterscMedener  Dimensioned  v)  giebt,  vermoge  deren 
alle  ubrigen  Eelationen  nacn  Art  des  Textes  mit  Hulfe  ratlonaler  ganzer  Ver- 
bindungen g}  g  s  ...  in  der  Gestalt 


darstellbar  sind,  hat  Hr.  Hilbert  bewiesen;  man  sehe  dessen  bez.  Abhandlung  in 
den  Matkem.  Annalen  Bd.  36  (1889). 

**)   Wir  sckreiben  hier  statt  fa  iiberall  kurz  za  ,  damit  man  die  Eeihenent- 
wicklnngen  (2)  §  1  unixdttelbar  einsetzen  kann. 
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giebt  also  keine  Relation  (2)  mit  nieht-ver  sell  wind  end  en  cu.  Die  tibrlgen 
30  eubiscten  Verbindungen  der  $a  verteilen  sick  zu  je  drei  auf  die 
zefan  Classen  der  beiden  Abteilungen^  und  wir  finden  von  ihnen  aus? 
dass  etwa  nocli  besteliende  cubisclie  Identitaten  elne  der  Gestalten: 


C^a^cAa  =  0, 
+  02&*^5flr#9a  —  0 

aufweisen  mtissten.  Aber  es  zeigt  sich  wieder  leiclat  durcli  Untersuchuug 
bei  G)  =  ioo?  dass  keine  dieser  Gleiclrangen  mit  nieht-versehwiiidenden 
a,  ~b?  c  identiseh  erfullt  seln  kann.  Also  der  Satz:  Es  giebt  filr  die  $al) 
aucfi  "keine  algebraisclie  "Relationen  dritten  Grades. 

Bigtiadratische  Relationen  zwischen  den  ^«  exlstleren  nun  aber 
wirklicli-,  wir  brauchen  dieselbea  gar  nicht  in  der  bisherigen  syste- 
matischen  Weise  abzuieiten,  sondern  konnen  sie  aus  der  Gleieliung  (9) 
p.  314  abschreiben,  welcbe  wir  seinerzeit  ganz  allgemein  ftir  die  durcli 
die  ^-Function  darstellbaren  #a  bewiesen  haben.  Wir  setzen  in  der 
eit.  Relation  die  vier  Zalilen  oc1?  a2,  «3;  %  erstlicli  der  Reihe  nach  mit 
0?  «?  2#,  Sa  identiscli?  indem  wir  unter  a,  wie  immer^  einen  beliebigen 
quadratischen  Rest  von  11  verstelien.  Man  erlmlt  so  em  ersfes  System 
von  filnf  gleicHberecMigten  liquadratischen  Identitaten  der  sa: 

(3)  £a*Zte  +  4«-24«  +  &<*£<*  =  0. 

Man  seize  zweitens  die  ai  der  Formel  (9)  p.  314  mit  0,  1,  2,  4  der 
Reihe  nacli  identiseli,  und  erlidlt  ein  mdtes  System  wn  filnf  gleicJi- 

~berecfatigten  'biqiiadratisclien  Melaiionen: 

(4)  ^«2^5a^9a  +  ZafatSla  -  ^3a^5w^9a  =  0. 

Ferner  kniipfen  wir  an  die  Relationen  (4)  die  fblgende  Rechnung.  Die 
linke  Seite  von  (4)  nennen  wir  Ji(^a)  nnd  bemerken?  dass,  7i(#a)  zur 
Classe  vom  Factor  £10"a  gehort  Man  definiere  nun  /*(#«)  dnrch: 

(5)  SZahfya)  +  J?9«^  faj  =  2it  f  (0«), 

Da  zufolge  leichter  Rechnung  die  linke  Seite  von  (5)  den  Factor  #a 
besitzt?  so  wird  f(0a)  wieder  eine  ganze  tomogene  Function  vierten 
Grades  der  8a  yorstellen,  und  zwar  nimmt  dieselbe  bei  Ausiibung  der 
Substitution  S  den  Factor  £3"a  an.  Da  aber  die  linke  Seite  von  (5) 
identiscli  verscliwindet,  so  gilt  dasselbe  von  /*(#<*),  so  dass  wir  die 
ferneren  filnf  gMchlerechtigten  Uquadratischen  Eelationen  erhalten: 

(6)  ^3oj^4a  +  ^4a^9a  -  &4a&5a%Sa  "F"  ^a^Sa^a^Qrt  =  0. 

Die  funfzektt  Relationen  (3),  (4),  (6)  verteilen  sich  so  auf  die  zehn 
Classen,  dass  immer  nur  die  einzelne  Relation  (3)  mit  der  zu  dem  gleiclien 
a  gehorenden  Relation  (6)  einer  und  derselben  Classe  angeliori  Diese 
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zwei  Eelationen  sincl  aber  sicher  von  einander  linear-unabhangig,  und 
da  linear  -abh'angige  Relationen  offenbar  derselben  Classe  angehoren 
mflssen,  so  folgt  als  Eesultat:  Die  fiinfeelin  Gleichungen  (3),  (4);  (6) 
stellen  ein  System  linear-unaWiangiger  Eelationen  vierten  Grades  dar?  die 
zwisdien  den  Moduln  0a  des  ersten  Systems  lestehen*). 

Fernere  Eelationen  fur  die  $  betrachten  wir  nicht  mehr  besonders. 


§  3.    Die  ziir  6r660  gehorenden  invarianten  Verbindungen  der  # 
deren  Bezietmng  zti  den  Modulformen  erster  Stufe  g^  g3)  A* 

In  der  Theorie  der  7ten  Stufe  (I  p.  733)  wurden  mehrere  gauze 
lioniogene  Functionen  der  damaligen  $a  gebildet,  welche  die  Eigen- 
scnaft  batten,  bei  den  168  Substitutionen  jener  #a  nicht  nur  deni  Werte, 
sondern  aucli  der  Gestalt  nach  unver'andert  in  sicli  uberzugehen.  Es 
ist  die  Frage,  ob  wir  aucn  bei  der  llten  Stufe  aus  den  5  7?Variabelen" 
8a  oder  ^a  analoge  Verbindungen  herstellen  konnen;  die  wir  als  In- 
varianten  der  G-ntjppe  G-6eQ  zu  bezeiclmen  hatten.  Setzen  wir  spaterhin 
in  einer  einzelnen  solchen  Invariante  fiir  die  Variabelen  entweder  die 
£«  eines  der  beiden  Systeme  oder  die  ^  ein;  so  miissen  die  derart 
gebildeten  Ausdriicke  (als  Functionen  von  co1;  CDS)  entweder  identisch 
verscbwinden  oder  ganze  Modulformen  erster  Stufe  darstellen. 

Fiir  eine  systematisehe  Ableitung  der  in  Rede  stehenden  In- 
varianten der  G-QQQ  konnen  die  Gesichtspunkte  des  vorigen  Paragraphen 
verwertet  werden.  Soil  die  Invariante  nomogen  von  der  Dimension  v 
in  den  $a  sein?  so  wird  man  immer  nur  die  v-gliedrigen  ^-Producte 
jener  einen  fur  sicli  stehenden  Classe  heranzielien,  die  gegentiber  S 
invariant  sind.  Die  fraglichen  Producte  bringe  man  alsdann  in  eine 
solcbe  lineare  Verbindung,  dass  immer  in  funf  durcli  U  auseinander 
hervorgenenden  Produeten  Syrnmetrie  stattfindet.  Die  weitere  Entwick- 
lung  wird  man  dann  zweckmassig  durch  formentheoretische  Betracli- 
tungen  im  Anschluss  an  das  Transformationspolygon  JP12  kiirzen.  Wie 
diese  anzustellen  sind,  zeigen  wir  sogleich  an  ein  em  Beispiele. 

Gegentiber  S  invariante  ^^-Producte  traten  zuerst  bei  v  =  3  auf, 
und  zwar  gab  es  dort  die  funf  Producte  0a203«.  Es  kann  demnach 
hochstens  die  eine  Invariante  dritten  Grades: 

(1)  <D(*0)  =  s*^  +  £32%  +  et»e>  +  gfa  -f-  sfa 

existieren.     Statt  nun  immittelbar  zu  untersuchen,  ob   cj)(^)  wirklich 

*)  Die  fanfzelin  biqnadratischen  Relationen  zwischen  den  Moduln  des  ersten 
Systems  der  $a  wurden  von  Hrn.  Klein  in  Bd.  15  1.  c.  durch  directe  Betrach- 
tangen  zur  Ableitung  gebracht. 
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auch  gegeniiber  I  invariant  ist,  was  eine  etwas  umstandliche  Rech- 
nung  erfordern  wurde?  gehen  wir  den  folgenden  indirecten  Weg.  Man 
setze  in  (1)  insbesondere  die  $?  ein  und  hat  alsdann  in  <t>  (ga  )  eine 
deni  Polygon  F12  adjungierte  Modulform  (— 6)£er  Dimension.  Da  aber 
die  tftt  durch  Multiplication  mit  ]/A  zu  Moduln  llter  Stufe  werden, 
so  ist  der  Quotient  <fr  (4f  )  :  I/A  eine  zurn  Polygon  F12  gehorende 
Function.  Man  rechnet  nun  vermoge  (2)  p.  404  sofort  aus;  class  die- 
selbe  bei  ®  =  zoo  den  Wert  8  annimmt,  so  class  sie  nur  noch  in  der 
anderen  Spitze  co  ==  0  von  Fn  unendlich  werden  kann.  Hier  aber 
liegt  far  jedes  einzelne  $  ©in  Nullpunkt  der  Ordnung  -| ,  £iir  <t>(^j 
also  entweder  ein  solcher  der  Ordnung  f  oder  1^7  was  aus  der  Wertig- 
keit  6  von  4>  sofort  folgt.  Da  aber  ]/A  an  jener  Stelle  einen  Null- 
punkt  der  Ordnung  ^  hat,  so  folgt:  entweder  bleibt  der  Quotient 
O  (si1*) '•  V  A  auf  -F12  uberall  endlieh,  oder  er  stellt  eine  einwertige 
Function  von  F12  dar.  Letzteres  aber  widerspriclit  deni  Umstande?  dass 
F12  das  GeschlecBt  p  =  1  hat,  und  also  entspingen  die  Relational: 

Werde  nun  0  (^  durch  T  in  *'  (^)  tibergefulirt,  so  bestelit  die  Glei- 
chung  cD(gtt)  —  O'(fa)  =  0  unabliangig  von  den  besonderen  Werten 
der  a>lf  co2 ;  aber  diese  Gleichung  muss  bereits  in  den  ta  Identisch  be- 

stehen?  da  wir  im  vorigen  Paragraphen  sahen?  dass  es  keine  cubische 
Relationen  zwischen  den  $  giebt.  Die  Form  4>(^«)  ist  also  wirldicli 
eine  Invariante  der  6rG60*). 

Durch   ahnliche  Betraclitungen  kann  man  zeigen,  dass  es  keine 

Invariante  vierten  Grades  der  Crm  giebt.  Aber  wir  liaben  jetzt  ein 
einf aches  Mittel,  eine  Invariante  funften  Grades  von  4>(^«)  zn  bilden. 
Wir  rechnen  uns?  wie  auch  schon  bei  friiheren  Stufen3  z.  B,  bei  n  =  7, 
einfach  die  0u  <t>  gelwrende  Hesse' scUe  Determinante: 

^     *4     0     0    %  ! 

0'      &     z      00' 

(3)  Y  (,-«)—    0     ^    A,     ^     0  ! 

0     0     ^    %    ^  ! 

^    0     0     ,%    st  \ 

aits  und  fmden  als  ex^liciten  Ausdruck  der  somit  gewonnenen  Invariante 
funften  Grades: 

(4)  V(«rB)' 


*)   Mag  erlaubt  sein,  bei  diesen  Satzen  tmter  der  allgemeiuen  Bezeiekuimg 
auch  die  normierten  Modnln  der  beiden  ersten  Systeme  mit  einzubegreifen. 
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Untep  Uragehung  der  naclistfolgenden  Werte  v  betrachten  wir 
jetzt  sofort  v  =  11.  Wir  konnen  hier  ahnlleh  verfahren,  wie  in  I 
p.  739  (4)  bei  Gelegenlieit  des  zu  n  —  7  gehprenden  Problems  der  A*. 
Man  bemerke  n'amlich,  dass  0a11  oder  auch  (2  ]/ll  #a)1:t  zum  llten  Tei- 
lungspolygon  gehort  (insofern  diese  Modulform  gegeniiber  8  invariant 
ist)  und  somit  durcH  die  Modulsubstitntionen  insgesamt  in  60  ver- 
scliiedene  gleiehberechtigte  Moduln  transformiert  wird.  Wir  werden 
uns  aus  der  Gestait  der  #a-Substitutionen  diese  60  gleichberechtigten 
Gross  en  leicht  herleiten  und  finden  nun  in  ihrer  Sunime  als  eine  &ur 

Grades  : 


(5)  x  (5.)  =  (»  i/H)-11  - 

10 


Man  hat  Bier  freilich  nocli  durch  eine  kurze  Reclirsung  zu  zeigen?  dass 
der  Ausclruck  auf  der  recliten  Seite  von  (5)  jedenfalls  in  den  $&  nicht 
identisch  Yerseliwindet  5  inwieweit  identisehes  Verscliwinden  in  <ol?  co2 
eintritt,  falls  wir  die  ^  mit  den  Moduln  eines  unserer  drei  Systeme 
§«7  8a  identifieieren,  werden  wir  gleicn  untersuchen.  — 

Wir  setzen  nunmehr  in  die  drei  gewonnenen  Lrvarianten  naeh 
einander  die  Moduln  der  drei  Systeme  ein  und  bringen  die  so  ent- 
stehenden  Ausdrucke  mit  den  Moduln  erster  Stufe  in  Beziehung.  Die 
Bedeutung  von  0  ($)  ist  bereits  in  (2)  angegeben.  In  V  ($)  ist  ein 
Ausdruck  definiert^  der  darcli  Multiplication  mit  yA  zu  einer  ganzen 
Modulform  erster  Stufe  (  —  16)ter  Dimension  wird;  wir  scliliessen  daraus 
in  gewohnter  Weise  auf  den  Ansatz: 

(6)  V(^)  =  aga_yA. 

Aber  die  Eeilienentwicklung  der  linken  Seite  von  (6)  weist  kein  Glied 
mit  der  Potenz  r$  auf,  so  dass  a  =  0  sein  muss.  Da  ferner  bei 
co  =  ioo  gegen  4l)  alle  tibrigen  ia  verschwinden,  so  ist  fiir  die  dritte 
In  van  ante: 

(7)  lim  X  (•»)  -  V  -  -  2"          X 


wie  man  leicht  naciweisen  wird.  Andrerseits  ist  X(^)  eine  ganze 
Modulform,  die  durch  Multiplication  mit  |/A  zur  ersten  Stufe  zuriick- 
gebracht  wird?  so  dass  sie  infolge  itrer  Dimension  und  der  Annaheruno- 
(7)  mit  {72A]/A  proportional  sein  muss.  Indem  wir  die  Eechnung 
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leiclit  zu  Ende  fiihren,  fassen  wir  die  fur  die  $  gewortBenen  Resul- 
tate  in  den  Satz  zusammen:  Die  drei  Invarianten  (1);  (3)?  (5)  der  6r660? 
gebildet  fur  die  Moduln  ££>  unseres  ersten  Systems,  geben  die  identisclten 
Eelationen  : 

(8)  <|>(^)  =  SA2?     Y(k)  =  0,     X(£.)  =  -213.3^A7. 

Die  Beziehung  des  ersten  Modulsystems  £a  mm  Hauptmodul  erster  Stufe 
J  gestaltet  sidi  also  wie  folgt: 


(9)  n         -  -  1728  J(»). 

Bei  dem  den  Formeln  (5)  p.  405  zugehorigen  zweiteo  Modulsystem 

der  t$  fallt  der  Ausdruek  von  X  (g«)  durch  g^  nnd  g%  ein  werdg  coni- 
plicierter  aus;  wir  schliessen  bier  leiclit  an£  den  Ansatz: 

(io)  XC^-CO^  +  J^^A', 

wo  sich.  die  beiden  Zahlen  a,  b  jedenfalls  nicht  wie  4  :  27  yerhalten, 
so  dass  auf  der  rechten  Seite  yon  (10)  eine  hohere  Potenz  von  A  als 
die  6te  nicht  auftritt.  Zur  endgiiltigen  Bestimmung  der  Formel  (10), 
die  wir  indessen  nicht  leisten,  wiirden  wir  also  zwei  Glieder  der  Eeihen- 
entwickliang  von  X  (£«)  notig  haben.  Einfaclier  werden  die  Ansdriicke 
fur  0  und  V;  wir  finden  fur  diese  beiden  Invarianten,  gebildet  in  un- 
serem  zweiten  Modulsystem  ta\  die  naclifolgenden  Darstelkingen  dwelt 


(11) 

woraus  sich  fur  J(&)  der  Ausdruek  im  gweiten  Modulsystem  £,&  ergiebt: 

(12) 


Endlich  verschwinden  beim  Modulsystem  je4  die  beiden  Invarianten 
<l>  und  Y  notwendig  identisch;  denn  sie  wiirden  sonst  ganze?  bei 
(Q  =  ioo  verscliwindende;  Modulformen  erster  Stufe  der  Dimension  —  ^6 
und  —  10  vorstellen;  insgesami  aber  finden  wir  fur  das  dritte  Modul- 
system der  $$  die  Melationen: 
(13)  d>(^)  =  0,  V(^)  —  0,  X(^)  =  —  &•&</&&. 

Zur  Darstellung  von  J"  dureh  die  ^  wurden  wir  also   noch  neue  In- 
varianten  der  l?660  heranziehen  miissen*).  — 


*)  Die  invarianten  Formen  ct>,  ¥,  X?  so  wie  die  specielle  Betrachtung  der- 
selben  fur  das  erste  Modulsystem  ^  (Formeln  (8)  und  (9)  des  Textes)  wurden 
von  Hrn.  Klein  bereits  a.  a.  0.  vollstandig  entwickelt. 
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§  4.   Von  den  geometrisehen  aebilden  20sten,  80sten  nnd  50sten  Grades 
im  Kaume  E4,  welche  den  drei  0a-Systemen  entsprecnen  *). 

Die  Foraeln  des  vorigen  Paragraphen  werden  In  neuer  Weise 
Yerstandlich,  wenn  wir  nun  in  gewohnter  Art  die  geonietrisehe  Deu- 
tung  der  £«  dls  liomogener  Coordinates,  eines  jRaumes  JB4  von  mer  Dimen- 
sionen  einfiihren.  Im  JB4  legen  wir  ein  beliebiges  aus  funf  linearen? 
nicht  durcli  einen  Punkt  gehenden  ;;Raunien"  gebildetes  Coordinaten- 
pentaeder  zu  Grunde  **)  uncl  bezieheii  auf  dasselbe  erstlich  die  Punkt- 
coordinaten  £i?  gs,  .....  Ihnen  reihen  wir  aber  im  Anschluss  an  die 
Contragredienz  des  dritten  Modulsysterns  zu  den  beiden  ersten  ?;Rauin^- 
coordinaten  an  (welck;  letetere  den  Liniencoordinaten  der  ebenen 
Geonietrie  und  den  Ebenencoordinaten  der  gewohnlichen  Raumgeometrie 
analog  gebildet  sind).  Diese  neuen  Coordinaten,  welche  particular  ge- 
wahlt  immer  einen  jm  JR4  gelegenen  linearen  Raum  fixieren;  sollen 
8  a  genannt  werden  nnd  so  bestinimt  sein,  dass  durcb  die  Gleichung: 

(1)  s&  +  *&  +  %$*  +  *&  +  *&  ^  0 

die  vereinigte  Lage  von  Punkt  (£«)  und  Raum  (#a)  angezeigt  ist.  Uben 
wir  jetzt  eine  Cfollineation  des  J?4  aus?  so  werden  sich  in  der  That 
die  #a  in  richtiger  Weise  zu  den  %a  contragredient  substituieren. 

Im  so  Yorgerlehteten  U^  sind  nun  zahlreiche  geometrische  Ge- 
bilde  zn  betrachten.  Die  Purikte  £a  =  ^  teschreiben  nach  §  1  eine 
eigenflicli  im  JR4  gelegene  Curve  C2Q  der  swwwigsten  Qrdnwig,  walirend 
in  entspreehender  Weise  die  Purikte  ta  =  S«}  eine  C80  der  acMzigsten 
Ordmmg  leschreiben.  Beide  Curven  sind  einfach  bedeckt  (wie  man  leicht 
beweist***))  und  also  gegenseitig  auf  einander  eindeutig  bezogen.  Nun 
aber  wird  die  Beziehung  der  (720  auf  die  080  bei  Austibung  der  660  Ool- 
liaeafcionen  der  (?660  nicht  gestort.  Wenn  wir  demnach  je  zwei  zuge- 
ordnete  Punkte  beider  Curven  durch  eine  Gerade  verbinden,  so  ent- 

*)  Die  Mer  und  im  folgendea  Paragraphen  gegebenen  geometrisclien  Ent- 
wicklungen  wolle  man  nnr  mehr  als  beilaufige  ansebea.  Diese  Betrachtungen 
verfolgen  den  Zweck,  die  Wechselbeziehung  zwischen  den  drei  ModulsystemeE 
der  &.  der  Anschauung  n'aher  zu  legen,  kommen  indessen  weiterhin  bei  der  Theorie 
der  Eesolventen  llten  und  lSten  Grades  nur  beilaufig  zur  Verwendung. 

**)  Wir  bezeicimen  hier  consequenter  Weise  die  durch  eine  einzelne  Gleidmng 
zwisclieii  den  Coordinaten  ^  dargestellten  ^fdf-dimensionalen  Gebilde  des  JK4 
schlechtweg  als  7,Raumeu.  Es  ist  diese  Terminologie  hier  durchfiihrbar,  weil 
•wir  eben  im  JK^  des  Textes  nur  mit  ein-,  zwei-  oder  drei-dimensionalen  Gebilden 
zu  thnn  haben. 

***)  namlich  aus  der  Verschiederifieit  der  660  £a-Substituticmen  und  der  ein- 
dewtigen  Abhangigkeit  des  J  voni  einzelnen  System  der  £a;  of.  (9)  und  (12)  §  3. 
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springt  aits  alf  diesen  Geraden  eine  ini  B4  gelegene  Regelflaclie,  die  durch 
die  660  Collineationen  der  6r6GO  in  sich  selbst  transformiert  wird. 

Man  kann  dlese  Regelflache  aucli  nodi  in  anderer  Welse  ent- 
stanclen  denken.  Wahlen  wir  namlich  xlf  2%  a^s  Parameter  und  "bllden 
die  fiinf  Moduln  llter  Stufe: 


(2)  Su-x^- 

so  werden  dieselben  selbstverstandlich  mit  den  f£\  d?  cogredient  sein? 
andrerseits  aber  bei  co  =  too  das  Verhalten  der  £[f  zeigen,  wie  man 
durch.  Vergleich  der  Formeln  (2)  und  (5)  §  1  findet.  Aus  letzterem  Um- 
stande  schliesst  man:  Bei  beliebig  fixierten  ^  werden  die  in  (2)  definierten 
£a  eine  C8Q  des  E4  "besclireiben,  ivenn  &  das  Polygon  JP660  iiberstreicht;  nur 
fiir  #2  =  0  tritt  an  Stelle  der  Cso  eine  C^0.  Aber  man  sieht  nun  sofort, 
doss  die  gesamten  so  erreicJibaren  Ourven  (780  gerade  die  oben  bescliriebene 
Hegel  flache  wieder  erseugen  tverden.  Es  entspringt  hier  die  Frage,  wie 
man  sich  geometrisch.  das  plotzliche  Zuriicksinken  der  Curvenordnung 
von  80  auf  20  bei  %  ==  0  zu  erklaren  hat.  Die  Antwort  ergiebt  sich 
fast  unniittelbar  aus  dem  Umstande,  dass  von  den  80  beweglichen 
Nullpunkten  der  aus  den  Moduln  (2)  zu  bildenden  linearen  Terbindung 
27  ca  £a  ini  Specialfall  x2  =  0  sechzig  in  den  Punkten  c  vom  Polygon 
FQQQ  fisicrt  werden.  Diesen  60  Punkten  e  entsprechen  auf  der  Regel- 
flache  ebenso  yiele  Gerade,  und  da  haben  wir  nun  den  Satz  auszu- 
sprechen:  Die  dem  Modulsystem  (2)  mgeordnete  Cm  tserfaltt  fllr  %  =  0 
in  jene  60  G-erade  und  die  Curve  020  des  Systems  ££1}  . 

Man  yeranschauliche  sich  daraufhin  den  Verlauf  der  Curven  Cso 
auf  der  Eegelflache.  Eine  jener  60  geraden  Linien  ist  diejenige  Penta- 
ederkante?  welche  der  durch  £x  =  0,  g5  =  0  dargestellten  wEbenea  des 
Coordinatenpentaeders  gegeniiberliegt.  In  der  Nahe  dieser  Linie  con- 
vergieren  alle  Curven  080  auf  der  Eegelflache  nach  der  Pentaedereeke 
gx  5  0;  £3  =  g9  ==•-•  =  0.  Aber  hierbei  schmiegen  sich  die  (780  mit 
kleiner  werdendem  M%  mehr  und  mehr  an  die  in  Rede  stehende  Gerade 
und  die  (720  an.  Bei  den  iibrigen  59  Geraden,  die  aus  der  ersteren 
durch  eine  in  der  Gr660  enthaltene  Ikosaeder-  6r60  hervorgehen;  gestalten 
sich  die  Dinge  ebenso. 

Schliesslich  entspricht  dem  dritien  Modulsysteni  0a  ein  #ws  c*01 
linearen  Bdumen  bestehendes  Gebilde  des  R4,  welcJies  den  developpabeln 
Fladien  der  gewohnlichen  Eaumgeometrie  parallel  gefien  wird;  wir  haben 
diesem  Gebilde  die  Glasse  50  zu  erteilen,  insofern  durch  jeden  Punkt 
des  E4  50  jenem  Gebilde  angehorende  lineare  Raume  hindurchgehen. 
Unser  neues  Gebilde  wird  nattirlich  gleichfalk  durch  die  660  Col- 
lineationen in  sich  selbst  iibergefuhrt  Der  dnszelne  lineare  Eauni  des 
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in  Rede  stehenden  Gelildes  sclmeidet  zufolge  der  Gleiclmng  (9)  §  1  die 
Eegelflaclie  (neben  weiteren  Sestandteilen)  in  derjenigen  geraden  Linie? 
welche  vermoge  der  gemeinsamen  IBezielmng  mm  Polygon  .F660  der  betreffen- 
den  Stelle  des  GeUldes  der  50sten  Classe  eindeutig  mgeordnet  ist.  Letz- 
teres  Gebilde  liegt  also  geradezu  perspectiv  zur  Regelflaclie,  auf  die  es 
eindeutig  bezogen  1st, 

§  5.     Durohsohnitt  der  Ourven  (720?  G8Q  imd  der  Regelfiaeiie  mit 
d©n  Baumen  <D(£)  =  0  und  Y(S)  =  0. 

Den  im  vorigea  Paragraplien  betrackteten  Gebilden  des  J?4  ge- 
sellen  wir  jetzt  den  durch: 

(1)  d>(6«)  — 0 

dargestellten  cuftiseJien  Eaum  hinzu?  der  gleichfalls  die  wichtige  Eigen- 
schaft  hat,  durch  die  660  Collineationen  des  E4  in  sich  selbst  uber- 
gefuhrt  zu  werden.  Beini  Durchsclinitt  des  Eaumes  (1)  mit  einer  der 
Curven  C80  oder  C20  treten  nun  tJberlegungen  in  Krafb,  wie  wir  sie  in 
Bd.  I  wiederliolt,  z.  B.  bel  n  =  7  (p.  696),  Terwendeten.  Soil  eine  ein- 
zelne  unserer  Curven  nicht  ganz  im  Kaunie  0  =  0  gelegen  sein?  so 
wird  letzterer  auf  der  Curve  ein  System  von  Punkten  ausschneiden,  das 
gegentiber  der  (?660  invariant  ist.  Eben  deshalb  muss  die  Anzahl  dieser 
Schnittpunkte  sieli  vermoge  ganzer,  nicht -negativer  Zahlen  a,  ($,  y,  d 
in  der  Gestalt  schreiben  lassen: 

(2)  660  *  +  330/3  +  220y  +  605, 

wobei  diejenigen  Punkte  der  Curve?  welche  in  den  drei  letzten  Gliedern 
von  (2)  gezahlt  sind?  die  wohlbekannte  specielle  Lage  auf  der  Curve 
haben  werden.  Es  wird  nun  die  (720  der  ^  von  0  =  0  in  60  Punkten 
geschnitten,  und  es  ist  sornit  in  (2)  «  =  ]S  =  y  =  0?  d=l  zu  nehmen^ 
da  doch  <t>  ($?)  nicht  identisch  Null  ist.  Der  Raum  (1)  schneidet  also 
auf  der  Gm  der  £«}  das  System  der  60  PunJtfe  c  aus9  was  ein  Blick  auf 
die  erste  Formel  (8)  p.  413  sofort  bestatigt;  denn  eben  an  diesen 
Stellen  der  C720  verschwindet  A.  Durch  dieselbe  Uberlegung  finden 
wir,  dass  die  080  der  ^  vom  Bamne  (1)  im  merfacli  gerechneten  (5  =  4) 
System  der  sechgig  Punkte  c  geschnitten  wird. 

Jetzt  aber  wolle  man  zur  griindlicheren  Erfassung  der  vorliegenden 
Verhaltnisse  denKaum  clJs^O  gleich  mit  der  Regelflache  der  £a~  Curven 
zutn  Durchschnitt  bringen^  und  hierbei  tritt  folgende  interessante  Be- 
trachtung  ein:  Iin  allgemeinen  ist  der  Ausdruck  O;  gebildet  fiir  das 
in  (2)  §  4  gegebene  Modulsystein  fa>  als  Modulform  der  ersten  Stufe 
mit  A2  proportional.  Da  aber  4>  yom  dritten  Grade  ist?  so  wird  es 
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drei  Special werte  filr  den  Quotienten  K±  :  %.2  geben,  fiir  welehe  das  in 
der  Begel  eintretende  Anfangsglied  mit  der  Potenz  r2  in  der  Entwick- 
lung  Ton  <!>  (£a)  ausfallt.  Wir  berechnen  fur  diese  Specialwerte  %  die 
eubisehe  Gleichung: 

(3)  8%3  —  GQxfxs  +  150  x^  —  117^23  =  0, 
welehe  aufgeldst  die  drei  versctiiedenen  Wurzeln  giebt: 

,  ,N  *!_  __  _s_      G  +  f"|/3  6  —  i T/5 

W  *2   ~  2  »       ~          2          >       ~~          2 

Man  wird  nun  schon  bemerkt  haben,  dass  diese  drei  Modulsysteme  £<* 
drei  identisch  versehwindende  4>  (§a)  geben  miissen;  und  dieses  Re- 
sultat  kleiden  wir  wiederum  in  den  geometrischen  Satz:  Der  Raum 
(1)  schneidet  auf  der  Hegelfldclie  drei  unterscliiedene  von  den  Curven  C80 
aus.  Irgend  eine  and  ere  C80  (sowie  auch  (720)  hat  mit  dem  Eaume  (1) 
nur  ihre  Punkte  c  gemeinsam.  Eine  einzelne  der  60  Geraden  c  (der 
Kegelflache)  hat  aber  mit  (1)  zufolge  des  eben  cursiv  gedruekten  Satzes 
an  der  betreffenden  Stelle  c  der  (780  drei  consecutive  Punkte  gemein- 
sam;  wahrend  sie  dock  andrerseits  den  Rauni  cl>  =  0  noch.  in  deni 
zugehorigen  Punkte  c  der  (720  schneidet.  Die  fragliche  Gerade  liegt 
demnach  ganz  im  Raume  <t>  =  0,  da  dieser  doch  von  einer  nicht  in  ihr 
gelegenen  Geraden  nur  in  drei  Punkten  geschnitten  wird.  Fassen  wir 
also  zusammen;  so  ergiebt  sich  bei  der  Art,  wie  die  Curven  C80  die 
Regelflache  liberlagern,  das  Resultat:  Der  vollstandige  DurcIiscJmiU  des 
Eaumes  cf>  =  0  mit  der  Eegelfldclie  lestefit  aus  drei  verscMedenefi,  durcJi 

(4)  festgdegten,  Curven  CSQ  im  Verein  mit  den  sedwig  geraden  Linim  c. 
Weiter  aber  folgt  hieraus:  Die  Eegelfldehe  lesiM  die  Ordnung  100*). 

Der  Eawn  funfter  Ordmmg  Y  =  0  wird  die  (720  der  gL1}  ganz  ent- 
halten  miissen,  da  es  auf  dieser  Curve  kein  invariantes  System  von 
100  Punkten  giebt  Andrerseits  lasst  sich  400  in  der  Gestalt  (2)  nur 
durch  «s=j3  =  0,  y  =  l,  $  =  3  darstellen.  Soil  also  der  Raum  ¥  =  0 
die  einzelne  Curve  C8Q  nicht  ganz  enthalten,  so  wird  er  auf  der  C80 
das  System  der  220  Punkte  5  einfach,  die  60  Punkte  c  aber  dreifach 


*)  Zur  Siclaerstellraig  des  eben  befolgten  SchlnssverfalireDS  beaclite  man, 
dass  keines  der  gefundenen  Selmittgebilde  von  Eegelflaclie  und  Eanm  0  =  0 
mehrfach  zahlt.  Dies  ist  fur  die  drei  Curven  080  ans  der  obigen  DednctloE  leicht 
erslchtlich  und  kommt  ubrigens  zum  uBmittelbaren  Ausdrack  durch  den  Umstand, 
dass  die  Gleichncg  (3)  des  Textes  keine  Doppelwurzel  hat  (man  vgL  dem  gegen- 
iiber  die  sogleich  nnter  (5)  folgende  Gleichung).  Sollfce  aber  eine  der  Geraden  c 
als  Schnitt  der  Eegelflache  mit  dem  Banme  <t>  =  0  mehrfacn  zahlen,  so  musste 
offenbar  der  Eanm  0  =  o  die  ganz  auf  der  Regelflaehe  gelegene  020  an  jener 
Stelle  c  mehrfach  schneiden;  das  aber  widerspricht,  wie  wir  schon  fanden,  der 
Thatsache. 

Klein-Fricke,  ModulfanetioneB.  II.  27 
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gezahlt  ausschneiden.  Die  betreffenden  Formeln  (8)  und  (11)  §  3  werden 
dlese  letzteren  Angaben  als  richtig  bestatigen. 

Urn  den  Schnitt  von  V  =  0  mit  der  EegelfTache  zu  untersuchen, 
bemerke  man;  dass  es  jetzt  fiinfWerte  %:%  giebt,  fur  welche  ¥;  ge- 
bildet  fur  die  betreffenden  %tt)  identisch  verscliwinden  muss.  Wir  finden 
als  Gleichung  fiir  diese  speciellen  Parameter: 

(5)  (^  -  3*2)  (2Xls  -  13%*3  +  20%22)  *.?  =  0, 
deren  Wurzeln: 

(6)  *'-0,    5  =  3,     »,    | 

sind.  Der  jRaum  V  =  0  schneidet  auf  der  BegelflacJie  sonach  neben  der 
020  noch  drei  verschiedene  Ourven  (780  cms.  Da  aber  ¥(ga)  im  allge- 
meinen  niit  ^2A3  proportional  ist?  so  wird  uberdies  der  Complex  der  220 
auf  der  Eegelflache  gelegenen  Geraden  &  im  DurcJisckniU  der  Fldche  mit 
Y  =====  0  enfhalten  sein.  Wiirden  alle  bislang  aufgezalilten  Bestandteiie 
des  Durclischnitts  nur  einfach  in  Betracht  kommen,  so  wtirden  sie  ins- 
gesamt  eine  Curve  der  Ordnung  220  -f-  20  -f-  3  *  80  =  480  zusammen- 
setzen.  Aber  V  =  0  schneidet  die  Eegelflache  in  einer  (7500,  so  dass 
noch  eine  C20  fehlt.  Da  aber,  wie  man  iibersehen  haben  wird;  neue 
Schnittgebilde  nicht  mehr  in  Betraeht  kommen  konnen?  so  1st  die 
fehlende  C"20  unsere  Curve  der  $?  ?  was  in  der  That  durch  die  Doppel- 
wurzel  %  =  0  von  (5)  bestatigt  wird.  Die  C20  der  ^  z&hlt  demnach 
in  dem  fraglichen  DurchschniU  doppelt,  und  dies  ist  nur  dadurch.  mog- 
lich;  dass  entweder  die  Begelflache  von  V  =  0  langs  der  (720  beriihrt 
wird?  oder  aber  dass  diese  {720  eine  Doppelcurve  des  Eaumes  V  ===  0  ist. 
Und  nun  tritt  von  diesen  beiden  Moglichkeiten  thatsachlich  die 
letztere  ein.  Leiten  wir  namlich  den  espliciten  Ausdruck  V^)  nach 
einer  der  ftinf  Grossen  0a  ab;  so  erhalten  wir  jedesmal  einen  biquadrati- 
schen  Ausdruck  der  g^?  der  sich  aus  den  linken  Seiten  bestiiumter 
zwei  Eelationen  (3)  und  (4)  p.  409  linear  zusainmensetzt.  Fiir  die 
Punkte  der  <720  verschwinden  also  alle  funf  ersten  Ableitungen  von 


identisch,  so  dass  in  der  That  die  Curve  C20  eine  Doppelcurve  des 
Eaumes  ¥  =  0  ftinfter  Ordnung  ist.  Das  hiermit  erreichte  Eesultat 
bildet  im  Eaume  J?4  das  genaue  Analogon  einer  von  Sylvester  und 
Clebsch  herruhrenden  Entwicklung  aus  der  Theorie  der  Flachen  dritter 
Ordnung  im  gewohnlichen  Eaume  JR3  *);  was  noch  evidenter  wird  durch 
die  Benierkung,  dass  die  filnfeehn  unterscMedenen  viergliedrigen  Unter- 
determinanten  von  (3)  p.  41  1;  mit  Null  identisch  gesetet,  die  funftelin 

*}  Man  sehe  den  ausfuhrlichen  Bericht  tiber  diese  Theorie  in  der  Salmon- 
schen  Baumgeometrie  (dentsche  Ausgabe,  3.  Aufl.,  1880)  Artikel  296  u.  f. 
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Helationen  des  §  2  wieder  ergeben.   Wenn  man  In  entsprechender  Welse 

im  JR8  die  Hesse'sche  Flaehe  einer  Flaclae  dritter  Ordnung  durcli  Null- 
setzen  einer  viergliedrigen  Determinante  darstellt,  so  werden.  durch 
Nullsetzen  der  zelin  ersten  Unterdeterrninanten  (zufolge  der  eben 
citierten  Theorie)  die  zehn  Knotenpunkte  jener  Hesse'sehen  Flaehe 
dargestellt.  Mit  dem  System  dieser  Knotenpunkte  wnrde  also  in  un~ 
serein  Raume  H4  die  C20  der  &a  als  Doppelcurve  der  Hesse'schen  Flache 
V  =  0  in  Parallele  zu  setzen  sein  *). 

Wir  brechen  diese  Betrachtungen  ab,  obwohl  sie  leicht  noch  weiter 
fortgesetzt  werden  konnten,  Man  wurde  nun  aucli  noch  die  Gleichung 
X  (gc)  =  0,  sowie  weiter  die  durch.  0  (#«)  =  0  und  ¥(^a)  =  0  darge- 
stellten  Raumgebilde  verfolgen  konnen.  Vor  allem  wurde  man  aucli 
umgekenrt  die  den  particularen  Parameterwerten  (4)  und  (6)  zuge- 
horigen  5a-Systenie  einer  weiteren  functionentheoretischen  Discussion 
unterziehen^  sowie  weiter  alle  geschehenen  Entwicklungen  in  ausge- 
dehnter  Weise  fur  die  nun  darzustellende  Theorie  der  Resolventen  ver- 
werten  konnen.  TJm  indessen  nicht  zu  viel  Rauni  mit  der  Theorie  der 
llteu  Stufe  einzunehmen?  knupfen  wir  nur  noch  die  Untersuchung  der  Be- 
solvente  llte:a  Grades  an  das  System  der  2$,  wahrend  wir  spaterhin 
fur  die  Resolvente  12ten  Grades  andere,  gerade  for  diese  Resolvente 
besonders  taugliche,  Moduln  heranziehen  werden. 

§  6,     AnswaM  einer  speciellen  Untergruppe  6r60  von  G-660  mnd 
UntersuefraxLg  des  zur  (?60  geii'orenden  Polygons  Fn. 

Hat  man  einmal  die  Gesamtheit  der  algebraischen  Relationen 
zwischen  den  funf  Moduln  des  einzelnen  Systems  unter  einander  sowie 
zwischen  ihnen  und  den  Moduln  erster  Stufe  g%,  g^  A  gewonnen?  so 
mag  man  nun  in  bekannter  Weise  wieder  umgekehrt  dieses  Glei- 
chungssystem  bei  gegebenen  g^  g%  als  Definition  der  funf  Moduln  £a 
bez.  za  ansprechen.  Wir  verweilen  aber  nicht  bei  der  ausfiifcrlichen. 
Formulierung  des  so  gemeinten  Galois'schen  Problems,  wenden  uns 
vielmehr  gleich  zu  dessen  niedersten  Resolventen-,  und  hier  sind  es 
die  beiden  Resolventen  lltea  Grades,  welche  ihrer  ausnahmsweisen  Stel- 
lung  wegen  (cf.  I  p.  490)  das  Hauptinteresse  in  Anspruch  nehmen. 
Untersuchen  wir  also  vor  allem  diese  Resolventen! 

Es  fanden  sich  in  Bd.  I  p.  479  if.  innerhalb  der  (?680  zwei  Systeme 
von  je  11  gleichberechtigten  {?60  vom  Ikosaedertypus,  die  erst  dann 
in  einander  transformierbar  waren;  wenn  wir  von  &m  zu  der  durch 

*}  Es  1st  Hermit  der  Gedankengang  skizziert,  vermoge  dessen  Hr.  Klein 
L  c.  die  Curve  O20  der  za  zuerst  ableitete. 
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Spiegelungen  erweiterten  Gruppe  6r660  fortgingen.  In  der  Absielit,  die 
Polygone  Fn  fur  die  beiden  entspreclaenden  Congruenzgruppen  rn 
vom  Index  11  zu  untersuchen?  greifen  wir  etwa  diejenige  unter  den 
22  Gruppen  6f60  auf?  welche  wir  aus  den  Substitutionen: 


(1)      S=Z7= 


(mod.ll) 


erzeugen  konnen.  Dass  diese  Substitutionen  wirklich  eine  Ikosaeder- 
gruppe  &QQ  innerhalb  der  6reco  Widen,  folgt  aus  dem  Dyck'selien  Satze 
(I  p.  456);  denn  man  beweist  sofort,  dass  die  Bedingungen  dieses 

Satzes: 

s°^l?     £2EEl?     (5^)3^rl     (mod.  11) 

von  den  Substitutionen  (1)  erfullt  werden.  In  dieser  Cr60  wird  sicn 
tibrigens  aucn  die  Operation  finden: 

(2)  U  =  s2ts2t 


==T=(_^'  J)     (mod.  11). 


Wir  merken  uns  auch  gleicli?  welche  Gestalt  die  GGO  annimint, 
wenn  wir  sie  durch  die  §«- Substitutionen  darstellen;  es  ergiebt  sich 
aus  den  beztiglichen  Angaben  des  §  1  fur  die  Substitutionen  s,  t,  u: 


(3) 


6,' 


Fig.  6. 


Das  Polygon  der  ausgewahlten  Congruenzgruppe  fu  hat  die  in 
Pigur  6  aufgezeicknete  Gestalt.  Wir  wollen  diese  Figur  nicht  ausfiihr- 
lich  analysieren,  sondern  ihre  Riehtigkeit  einfach  dadurch  bewahren; 
dass  wir  die  erzeugenden  Substitutionen  ^  bis  ^5?  von  denen  scton  in 
der  Zeichnung  Vermerfc  genommen  wurde,  jetzt  hinterher  aus  den  in 
(1)  und  (2)  gemeintea  Substitutionen  s;  t,  u  der  (?60  erzeugen,  Wir 
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reclinen   aber  In    der  That   leicht   aus?  dass   mod.  11    die    fiinf   Con- 
gruenzen  erfullt  sind: 


j          "Le _   O     t  O      o          to    '-  .: ~,    "C  ll  . 

Man  nimmt  bereits  In  Fig.  6  wahr?  cfoss  die  Grnppe  fu  #zm&  6?c- 
schlechte  j_i  =  0  geliort.  Indem  man  also  in  bekannter  Weise  die  auf 
einander  bezogenen  Bandcurven  von  Fig.  6  zusanimenbiegt,  geht  dieses 
Polygon  in  eine  einfach  mid  vollstandig  bedeckte  Ebene  iiber?  deren 
Einteilung  In  2-11  Elementarbereiche  Fig.  7  schematise]!  darstellt. 
Die  Verzweigung  der  11-blattrigen  Riemann'schen  Flache  F^  liber 
der  eJ-Ebene^  wie  sie  der 
fn  zugehort,  ist  in  Fig.  7 
unniittelbar  ersichtlich ;  wir 
finden:  Bel  J=  oo  li'dngen 
die  11  Blatter  in  einem 
Verzweigungspimlitecydiscli 
gusawimen ;  bei  J=  1  ver- 
laufen  drei  Blatter  isoliert, 
ivalirencl  die  iibrigen  acht  su 
Paaren  mit  einander  ver- 
mveigi  sind;  bei  J"==0  ver- 
laufen  gwei  Blatter  i$olierty 
tvafirend  die  neiin  iibrigen 
zu  je  drei  in  drei  Verzwei- 
gungspwikten  gusammen- 
Jidngen.  Weitere  Vermvei- 
ffungspunkte  treten  niclit  auf. 

Die  Polygone  der   mit  rn  innerhalb  f  gleichberechtigten  Unter* 
gruppen  entstehen   aus   der  Fig.  6  einfach  durch  Transformation  mit 

S,  S* Die  Riemann'schen  Flachen  JFn  9  welche  ihnen  zugeh6ren, 

sind  bekanntlich  von  der  eben  beschriebenen  Fn  in  keiner  Weise  ver- 
schieden;  geandert  wird  ja  bei  Fortgang  zu  den  iibrigen  fu  allein  die 
Beziehung  der  Flache  Fn  zur  co-Halbebene.  Zu  den  Polygonen  des 
anderen  Systems  der  11  Gruppen  Tn  gelangen  wir  nun  einfach,  indem 
wir  die  eben  genannten  Polygone  an  der  imaginaren  o-Axe  spiegeln, 
Ihnen  entsprlcht  danii  eine  zweite  Riemann'sche  Flache  JPin  die  natur- 
lich  aus  jener  ersten  Flache  iiber  der  <J-Ebene  einfach  durch  Spiegelung 
derselben  an  der  reellen  J"-Ase  hervorgehi  —  Ubrlgens  glebt  es7  so- 
fern  wir  auf  die  Verzweigung  der  Fn  nur  insoweit  Acht  geben,  als 
sie  im  eben  formulierten  Cursivsatz  durch  Zahl  und  Art  der  Yerzwei- 


Fig.  7. 
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gungspunkte,  sowle  die  zugehorigen~  Werte  J  charakterisierfc  wird,  nicht 
nur  zwei,  sondern  Insgesamt  zehn  unterschledene  elfblattrige  Riemann- 
sclie  Flachen,  welehe  alle  diese  Verzweigung  aufweisen  *).  Eben  diese 
Sachlage  hat  denn  auch  zur  Folge,  dass  von  den  gesctelienen  Verzwei- 
gungsangaben  allein  aus  die  Resolventen  llten  Grades  noch  nicht  ge- 
funden  werden  konnen,  was  dock  "bei  n  =  5  fur  die  eine  und  n  =  7 
ftir  die  beiden  Resolventen  nim  Grades  der  Fall  war  **).  Es  war  hier 
bei  n  =  11  vielmehr  durchaus  notig,  behufs  Gewinnung  der  Resolvente 
llten  Grades  auf  das  Modulsy stern  der  #a  zu  recurrieren.  —  Znfolge  des 
Verzweigungssatzes  (I  p.  346)  definieren  nattirlich  auch  die  librigen 
elfblattrigen  Flachen  Fn ,  welehe  wir  eben  erwahnten,  Untergruppen 
ru  der  Modulgruppe ;  die  ihnen  zngehorigen  Resolventen  fuhren  uns  also 
zn  einer  Reihe  merkwtirdiger  Nichtcongruenzmodulrs  llter  Classe,  die 
ubrigens  zur  Zeit  noch  nicht  naher  untersucht  siud. 

§  7.     Die  einfachsten  Modnlformen  und  der  HatiptmodTsl  der 

ansgewaMten  rn. 

Indem  wir  zur  speciellen  rn  des  vorigen  Paragraphen  zuriick- 
kehren;  auf  welehe  sich  die  Fig.  6  bezog?  fragen  wir  nach  den  ein- 
fachsten  ihr  zugehorenden  ganzen  Modulformen.  Hier  wilrden  wir 
gewisse  allgemeine  Betrachtungen  an  die  Satze  fiber  die  Wertigkeit 
der  Modulformen  kniipfen  konnen;  indessen  thun  wir  gut?  unsere  Be- 
trachtung  gleich  auf  jene  Modulformen  der  F11  einzuschranken?  die 
sich  ganz  und  rational  in  den  £a  darstellen  lassen.  Dabei  ist  es  wieder 
eine  geoinetrische  Betraehtung  im  Raume  J^,  von  welcher  wir  zweck- 
massiger  Weise  ausgehen. 

Durch  Nullsetzen  des  Ausdrucks 

(i)  y,  =  £1  + 1,  +  ?9  +  £5  +  £4 

wird  der  zum  Coordinatenpentaeder  des  JS4  gehorige  lineare  ;?Einheits- 
raum"  dargestellt  Derselbe  wird  durch  die  Snostitution  $,  andrerseits 
aber  auch  durch  u  in  sich  transforniiert,  da?  wie  wir  aus  (3)  §  6 
leicht  ausreehneny  die  Form  y^  sowohl  durch  s  wie  u  in  sich  trans- 


*)  Es  ist  dies  von  Era.  Elein  in  der  selion  im  Anfang  des  Kapitels  ge- 
nannten  Abhandlung  y,U"ber  Transformation  elfter  Ordnung  der  eltiptischen  Jfunc- 
tionen"  (Math.  Aim.  Bd.  15)  abgeleitet  worden.  Neuerdings  tiat  Hr.  Hurwitz  das 
fundamentale  Problem,  aile  nnterseMedenen  w-Wattrigen  Eiemann'sclien  Fl'aelien 
mit  gegebenen  VerzweigiiBgsptmkten  anfz-uzahlen,  mit  grossem  Erfolg  "behandelt; 
man  vgl.  die  Abhandlung  ^Ifber  Miemann'scJie  Flachen  mit  gegebenen  Ver- 
swdgung&punUen";  Math.  ABEL  Bd.  39  p.  1  (1891). 

**)   Man  sehe  die  hier  in  Betracht  kommende  Abhandlung  Klein's  »Uber 
die  Urniedrigung  der  ModuZargleichungen",  Math.  Ann.  Bd.  14  (1878). 
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formiert  wird.  Bei  Ausiibung  der  60  Collineatlonen  der  Untergruppe 
(?60  nimint  also  der  fragliclie  Eaum  insgesamt  secfas  unterschiedene 
Lagen  an,  wie  denn  in  der  That  y^  durch  die  fenf  Operationen  ts*  in 
die  funf  unterschiedenen  Ausdriicke  yv: 


,,... 

iibergefuhrt  wird. 

Urn  jetzt  Grossen  zu  erhalten,  die  zur  <r60  gehoren,  werden  wir 
symmetrische  Verbindungen  der  sechs  y  herstellen.  Freilich  konnen 
wir  zu  diesem  Zwecke  nocli  nicht  die  Summe  der  y  brauchen;  denn 
diese  versehwindet  nach  (1)  und  (2)  identisek  Man  fiihre  demgemass 
sogleich  die  Summe  der  Quadrate  der  y  ein  nnd  schreibe  den  Ausdruck 
dieser  Summe  durch  die  g«  in  der  Grestalt: 

(3)  |£  +  %2  +  if,8  +  •-  +  9S  =  -  (1  + 


man  findet  dann  nach  kurzer  Eechnung  fBr  /*(?a)  die  explieite  Dar- 
stellung: 

(4) 


Hieraus  ist  in  der  That  ersiehtlioh,  doss  die  Summe  der  Quadrate  der 
y  nieM  identiseh  verschwindet. 

Durch  f(&)  =  0  wird  ein  Raum  zweiten  Grades  des  E4  darge- 
stelltj  welcher  durch  alle  60  Oollineationen  der  <r60  in  sich  transfor- 
miert  wird.  Die  Untersuctung  der  Beziehnog  dieses  Ranmes  zu  den 
gesamten  oben  (§  4)  1m  J?4  eonstruierten  Gebilden  wtirde  gewiss  zu 
interessanten  Eesultaten  hinfiihren;  wir  verfolgen  indessen  einzig  den 
Sckaitt  von  /\£«)  =  0  mit  der  C^o  ^er  S«-  Da  zwischen  den  Moduln 
la  keine  quadratische  Relation  besteht,  so  sclineidet  der  fragliche  Raum 
die  020  in  40  Ponkten,  die  durch  die  {?60  immer  nur  in  Punkte  ans 
derselben  Eeihe  ubergefuhrt  werden.  Dieserhalb  werden  die  40  frag- 
lichen  Schnittpunkte  au£  der  (720  notwendig  jenen  20  Paaren  von  Aus- 
nahmepunkten  &  des  Polygons  entsprechen,  deren  zugehorige  Substitu- 
tionen  der  Periode  3  sich  in  6-^  finden  (man  sehe  daraufhin  das  Polygon 
Fn  in  Fig.  6  nach).  Indem  wir  neben  die  specielle  T21  unserer  bis- 
herigen  Deduction  sogleich  die  2-11  mit  ihr  imierhalb  der  erweiterteia 
Modulgruppe  gleichberechtigten  Gruppen  stellenf  ergiebt  sich  hiernach 
das  Resultat  :  Es  gieU  im  JR4  $weimal  elf  gleickberecktigte  Raume  zweiten 
Grades  durch  je  40  Punkte  1)  der  C2Q  der  £«  *). 


*)  Man  beachtd  die  Analogie  zu  den  zweimal  sieben  Kegelschnitten  dorch 
je  8  Punite  &  der  04  bei  n  —  7  (cf.  I  p.  715). 
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Das  Verschwinden  von  f  in  jenen  40  Punkten  I  folgt  auch  leicht 
aus  dem  Satze  von  der  Wertigkeit  ganzer  Modulforxnen.  Es  ist  namlich: 

(5)  /'(*«)  =  A-YC&O 

eine  zu  Fn  gehorende  ganze  Modulform  (— 4)ter  Dimension,  die  eben 
desbalb  auf  dieseni  Polygon  die  Wertigkeit  y  besitzt  und  in  den 
beiden  fraglichen  Punkten  I  je  im  Grade  —  verschwinden  muss  (p.  364). 

Die  drei  rttckstandigen  Nullpunkte  von  /"(*«)  liegen  zufolge  unserer 
creometrisehen  Deduction  notwendig  in  der  Spitze  &  =  i<x>  des  Poly- 
gons, und  dieses  wieder  wird  dureh  die  Reihenentwicklung  von  /"(£«)> 
von  weleher  wir  einige  Glieder  hier  hersetzen: 


unmittelbar  bestatigt.  Bei  dieser  giinstigen  Lage  der  Nullpunkte  von 
f  dtirfen  wir  iibrigens  erwarten,  dass  die  Gleicnung  elften  Grades,  dureh 
welche  f(#a]  an  g%,  c/3  gebunden  ist,  laervorragend  einfacn  ausfallt;  wir 
werden  das  weiter  unten  in  der  That  bestatigt  find  en.  — 

An  die  zweite  Potenzsumme  der  y  reihen  wir  jetzt  die  dritie  und 
sclireiben  des  n'aheren: 

(7)  -  iyii  04  +  %s  +  y,3  +  •  •  •  +  yf)  =  9  (W  • 

Es  ist  dann  im  R^  durcli  g  =  0  ein  Raum  dritten  Grades  dargestellt, 
der?  da  er  die  C^  der  ?«  nicnt  enthalten  kann,  die  Curve  in  60?  be- 
ziiglicli  der  6f60  aquivalenten?  Punkten  scbneidet.  Mit  dem  in  Rede 
stehenden  Raum  g  =  0  combinieren  wir  jetzt  den  dureh  (1)  p.  416 
gelieferten  cubischen  Raum  und  haben  dann  in: 

(8)  >W(W  +  VKS«)~0 

gleich  ein  ganzes  Biischel  von  Raumen  derselben  Art.  Dabei  komnit 
dann  in  Betracht,  dass  <t>  und  g,  wie  man  leicht  beweist,  auf  dem  Polygon 
nicht  identisch  sind;  eben  deshalb  wird  das  Btischel  (8)  auf  der  t?20  ein 
System  von  60  Punkten  ausschneiden,  dem  den  weehselnden  Werten 
cles  Parameters  %t  :  #a  entsprechend  gerade  eine  einfaehe  Beweglich- 
keit  zukommt.  Zur  Vereinfachung  des  Ausdrueks  von  g  in  £<*  ersetzen 
wir  g  =  0  dureh  denjenigen  Raum  li  =  0  aus  der  Reihe  (8),  in  dessen 
Gleichungsform  die  Glieder  &*2&a  von  $>  gerade  ausgefallen  sind.  Man 
jSndet  fur  das  so  gemeinte  A  (5)  den  expliciten  Ausdruck: 


_  2 
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Hierrnit  wird  zugleich  evident,  was  "bislang  noeh  nicht  gezeigt  war, 
class  die  dritte  Potengsumme  (7)  in  den  £«  niclit  identisch  verschtcindet. 

Nacli  Einfukrung  von  h   setzen  wir  nun   die  Gleiehung  fiir  das 
Biischel  (8)  von  Kauinen  dritter  Ordnung  in  die  Gestalt: 

(10)  fc(k)  +  *<K&*)-0. 

Da  aber  von  den  Schnittpunkten  der  C20  der  %a  rait  dem  Raume  (10) 
bei  jedem  stehenden  Wert  t  nur  ein  einzelner  auf  denjenigen  Teil  der 
Curve  (720  entfallt,  weleher  als  Abbildung  des  Polygons  Fn  anzusehen 
ist,  so  Jidben  wir  umgekelirt  in  der  &wr  fu  geJiorenden  Moclulf  unction: 


oder  anders  geschrieben  in: 


einen  Hawptmodul  fiir  diese  Gruppe  fu  des  GesclilecMes  p  =  0. 

Dieses  Ergebnis  wird  durch  die  formentheoretische  Betrachtung 
unmittelbar  bestatigt.  Man  hat  als  Anfangsglieder  der  Reihenentwick- 
lung  fiir  Ji^n)' 

(13)         h  (,B) 


so  dass  die  y-wertige  Modulform  li(0a}  im  Innern  des  Polygons  jP1:L 
nur  noch  eiwew-  einfaclien  Nullpunkt  haben  kann.  Bei  a  =  I  oo  be- 
rechnet  man  tibrigens  fiir  T(O)  die  Annaherung; 

(14)  lim  !?(<»)  —  rA? 

£0=:iOD 

so  dass  der  Unstetigkeitspunkt  von  T(CO)  in  der  Spitee  ca  =  ^  oo  des 
Polygons  gelegen  ist. 

Zwischen  den  Modulformen  f(ta)?  h  (to)  und  der  Function  t  der  Tlt 
bestehen  zwei  bemerkenswerte  algebraisehe  RelationeD,  deren  erste  wir 
in  der  folgenden  Art  ableiten:  Es  ist  der  Quotient  von  f3(/a)  nnd  A 
offenbar  eine  zweiwertige  Modulfunction  der  f"m  deren  Nullpunkte  die 
beiden  Ausnahmepunkte  6  von  Fu  sind?  wahrend  der  fragliche  Quo- 
tient bei  to  =  i  oo  gleich  64i?2  wird.  Also  folgt  der  Ansatz: 


den  wir  sofort  auch  in  die  homogene  Form  umrechnen: 
f  (*tt)  =  A»(^a)  -  a  *  V  A  -  A  (*a)  +  6  •  A  . 
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Die  Bestimmung  der   beiden  Zahlen  a,  &   geschieht  dureh  Einsetzen 
der  Entwieklungen  (6)  und  (13)  in  der  iiblichen  Weise,  wobei  man 

fur  I/A  nur  das  Anfangsglied  (^~f  ^  braucht.     Wir  finden  dergestalt 
die  nachfolgende  explicite  Form  der  fragliclien  Relation: 

*a)  =  ]f(tj  +  24  y  A  /*(*«)  +  64  (5  -  i  j/H)  A  , 

(15) 


Durch  Nttllseteen  der  recJiten  Seite  leteterer  Gleiclmng  entspringen  ver- 
miUelst  Atiflosung  die  Werte  %  in  den  beiden  Ausnalimepun'kten  &  wn  Fn. 
Auf  der  anderen  Seite  besitzen  wir  im  Quotienten  yon  g%  und 
f(0a}  eine  dreiwertige  Modulfunetion  der  T11?  deren  Nullpnnkte  die 
drei  ruckstandigen  Punkte  &  yon  FllL  sind;  wahrend  die  Unstetigkeits- 
pnnkte  bei  o>  =  ioc  vereint  liegen.  Man  hat  hier  die  Ansatze: 


64512' 


Die  Zahlen  a,  j3?  y  bestimmen  wir  wieder  verrnittelst  der  Reihenent- 
wicklungen  und  finden  solclierweise  als  explicite  Gestalt  der  neuen  de- 
lation: 

I  _  3  .  213#2 A  I/A  —  f  [7i8  +  8  I/A  W  —  96  (l  +  i  1/Tl)  A» 
—  256  (7  —  il/IT)  A  I/A }, 

li£a_  o  2         3  +  3*yn  7  —  ' 


(16) 


Dabei  sincl  ancli  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleicbungen  als  Argu- 
mente  von  f  und  h  die  ga  gedaclit*,  durch  Nullsetsen  der  rechten  Seite 
der  leteterm  Gleiclmng  entspringen  vermittelst  Auflostvftg  die  mimeriscJien 
Werte  von  t  in  jenen  drei  Purikten  1)  van  Fll}  ivelclie  durch  die  rechte 
Seite  von  (15)  noch  nieht  mit  erledigt  warm. 

§  8.     Die  foelden  Besolventen   elften  Grades  in  functionen- 
tlieoretisclier  und  formentlieoretisclier  G-estalt. 

Durch  die  eben  ausgefuhrten  Eechnungen  ist  die  Aufstellung  der 
beiden  Resolyenten  elften  Grades  bereits  implicite  mit  erledigt.  Aus 
der  Verzweigung  der  Eiemantfsehen  Plache  Fn  setzen  wir  namlich 
unter  Eiieksieht  auf  (14)  §  7  fiir  die  Relation  zwischen  dem  Haupt- 
raodul  x  und  3  die  Gestalt  an: 
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J:  J  —  1  :  1  =  (V  +  at  +  1)  (r5  +  cr2  +  Jr  +  ef 

:  (*3  +  ^  +  jit  +  y)  (z1  +  ST*  +  ^  +  gr  +  *])« 
:  1728,*-) 

Hier  aber  1st  der  quadratisclie  Factor  des  ersten  Glledes  recliter  Hand 
nlcnts  anderes  als  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (15")  §  7,  wahrend 
der  dreifach.  z'ablende  cubische  Factor  dieses  Gliedes  direct  mit  der 
rechten  Seite  der  Gleiclinng  (16)  identiscla  ist.  Das  Mittelglied  auf 
der  rechten  Seite  des  ebeE  aufgeschriebenen  Ansatzes  ergiebt  slch  nun 
aus  den  beiden  anderen  Gliedern  verinoge  einer  eleinentaren  Eecnnung; 
Man  erfialt  so  als  fertige  functionentheoretiscJie  Gestalk  der  einen  Besolvente 
elften  Grades: 

(1)     J:J-^l:l^^+3r  +  5^/yn)(^-r^^^r 


:172S. 

Von  hler  ans  gewinnen  wir  die  andere  Resolvente  elften  Grades 
einfaeh  daduren?  dass  wir  allenflialben  das  Vorzeiclien  der  Quadratwurzel 
]/ll  umkeliren.  Da  namlich.  —1  quadratiscber  Nichtrest  yon  11  ist, 
so  wird  beim  Ersatz  YOU  £  durch  sv  niit  einem  NicMrest  v  die  6r660 
der  t«"Substitntionen  derart  isoniorpli  auf  sich  selbst  bezogen,  dass 
das  cine  System  der  Untergrappen  6r60  in  das  andere  Hbergeht  **).  Da 
aber  bei  diesem  Ersatz  des  s  die  Irrationalitat  if/11  das  Zeichen 
wechselt,  so  ergiebt  sicn.  die  ausgesprochene  Benauptung  unmittelbar. 

Als  Wurzel  einer  fornientlieoretisclien  Resolvente  lltm  Grades  ist, 
wie  wir  scion  bemerkten,  die  Modulform  (  —  4)ter  Dimension  f  (za)  be- 
sonders  geeignet.  Zur  Vereinfachung  der  Zalilencoefficienten  seize  man 
ffa')  mit  4:x(cDl9  c»2)  identiacli  mid  folgere  fur  diese  ganze  Modul- 
form  x  aus  (15)  und  (16)  §  7  die  beiden  Gleichnngen: 

^  =  A  (r2  +  3r  +  5  — 


,  a 

12  gt  =  x^-^~  -JT 


^yil  7—  iVU\ 

j:-  ^  --  3  -  J  - 


*)  Eben  dieser  Ansatz  wtirde  natiirlich  auch  bei  alien  jenen  NichtcoBgraeBz- 
modula  zur  Geltung  kommen,  welche  den  am  Schlnsse  Ton  §  6  gemeinten  UEter- 
gruppen  f^  zugehoren. 

**)  Es  kommen  Merbei  <31e  in  I  p.  427  ff.  begriindeten  Satze  iiber  die  Gleich- 
bereehtigung  der  Snbstitutionen  S,  S*>  Sl,  .  .  .  i»  Anwemdung. 
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Durcli  Elimination  des  t  aus  diesen  fteiden  Gleicliungen  entspringt  als  ein- 
facliste  formentkeoretische  Gestalt  der  einen  Besolvente  elften  Grades: 

(2)    x11  —  22  A  •  z*  +  1  1  (9  +  2*  1/Tl)  A2  -  tf>  —  11  -  12&  A2  -  ^4 

+  88  i  1/11  A3  -a8  +  11  (3  —  i  ]/IT)  •  6^  A3  -  a;  —  144&8  A8  =  0. 
Die  and  ere  formentheoretische  Resolvente  entsteht  aus  (2)  einfach  wieder 
dutch  Zeiehenwechsei  der  Wurzel  ]/ll.  Natdrlich  hatte  man  die  Glei- 
cliung  (2)  auch  nacli  formentheoretischem  Ansatz  vermittelst  der  Eeilien- 
entwicklung  (6)  §  7  ableiten  konnen. 

Wir  haben  tier  erneut  eine  lebrreiclie  Gelegenlieit^  die  von  uns 
haufig  betonte  Pravalenz  der  ersten  Stufe  in  der  Transformationstheorie 
vor  den  iibrigen  zu  beobachten.  Es  war  ja  nattirlich.  dem  Herkoinmen 
gemass,  dass  man  frliher  die  YOB  Galois  entdeckten  besonderen  Re- 
solventen ftinffcen,  siebenten  und  elften  Grades  im  Anschluss  an  die 
Jacobi^schen  Modulargleicliungen  der  betreffenden  Grade  zu  realisieren 
suchte?  welch'  letztere  in  der  That  clieselbe  Monodromiegruppe  be- 
sitzen,  wie  die  Gleichungen  f(J'<  J)  =  0.  Eben  dieses  war  der  Ziel- 
punkt  der  eingeheuden  Untersuchungen  Hermite's*),  dessen  Ansatz 
jedoch  viel  zu  umfanglich  war;  als  dass  die  voile  Durchbildung  des- 
selben  im  Bereich  der  ,;wirklichen  Durchfuhrbarkeit"  gelegen  hatte**). 
Auch  hier  gelang  es  erst  dadurch?  dass  Hr.  Klein  die  Transformations- 
theorie systematisch  an  die  erste  Stufe  kniipfte  und  zugleich  verinoge 
der  Eiemann?schen  Prineipien  sich  stets  die  einfachsten  Functionen 
eines  gerade  vorliegenden  algebraischen  Gebildes  verschaffte;  die  Re- 
solvente elften  Grades  in  ihren  einfachsten  Gestalten  (1)  und  (2)  wirk- 
lich  herzustellen.  — 

Piir  das  gegenseitige  Verhaltnis  der  beiden  formentheoretischen 
Resolventen  elften  Grades  (2)  gelten  iibrigens  dieselben  Satze,  die  wir 
an  analoger  Stelle  bei  den  Resolventen  7ten  Grades  7ter  Stufe  ent- 
wickelten:  Die  Wurzeln  der  einen  Besolvente  slnd  lineare  Functionen  der 
"Wwrzdn  der  anderen  Resolvente.  TJnterscheiden  wir  nainlich  die  ver- 
schiedenen  Wurzeln  von  (2)  durch  untere  Indices  v  und  benennen 
ihnen  gegeniiber  die  Wurzeln  der  anderen  Resolvente  yv,  so  ist  nach 
(4)  p.  423:  _ 

(^    4^-  —  2  ^  <?**  -  ^^«)  -  ^  -2  v 

" 


*)  Sur  la  tJieorie  des  equations  modulaires,  Paris  1859  (Comptes  Bendus  t.  49). 
**)  In  der  That  sind  denn  auch  in  der  Hermite'schen  Gleichung   noch  27 
mxmeri&cbe  ConstaDten  unbereclinet  gebliebea. 
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Durcb  Inversion  der  elf  Gleichungen  (3)  folgt: 

10  _  10 

(5)    *«3 


durcli  Substitution  dieser  Ausdriieke  fur  die  zweigliedrigen  #a-Verbin- 
dungen  in  (4)  entspringen  die  Darstellungen  yon  yv  durcli  die  x.  Da 
die  Summe  der  elf  xv  identiscli  yersehwindet?  so  lasst  sicb  die  Dar- 
stellung  des  einzelnen  yv  in  der  beabsicMigten  Gestalt  noch  in  oo1  Weise 
treffen.  Besonders  einfach  sind  die  Formeln: 


welclie  offenbar  den  Formeln  (8)  in  I  p.  759  vollig  gleicligebildet  sind  ; 
es  reihen  sicli  ilmen  die  nackfolgenden  Darstellurigen  der  x  durcii 
die  y  an: 

(7)  —  -  — 


so   dass    auch   betreffs    des   nnteren   Indices   in   (6)   und  (7)    dieselbe 
Gesetzmassigkeit  herrsctit;  die  wir  1.  c.  bei  n  =  7  vorfanden. 

§  9.     Das  Transformationspolygon  elfter  Ordnung  vom 
Gesclileelit©  p  =  1. 

Eine  erscbopfende  Behandlung  der  elften  Stufe  wfirde  an  gegen- 
wartiger  Stelle  die  Untersucbnng  der  zu  n  —  11  geliorenden  Modul- 
systeme  (  —  l)ter  Dimension  Aa  anzureihen  haben.  Solcher  Systeme  aber 
werden  uns  von  Kap.  3  (p.  354  ff.)  im  ganzen  gwei  geliefert?  und  ifaiien 
wiirde  sich  die  Untersuehung  der  Kesolvente  12teB  Grades  dann  wieder 
naturgemass  anscHiessen  lassen;  gerade  wie  wir  yoraufgehend  die  Re- 
solventen  llten  Grades  an  die  %a  knupften.  Inzwischen  sei  es  erlanbt, 
Mer  unmittelbar  zur  Betrachtung  der  Eesolvente  12ten  Grades  bez.  zur 
Betrachtung  der  ihr  zugeliorigen  Riemann'schen  Flache  F12  yorzu- 
gelien^  wir  werden  dann  weiter  unten  noch  bei  passender  Gelegenheit, 
wenn  auci.  nur  ganz  beilaufig,  auf  die  beiden  Systeme  der  Aa  kurz  zu 
sprechen  kommen. 

Die  eben  gemeinte  Riemann'sclie  Flacbe  Fn  wird  uns  durcli  die 
zwolf  gleicbberechtigten  Dntergruppen  f13  des  Index  12  geliefert,  welcbe 
yon  den  balbmetacyclisclien  Untergruppen  der  (?6GO  herriihren.  Eine 
unter  ilinen  ist  arithmetisch.  durch  die  Congruenz  y  =  0  (mod.  11)  de- 
finiert,  und  das  ilir  zugehorige  Polygon  F^  nenneB  wir?  wie  gewottnt? 
Transformationspolygon  elfter  Ordnung.  Dasselbe  ist  bezliglicli  seiner 
Gestalt  oben  (Kap.  2  des  yor,  Abschn.)  ansfiihrlicli  charakterisiert  und 


430  V,  5.    Modula  und  Eesolventen  elfter  Stufe. 

hat  bekanntliek  (cf.  p.  52)  das  GeseMeeht  p  —  1  ;  demzufolge  muss  sicli 
dieses  Polygon  durch  teilweises  Zusanimenfiigen  seiner  auf  einander 
bezogenen  Kanten  211  einem  einfaeh  bedeckten  Parallelogramm  um- 
gestalten  lassen,  dessen  je  zwei  gegeniiberliegende  Seiten  einander  zti- 
zuordnen  sind.  Wir  brauclien  diese  Operation  Her  nicht  explicite  durch- 
zufiihren,  da  wir  ohnedies  sclion  fiber  die  Verzweigung  der  Flache  F12 
orientiert  sind  (cf.  p.  50  u.  f.);  tibrigens  sehe  man  die  p.  43  genannte 
Abliandlung  yon  Hrn.  Papperitz;  wo  man  auf  der  ersten  der  beige- 
gebenen  Tafeln  das  fragliche  Periodenparallelogramm  dargestellt  findet. 
Das  Transformationspolygon  wird  nun  durch  die  Substitution: 

(1) 


in  sieh  iibergefuhrt?  wie  solches  oben  bereits  ausfuhrlieh  erlautert 
wurde.  Durch  Zusatz  der  Operation  (1)  wird  demnaeb  die  F12  auf  eine 
Gruppe  F6'  erweitert,  in  welcher  F12  eine  ausgezeichnete  Untergruppe 
des  Index  zwei  ist;  natiirlich  ist  diese  rc'  nicht  mehr  Untergruppe  der 
Modulgruppe?  und  wir  wollen  an  diesen  Uinstand  immer  durch  den 
oberen  Index  bei  F/  erinnern.  Das  zu  F6'  gehorende  Polygon  FQ'  ent- 
steht  durch  Halftung  aus  F12,  und  unsere  ganze  Entwicklung  griindet 
sich  nun  auf  die  wichtige  Thatsache,  dass  das  Polygon  FQ'  0um  Ge- 
schlechte  p  =  0  gehort. 

Es  stellt  sieh  namlieh  die  Transformation   W  vermoge  des  Inte- 
grals erster  Gattung  u  der  F12  notwendig  In  der  Gestalt: 

(2)  «'--«  +  <> 

/'~*\\ dar,    da    die  Substitution  co'  =  TF(oi)    die 

/'                        ' 7      Periode  &wei  aufweist  und  andrerseits  auf 
^Jjt       der    imaginaren   CD -Axe,   wie   man    leicht 

uberblickt,    einen   Fispunkt    besitzt.    Man 
wolle  aber  u  gleich   so  wahlen,  dass   die 
^*  Gonstante  c  in  (2)  mit  Null   identisch  ist? 

Flg"  Sl  worauf  sich  die  Pispunkte  der  Substitution 

IF  in  der  ti;-Ebene  mit  Hiilfe  ganzzahliger  A,  p  einfaeh  in  der  Gestalt: 

/0\                                                                                                          ^-CO,    -j-  It  C0<> 
(5)  tfn    = — ~ ~ — ~ 

2 

darstellen;  hier  sind  in  (3)  und  sogleich  in  (4)  mit  &±f  co2  voruber- 
gehend  die  beiden  Perioden  gemeint;  welche  das  vorliegende  elliptische 
Gebilde  besitzt.  Figur  8  soil  uns  schematiseh  die  Abbilder  der  Polygone 
Fft  und  FQ  andeutenj  ersteres  iibertragt  sich  in  das  grosse,  um  den 
Nullpunkt  der  w-Ebene  symmetriseh  angeordnete  Parallelogramm  (dessen 
gegenuberliegende  Seiten  einander  zuzuordnen  sind),  F$  liefert  die  obere 
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(sch.raffi.erte)  Halfte.  Die  Grenzlinien  dieses  seliraffierten  Bereiches 
sind  dabei  dureh  die  Substitutionen: 

(4)  ^(»  =  —  M,      t\(u]  =  —  U  +  €3l  ,      VB(U)  =  U  +  ®2 

einander  zugeordnet,  deren  Wirkung  z.  T.  in  Fig.  8  angedeutet  isl  Da 
ist  nun  unmittelbar  evident,  dass  wir  es  mit  einem  Fundamentalbereieh 
des  Geschlechtes  p  =  0  zu  thun  haben  .,  und  das  Grleiche  muss  dann 
naturlich  auch  zufolge  der  eonformen  Abbildung  voin  ursprfinglichen 
Polygon  F6'  der  co-Halbebene  gelten. 

Bildet  man  jetzt  F&'  durch  eine  zugeborige  einwertige  Function  auf 
eine  complexe  Ebene  ab,  so  wird  sich  fiber  derselben  JP12  dls  #wei- 
UattrigeEieniann'scheFldclie  anordnen  lassen.  Die  vier  dabei  auftretenden 
Verzweigungspunkte  entspreclien  natiirlich  den  Fixpunkten  (3)  der  Sub- 
stitution W  und  haben  als  solche  nach  p.  189  eine  interessante  zahlen- 
tneoretische  Bedeutung:  sie  werden  namlich  in  der  £®-Helbebene  die 
reprasentierenden  Punkte  fur  die  ursprunglichen  Formclassen  der  ne- 
gativen  Determinanten  D  =  —  11  und  D  =  —  44  liefern.  Thatsachlich 
finden  wir  denn  auch  nacb.  I  p.  250  an  redueierten  urspriinglichen 
Formen  (P,  Q,  K)  fiir  D  =  —  11  nur  die  eine: 

(1,1,3)  mit  «,_=l±i^l 
als  reprasentierenden  Punkt,  sowie  fur  D  =  —  44  die  drei: 

(l}  0,  11)  mit  £0  = 


als  reprasentierenden  Punkten. 

§  10.     Die  foeiden  zum  Polygon  F12  adjunglerten  einwertigen 

Modmlformen  A,  B  und  die  zweiwertige  Function  T(C»), 

Eine  dem  Polygon  F^  adjungierte  Modulfonn  (  —  l)ster  Dimension 
wird  auf  demselben  die  Wertigkeit  1  haben.  Die  beiden  im  Anfang 
des  vorigen  Paragraphen  erwahnten  Systeme  der  f\a  liefern  uns  nun 
in  ihren  beiden  ersten  Gliedern  A0  ewei  derartige  Modulformen,  die 
wir  hier  gleich  durch  die  besonderen  Bezeichnungen  A?  B  von  einander 
unterscheiden  wollen.  Die  Modulform  A(co17  «2)  sei  jene;  welche  uns 
von  dem  System  (7)  p.  332  fur  n  =  11  und  a  =  0  geliefert  wird; 
wir  haben  also  nacn  leichter  Umsetzung  der  damaligen  Formel: 


., 

(1)         A_r^(-l)2    '     24     ,    1  =  ^^  +  1  (mod.  6), 
«2  ^—i 

summiert   fiber   alle  der  beigefugten  Congruenz   genugenden  Zahlen- 
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paare.    Die  Modulform   B(«i?  o>2)  wird  uns  von  (2)  p.  355  geliefert, 
und  wir  haben  als  einfachste  Darstellung  derselben: 


(2) 

summiert  tiber  alle  Paare  ganzer  Zahien  g,  ij.   Als  Anfangsglieder  fur 
die   Each,    ansteigenden    Potenzen    angeordneten   Reihen    (1)    und   (2) 
finden  wir: 
(3)  A  =  ~  r* 


(4)  B  =  ^  (1  +  2r  +  4r3  +  2r4  +  4r5  -  -  -). 

Da  das  Polygon  F12  Ausnabmepunkte  a,  6  nicht  aufweist  (cf. 
p.  52),  so  wird  B  in  einera  im  Innern  von  JP12  gelegenen  Punkte  in 
der  Ordnung  1  verschwinden,  A  verscliwindet  demgegenuber  in  der 
Spitze  co  =  i  oo  von  der  Ordnung  %  und  muss  somit  in  der  anderen 
Polygonspitze  w  =  0  in  eben  dieser  Ordnung  zu  Null  werden.  Sonstige 
Nnllpunkte  treten  fiir  nnsere  beiden  Moduln  aber  nicht  auf.  A  und  B 
werden  nun  durch  die  liomogenen  Operationen  der  f12  nur  bis  aufs 
Zeichen  in  sich  transformiert,  so  class  erst  Hire  Quadrate  im  absolitten 
Sinne  m  F^  gelioren;  merken  wir  uns  fur  die  letzteren  gleich  die  An- 
fangsterme: 

(5)  A2-=(^)V   +  r  —  2r2—  r3   +   2^  +    r5     ----  }, 

1  +  4r  +  4/2  +  8rs  +  20r4  +  16r5  H  ----  }  . 

Bei  dieser  SacHage  gewinnen  wir  eine  &imi  Polygon  Fn  des  G-e- 
scMecktes  p  ==  1  geJwrende  zweiwertige  Modulfimction  in  dem  Quotienten: 

(7)  *(«)-il; 

dieselbe  wird  in  cle^i  Leiden  Polygonspit&en  je  einfach  versclminden,  da- 
geg&ti  in  einem  gewissen  PmUe  im  Innern  des  Polygons  doppelt  un- 
endlich. 

Die  Lage  dieses  letzteren  Punktes  (namlieli  des  Nullpunktes  von 
B)  lasst  sich  nun  auf  JF12  leicht  nocli  nalier  uingrenzen.  Die  Nullpunkte 
von  T  werden  durcli  die  Substitution  W}  wie  wir  wissen,  permutiert. 
Der  ZaWer  von  t?  als  Function  des  oben  fixierten  Integrals  u  auf- 
gefasst5  weist  also  die  Residuensumme  Null  auf  (c£  I  p.  157).  Da  eiii 
Gleiches  von  der  Residuensumme  des  Nenners  gelten  muss,  so  ist  der 
NuUpunkt  von  B  offenbar  einer  der  vier  Fixpunkte  der  Operation  W. 
Um  jetzt  weiter  zu  entsclieiden?  in  welehem  unter  diesen  vier  Fix- 
punkten  B  verschwindet,  bemerken  wir  erstlieh;  dass  er  jedenfalls  niclit 
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der  auf  der  imaginaren  e-Axe  gelegene*  sein  kann.  Benennen  wir 
n'amlieh  die  in  der  Klammer  von  (6)  stehende  Potenzreihe,  die  tibrigens 
auf  der  imaginaren  co-Axe  uberall  reelle  Werte  besitzt,  der  Kurze 
halber  durch  B0?  so  lasst  sich  zeigen,  dass  B0  auf  dieser  Axe  einen 
Zeichenwecb.se!  nicht  erleidet  und  also  aueh  nicht  verschwinden  kann. 
Es  gilt  namlich  fur  Mnreichend  Heine  032  (d.  i.  in  der  Nahe  der  Spitze 
co  =  i  oo)  naherungsweise  die  Formel  *): 

(8)  iYUB(—  «2?  coO  =  B  (>1;  co2)? 
aus  welcher  wir  sofort 

TUB,  (=i)-®  3,00) 

als  Naherungsformel  fur  einen  auf  der  imaginaren  Axe  in  der  Nalie 
von  co  =  i  oo  gelegenen  Punkt  co  zienen.  Mit  der  letzten  Gleieliung 
ist  aber  unsere  Behauptung  bestatigt,  wenn  man  noch  beachten  will, 
dass  B  als  cmwertige  Modulform  der  F12  docn  hoclistens  einen  einzigen 
Zeiclaenwechsel  auf  der  imaginaren  co-Axe  erfahren  kann.  —  Da  weiter  t 
in  den  beiden  von  den  Formclassen  (3,  +2?  4)  herruhrenden  Fixpunkten 
conjugiert  complexe  Werte  haben  wird,  so  bleibt  nur  noch  iibrig,  dass 
der  NullpunJct  von  B  auf  dem  Polygon  F12  mil  deni  reprdsentiermden 
Punkte  der  einen  $u  D  =  —  11  gehorenden  Formclasse  msamnienfallt. 

Fur   unsere  weiterhin   durchzufuhrenden  Rechnungen  mfissen  wir 
die  Substitution    W  in  die  homogene  Gestalt  setzen: 

(9)  (TF)         «.' 

und  werden  wiederholt  von  deni  TImstande  Gebrauch  machen,  dass 
aucJi  die  so  definierte  Jiomogene  Substitution  W  die  Periode  &wei  besitgt. 
Man  wolle  daraufhin  gleich  feststellen,  wie  die  homogene  Operation 
W  auf  die  Foraien  A  und  B  wirkt.  Es  werden  sich  jedenfalls  A  wie 
B  nur  uni  constante  Factoren  "andern  konnen,  da  beide  Male  die  Null- 
'punkte  durch  W  in  sich  selbst  iibergefuhrt  werden.  Diese  constanten 
Factoren  konnen  aber  nur  -j-  1  oder  —  1  sein?  da  die  Operation  (9) 
die  Periode  zwei  besitzt.  Sehreiben  wir  also  den  Ansatz: 


und  entsprechend  fur  B.     Hier  setze   man  nun  die  Special werte  ein 


*)  Dieselbe  ist  eine  unmittelbare  Folge  ans  dem  Verhalten  des  Mer  in  Be- 
tracht  kommenden  Modulsy stems  Ba  bei  Ausiibung  der  Substitution  T;  man 
wolle  nur  bemerken,  dass  die  Zahl  p  in  unserem  Falle  gleich  2,  d.  n.  gleicb. 
einem  Nichtrest  TOB  11  1st,  und  dass  unter  den  sechs  Moduln  Ba  nur  der  erste 
B0  =»  B  in  den  Polygonspitzen  endlich  "bleibt. 

Klein-S'ricke,  Modulfunctionea.  II.  28 
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welche  einen  in  der  positiven  Halbebene,  und 
zwar  auf  der  imagin'aren  Axe,  gelegenen  Quotienten  co  liefern;  wir  ge- 
winnen  solehergestalt:  « 

(10)  A(i,l/Il)  —  ±A(i;/lT),  B(*,yTT)~±B(i,)/Tl). 
Nun  erinuere  roan  sicn,  dass  auf  der  imaginaren  ra-Axe  im  Innern 
der  Halbebene  weder  A  nocli  B  einen  Nullpunkt  aufweist;  in  Fomiel 
(10)  muss  dernnach  beide  Male  das  obere  Zeichen  gelten.  ^Wir  haben 
so  das  Eesultat  erzielt:  Bei  Aiisiibung  der  Jiomogenen  Substitution  W 
geht  jede  der  Formen  A,  B  imver'dndert  in  sick  selbst  iSber: 


A'"*' 


i      ) 
B  /am 


(11) 


Hierans  ergiebt  sich  endlich  als  eine  unmittelbare  Folgerung  fur 
die  zweiwertige  Function  T(G>),  ri'ass  dieselbe  gleichfalls  durck  W  nnver- 
dndert  in  sich  transformiert 

(12) 

Man  kann  dieses  Ergebnis  aucb.  dabin  aussprechen ,  dass  T(CD)  m 
Hauptmodul  der  Gruppe  T6'  ^  GeschlecUes  p  =  0  ist  Hieran  werden 
wir  gleick  weiter  anzuknupfen  haben. 

§  11.     Die  zum  Polygon  Fn  geb.orend.en  dreiwertigen  Grossen 

E(co1?  fi}2)  und  v(p).    Relation  zwiselien.  r(o?)  und  tr'(co). 

Wenn  wir  den  Nullpunkt  von  B  far  das  Integral  erster  Gattung 
u  der  Fn  als  untere  Grenze  wahlen,  so  wird  r(o),  als  Function  von 
u  betrachtet,  entweder  direct  mit  der  Function  g?(w)  identiscb  werden 
oder  aber  docb.  eine  lineare  ganze  Function  von  fp  (u)  sein.  Wir  wollen 
uns  jetzt  weiter  eine  Function  T'(CO)  verschaffen;  welclie;  in  Abhangig- 
keit  von  u  gedeutet,  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  $/(w)  iden- 
tisch  wird.  Diese  Function  /(CD)  'wird  auf  Fn  dreiwertig  sein;  und  die 
drei  Nullpunkte  werden  in  jenen  drei  Fixpunkten  von  W  liegen;  fiir 
welche  B  von  Null  verschieden  ist;  ferner  wird  /(a?)  im  Nullpunkte 
von  B  dreifach  unendlich.  Bei  dieser  Sachlage  wird: 

(1)  E^a^-T^B3^^) 

eine  znm  Polygon  F12  gekorende  gangs  Modulform  (—  3)ter  Dimension 
vorstellen?  welcne  wir  bernach  mit  A  und  B  zu  einem  vollen  Modul- 
system  der  Gruppe  F12  vereinen. 
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Die  expllcite  Gewinnung  von  E  und  damit  von  t'  basleren  wir 
auf  gwei  unterschiedene  Darstellnngen  des  Integrals  u.  Wir  wissen  nam- 
licli  erstlieh  aus  der  algebraisdien  Theorle  der  Gebilde  des  Geschleehtes 
1,  dass  u  darstellbar  1st  in  der  Gestalt: 


Andrerseits  aber  folgt  auf  transcendentem  Wege,  dass  auch: 
(3)  u  =J  A2-  (cD^fi^  —  Gtzd&i) 

ein  iiberall  endliehes  Integral  unserer  Flaehe  F12  ergiebt;  -denn  die  in 

(3)  dargestellte  Grosse  ist  nur  noeh  von  co  allein   abMngig  und  be- 
sitzt,  wie  man  in  tiblieher  Weise  zeigt,  auf  dem  Polygon  (dessen  beide 
Spitzen   eingesclilossen)   keinerlei  Unstetigkeitspunkte.    Wir  schliessen 
clemnach  auf  die  Identitat: 

-7-  =  -  CA2  •  (G)1d(D.2    —  G3td(D^) 

und  finden  von  hier  aus  unter  Benutzung  von  (1)  fiir  E  den  Ausdruck: 
fA\  t-r  \          B3-rfr 

(4)  C  •  E  (Oh  .   £D.>)   =   -r^  --  z~T~  " 

^   J  v    i?      2y         A*co22^£o 

In  AnscMuss   an  eine  sell  on  im  vorigen  Paragrapnen   gebraucbte  Ab- 
kurzung  sei 


so  dass  A0  und  B0  nur  nocli  von  r  allein  abliangen.  Indeni  wir  als- 
dann  in  (4)  fur  t  seinen  Ausdruck  in  A0  und  B0  eintragen,  zugleicli 
aber  die  numerische  Constante  c  in  zweckmassiger  Weise  wablen,  ent- 
springt  durch  Entwicklung  der  Gleicbung  (4)  fur  die  gange  Modulform 
E(co17  Ojj)  der  Ausdruck^  den  wir  als  Definition  von  E  "betraditen: 

(5) 

Es  ist  ein  Leiclites?  von  hier  aus  einlge  Anfangsglieder  der  Potent 
ent^oicMung  von  E  nock  r  zn  bereclmen;  wir  finden  in  der  That: 

(6)  E= 

Es  gentigt  fur  unsere  ferneren  Zwecke,  diese  Anfangsterme  von  E 
mitgeteilt  zu  haben,  ohne  dass  wir  allgemein  ein  analytischess  Bil- 
dungsgesetz  fur  diese  Modulform  entwickeln.  Ob  die  Ansatze  von 
p.  355  ff.,  fur  die  Dimension  (—  3)  specialisiert?  auf  unser  E  fuhren  oder 
nicht?  wird  man  ja  nachtraglich?  wenn  man  will,  leieht  entscheiden 
konnen. 

28* 
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Nun  wird  das  Quadrat  "der  Mo dulf unction  /(»  eine  ganze  Func- 
tion dritten  Grades  von  r(o),  wobei  das  Absolutglied  im  Ausdruck 
dieser  ganzen  Function  gleich  1  ist,  da  bei  co  =  i  oo  t  yerschwindet, 
*'  dagegen  gleich  1  wird.  Man  hat  also  den  Ansatz: 

(7)  <K~  =  1  +  at  +  li?  +  ct\ 

Znr  Berechnung  der  numerischen  Factoren  a,  &,  c  tragen  wir  in  (7) 
die  Modulformen  A,  B,  E  ein,  wodurch   diese  Gleichung  tibergeht  in: 

(8)  E2  =  B6  +  «B4A2  +  &B2A4  +  cA6. 

Dureh    EInsetzung   der   Keihenentwicklungen  (6),  sowie  (5)   und  (6) 
§  10  bestinimt  man  leicht: 

a  =  _20,    6  =  56,    c  =  —  44*). 

Also  das  Resultat:  Zwischen  den  beiden  Modulfunctionen.  v(a>)  ^md  ^(o) 
lesteht  die  cubisclie  Hdation  des  GescfilecJites  p  =  1: 

(9)  ^  =  1  -  20t  +  m^  -  447;3? 
die  man  ouch  in  die  liomogene  Gestalt  seteen  mag: 

(10)  E2  —  Bfi  +  20  B4  A2  —  56  B2  A4  +  44  AG  =  0? 

eine  G-leiclmng,  die  fur  miser  Gebilde  p  ==  1  charakteristiscli  ist. 

Wir  konnen  dem  erialtenen  Resnltate  auch  die  Wendung  geben  : 
Die  leiden  Grossen  tr(co),  tr'fo)  lief  em  uns  ein  voiles  System  von  Modul- 
fundionen  fur  die  Untergruppe  ria;  dabei  stellt  sich  die  Transformation 
W  der  Flactie  F^  in  sich  einfacli  durch  Zeichenwechsel  des  x  lei  wwer- 
andertem  v  dar.  Daraus  folgt  noch  far  E  unter  Rtieksicht  auf  (11)  §  10; 

,.    .v 

(11) 

was  man  auch  leicht  am  Ausdruck  (4)  von  E  verificieri 

Man  fiihre  auch  gleich  noch  die  nachfolgende  formentJieoretische 
Uberlegung  durch:  Die  quadratische  Verbindung  (%A2+  %2B2)  ist  eine 
zum  Polygon  F6'  im  absoluten  Sinne  gehorende  Modulforni  der  Dimen- 
sion —  2,  welche  auf  diesem  Polygon  nur  einen  einzigen,  mit  den  KI 
willkiirlich  beweglichen;  Nullpunkt  aufweist.  Daraus  folgt  unniittelbar: 
Jede  m  F$  im  absoluten  Sinne  gehorende  game  Modulform,  die  als  solche 
eine  gerade  Dimension  —  2o>  aufweisen  wird,  ist  eine  rationale  gawe 
"homog&ne  Function  vtm  Grades  von  A2  und  B2.  Dem  gegentiber  sind, 
um  es  zu  wiederholen,  A,  B  und  E  dem  Polygon  F6'  nur  erst  ad- 
jungiert.  Sie  besitzen  auf  F$  die  Wertigkeit  ^-;  bez.  ^?  f?  und  zwar 

*)  Bei  Kechnungen  dieser  Art  wird  man  immer  nocli  eine  uberz'ahlige  lineare 
Gleichnng  fur  die  unbekannten  Coefficienten  entwickeln,  vermoge  deren  man  die 
"berechneten  ZaWwerte  einer  ControUe  nnterzienen  kann. 
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wird  A  In  der  Polygonspitze  &  —  ioo  in  der  Ordnung  ^  zu  Null,  E 
verschwindet  je  in  der  Ordnung  •£  in  jenen  drei  Polygoneeken;  welehe 
den  Formclassen  D  =  —  44  zugehoren,  uncj  B  endlich  verschwindet 
von  der  Ordnung  •£  in  derjenigen  Polygonecke  von  F6'9  welehe  wir 
der  einen  Formclasse  der  Determinante  D  =  —  11  zuzuweisen  batten. 
Diese  Uberlegungen  gewinnen  nun  gleich  eine  fundamentale  Bedeu^ 
tung  fur  unsere  weiter  folgenden  Betrachtungen. 

§  12.    Darstellung  von  #2?  g^  ]/A  und  ihrer  transformiorten  "Werte 

9*t  9$?  y&  *n  E,  A,  B.     Ansdriiek  fur  die  fimctionentlieoretiscli© 
Resolvente  12ten  Grades. 

Nachdem  wir  voraufgehend  gelernt  haben,  die  zur  TJntergruppe- 
F12  gehorenden  Functionen  und  Formen  durcb  die  einfachsten  unter 
ihnen  enthaltenen  Grossen  zu  beherrschen,  wenden  wir  uns  unsereru 
eigentlichen  Ziele  zu,  n'amlich  einen  functionentheoretischen  Ausdruck 
fiir  die  Resolvente  zwolften  Grades  zu  gewinnen,  Unserer  oft  verwen- 
deten  Massnahme  getreu  werden  wir  diesen  Ausdruck  dadurcn  her- 
stellen,  dass  wir  J(co)  ini  Modulsystem  r?  rf  rational  darstellen.  Jn- 
dessen  gehen  wir  auch  bier  wieder;  wie  scbon  in  der  Einleitung 
angedeutet?  vorab  einen  formentheoretiscben  Weg?  indem  wir  narnlicli 
zuerst  die  Modulformen  erster  Stufe  g^  g§  mit  den  Forrnen  A,  B,  E 
der  F12  in  Beziebung  setzen. 

Sei  gk(<®i,  »2)  eine  der  beiden  Fornien  erster  Stufe  g2,  <73?  so  wird 
gk  natiirlicb  der  f12  angehoren;  ein  Gleicbes  gilt  demnaeb  aucb  von 
der  Form: 

...  //      \ 

(1)  &  (CD,,  co2)  =  gk 

welehe  aus  gk  durch  Ausiibung  der  Substitution  W  der  Periode  zwei 
entsteht.  Diese  Form  gk'  ist,  wie  man  bemerken  woile,  nur  ganz  un- 
wesentlieh  von  der  Form  ^(11  (®ly  ^)  verscliieden,  wie  wir  sie  fruher 
durch  Transformation  ll*61  Ordnung  aus  g^  herstellten.  Wir  haben 
nanilich,  was  man  leicbt  bestatigt: 

llcD1?  co2). 


Da  W  die  Periode  zwei  hat,  so  wird  eine  erneute  Anwendung  der 
Operation  W  auf  gi  wiederum  zu  g%  zunickfahren;  daraus  folgt  so- 
fort:  Die  Ausdrucke  (ffk  +.fft)  sind  game  Modulformen  der  F~12,  welehe 
~bei  Ausubung  von  W  unverandert  Ueiben  oder  das  VoriseicJien  wechseln, 
je  nactidem  bei  (g*  +  gk)  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  wvrd. 
Hierauf  grunden  wir  die  Darstellung  der  g$,g$  in  A,  B;  E,  indem  wir 
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die  am  Schlusse  des  vorlgen  Paragraphen  entwickelten  Satze  zur  An- 
wendung  bringen. 

Da  r'  und  B2  absolut  zur  F12  gehoren,  so  folgt  aus  (1)  §  11  das 
Gieiche  fur  BE,  em  Product,  welches  gegenuber  W  Zeichenwechsel 
erfahrt.  Denanach  sind: 


/0x  9*— 9* 

(2)  ~BE~~ 

M.odnlfttnctionen  der  I"/,  und  als  solcfae  sind  diese  Grossen  auch  in  der 
Unigebung  der  Nullpcmkte  von  B  und  E  auf  der  ,,E"beneu  Fe'  eindeutig. 
In  jedern  dieser  vier  Punkte  muss  also  mit  dem  Nenner  auch  der  einzelne 
ZShler  (2)  wenigstens  in  der  Ordnung  ^  verscliwinden,  so  dass  auch 
noch  der  Quotient  von  g£  —  fa  und  B  E  eine  game  Modulform  der  ria 
•vorstellt,  welclie  aber  nun  gegeniiber  W  absolut  invariant  ist  und  eben. 
deslialb  sich  als  ganze  homogene  Function  von  A2  und  B2  darstellen 
lasst.  Aus  der  Dimension  in  den  col7  ^  ergiebt  sich  daraufhin  un- 
mittelbar  der  Ansatz: 

(3)  ft'-ft  — aBE,    ^-™p3-BE(^Aa  +  /3B2). 

Noch  director  erledigen  sich  die  beiden  Ausdriicke  fa'  +  fa  5 
Mer  gilt  offenbar  der  Ansatz: 

i  +  9*  - &A4  +  cA2B2  +  <*BS 


Zur  Bestimmung  der  noch  unbekannten  nunierischen  Coefficienten 
trage  man  die  Reihenentwicklungen  ein;  dabei  genugen  fur  g%  und  gs 
selbst  unter  Einschluss  der  iiberschussigen  (zur  Controlle  der  Eeehnung 
hinzugezogenen)  Glieder  folgende  Anfangsterme: 

12  (^)4  <?2  =  1  +  12  *  20  (r  +   9r2  +  28r3  -\ ), 

(5)      /!r\* - 

216  (|y  #3  —  1  —  14  -  36  (r  +  33r*  +  244r8  +  1057 r4  +  »•). 

Nachdem  wir  die  Eecbnung  211  Bnde  gefuhrt  haben?  bestimnien  wir 
durch  Combination  der  entspringenden  Gleichungen  gk  und  g%  eiu- 
zeln.  Als  Ausdrucke  fur  die  Modulformen  g2)  gs  und  ikre  trans for- 
mierten  Werte  g%,  g%  m  den  Modulformen  A,  B?  E  der  f12  ergeben  sicli 
solckerweise: 

+  2.32BE(23-11A2  — 37B2). 

Dabei  beziehen  sich  die  oberen  Zeiehen  immer  auf  die  ursprunglichen 
Moduln,  die  unteren  aber  auf  die  transformierten. 
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Urn  entspreeliende  Ausdrileke  fur  A&  und  A'  zu  gewinnen,  be- 
trachten  wir  ]/A  auf  JP12.  Hierbei  liegt  der  Nachdrack  auf  dem  Um- 
stande,  dass  1^AA7  Us  auf  einen  numeriscJien  Factor  mii  A2  uberein- 
stimmt;  die  betreffende  Formel  findet  man  welter  unten  angegeben. 
Es  folgt  die  Identitat  dieser  beiden  Modulformen  einfach  aus  der 
gleichen  Lage  und  Art  ilirer  Verscbwindungspunkte  auf  .F12?  wie  man 
leiclit  ins  einzelne  verfolgen  wird*).  Demzufolge  gehorj^  ]/AA'  im 
absoluten  Sinne  zu  F6',  und  es  werden  die  beiden  Formen  (]/A'H-]/A) 
diesem  Polygon  F6'  adjungiert  sein.  Man  bilde  nunmehr  die  beiden 
naebfolgenden  Quotienten: 

fff\  y*  +  VA  _V?^V?_, 

(®)  AB(aA4+  &A2B2+<?B4)7      AE(o:A2+  |3B2)7 

wobei  die  Coefficienten  a,  I,  c  und  a,  ft  vorab  ganz  beiiebig  gewanlt 
sein  mSgen.  Die  Ausdrucke  (8)  stellen,  wie  man  sient,  M.odu!func- 
tionen  dar;  deren  Quadrate  absolut  zur  f/  gehoren^  wahrend  sie  als 
solche  zufolge  der  friineren  Pormeln  sowohl  gegenuber  S  als  W  ab- 
solut invariant  sind.  Deninacli  muss  z.  B.  (]/A'  —  ]/A)  bei  der  Lage 
mid  Art  der  Nullpunkte  von  A  und  E  in  der  Spitze  co  =  i  oo  von  FBf, 
sowie  in  den  drei  zu  D  =  —  44  gehorenden  Ecken  von  F6'  jeweils 

in  einer  der  Ordnungen  i  ,  ~7  |-,...  (genaessen  auf  J?6')  ver  sell  wind  en  ; 

i     *j     -* 

dagegen  wird  (|/A;  —  }/A)  in  der  zu  D  =  —  11  genorenden  Poljgon- 
ecke  entweder  endlicli  bleiben  oder  in  ganzzanliger  Ordnung  auf  F6' 
versehwinden,  da  bier  A  und  E  selbst  endlicli  und  von  Null  verscbieden 
sind.  In  sonstigen  (gewohnliehen)  Punkten  von  FG'  wird  der  zweite 
Ausdruck  (8)  selbstverstandlicli  nur  in  ganzzahliger  Ordnung  Null 
oder  oo  werden  konnen,  da  er  docli  eine  Modulfunction  darstellt.  In- 
dem  wir  also  daraii  erinnern,  dass  FB'  zum  Geschleehte  p  =  0  geh5rt, 
wird  auf  der  gescnlossenen  Flache  FGf  nicbt  nur  das  Quadrat  des 
zweiten  Ausdrucks  (8),  sondern  dieser  selbst,  als  nirgends  von  ge~ 
brocnener  Ordnung  0  oder  cx>?  eine  emdeutige  Function  vorstellen.  — 
Ebenso  verfabren  wir  beini  ersten  Ausdruck  (8)  und  erkennen  so  end- 
Heh,  dass  die  Quotienten  (]/A'~  +  V  A)  :  AB  und  (|/A'~—  I/A)  :  AE  als 
ganee  Modulformen  absoUt  zur  T/  gehoren.  Damit  aber  haben  wir  die 
Ansatze  erreicbt: 


von   denen   aus  wir  nun  in  gewobnter  Weise   leicht  die  gewtinschten 
*)  Man  Tgl.  aneh  die  n'aclistfolgenden  Paragraphen  sowie  oben  p.  67  u.  1 
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Resultate  ablelten.    Als  endgultige  DarstelUmgen  der  Moduln  ]/A  und 

J/A7  in  den  Modulfonnen  A5  B,  E  for  T12  ergeben  sick: 

(9)    2]/A,  2VA7  =  A^(2rMlA^3-7A2B2+B4)  +  AE(llA2-B2). 

Dieses  letzte  Ergebnis  1st  iibrigens  elner  interessanten  Bestatigung 
fahig.  Es  wurde  namlich.  bereits  angedeutet,  dass  2}/A'A  bis  auf  einen 
numerischen  Factor  mit  A  identisch  ist.  Aus  (9)  folgt  aber; 

=  A2B2(88A*  -  21A2B2  +  B4)2  -  A2E2(11A2  —  B2)2. 


Wenn  man  also  liier  E2  durch  seinen  aus  (10)  p.  436  entspringenden 
Ausdruck  in  A,  B  ersetzt,  so  muss  sicfa.  die  rechte  Seite  der  letzten 
Gleielmng  auf  das  einzelne  Glied  mit  A12  zusammenzielien.  Die  Recli- 
nung  bestatigt  dies,  indera  sie  auf  die  Relation  ffihrt: 


(10)  "I/A7^^  121  A12. 

Die  Aufstellung  der  functionentheoretischen  Resolvents  zwolften  Grades 
ist  mit  dem  Bisherigen  bereits  implicite  geleistet.  Wir  brauchen  nur 
nock  auf  die  Proportion: 

J:J—1:  1  —  &8:27&8:  A 

zuriickzugelien,  um  auf  der  rechten  Seite  derselben  gs,  $3?  A  durch 
ihre  Ausdrticke  (6),  (7)  und  (9)  zu  ersetzen.  Indem  wir  dann  noeh 
zur  nicbt-homogenen  Bezeichnungsweise,  d.  i.  zu  den  Modulfunctionen 
t,  tf  der  F12  zuruckgelien,  erbalten  wir  das  Eesultat*): 

(11)  J:J—  1:1  —  [Z^ll-r3  —  2*-23-T  +  61—  23-3-5-T]8 

:[7(28-ll8i;8—  26  •  3-11-  r2  +2*.3-23-T  -5-  19) 


:2*.38-r[28-ll.Ta—  3-7.T+1—  -/(llir—  I)]2. 

Diese  Glmlmng  im  V&rein  mit  d&r  miscken  t  und  tr  testehenden  alge- 

"braiscken  Eelation: 

(12)  /2  —  1  +  20  r  —  56r2  +  44tr3  ==  0 

&rgiebt  un$  im  gewohnten  Sinne  den  Ausdruck  fur  die  functionenttieore- 

tische  Hesolvmte  2wolften  Grades.    Auf  der  anderen  Seite  besitzen  wir 

hier  ein  interessantes  Ergebnis  fur  jene  Darstellungsweise  der  Modular- 

gleicliungen  erster  Stufe;  wie  wir  sie  oben  p.  58  ff*  allgemein  postu- 

*)  Maaa  ygl.  nun  hier  die  sclicm  in  der  Einleitung  zum  vorliegenden  Kapitel 
namhaft  gemachten  Untersudmngen  von  Hrn.  Kiepert.  Die  Formel  (325  b) 
p.  98  1.  c.  ist  in  anderer  Grestalt  geradezu  die  Gleichung  (11)  des  Textes7  wahrend 
tmsere  G-leiclmng  (12)  bei  Hni.  Kiepert  mit  der  Gleicliung  (320)  p.  96  uberein- 
slimml;;  die  Uberfuhrung  dieser  beiden  letzten  Gleiehungen  in  einander  lasst  sick 
in  der  That  miihelos  vollzielien, 
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lierten  und  fur  die  Falle  des  Geschlechtes  j>  =  0  vollstandig  dureh- 
fuhrten.  In  der  That  wird  ja  fur  J'  (o)  =  <J(llco)  eine  der  Relation 
(11)  vollig  gleich  gebaute  Proportion  gelten,  deren  rechte  Seite  aus 
derjenigen  von  (11)  einfaeh  durch  Zeichenwechsel  von  t'  entspringt. 
Die  so  gemeinte  GleicJiung  im  Verein  mit  (11)  und  (12)  Uldet  alsdann 
den  Ersatz  fur  die  Modulargleicliung  erster  Stufe  elfter  Qrdnung*  Der 
einzige  Unterschled  gegen  die  friiheren  Entwicklungen  1st,  wie  man 
sieht?  der?  dass  wir  (dem  GescHechte  p  =  1  znfolge)  nieht  mehr  mit 
einer  einzelnen  Grosse  v  reichen,  sondern  deren  0wei  neben  einander 
stellen  mi5ssen?  die  dann  durcli  die  algebraische  Relation  (12)  an  em- 
ander  gebnnden  sind, 

§  13.    Von  den  formentlieoretiselaeii  Resoivent©3i  zwolften  G-rades, 

Die  Ableitung  formentheoretischer  Resolventen  ans  den  funetionen- 
theoretischen  gelang  bei  den  niederen  Stufen  n  =  5?  7  ohne  weiteres; 
Mer  bei  ^=11  liegen  die  Vernaltnisse  anders?  nnd  zwar  infolge  der 
Eigenart  der  zu  Grunde  gelegten  Modulfunction  x,  t'i  Diese  einfachsten 
Functionen  der  F12  sind  eben  Quotienten  von  Formen?  die  durchgehends 
nnr  erst  der  Stufe  elf  angehoren?  wahrend  bei  n  =  5  oder  7  der  Haupt- 
modnl  i  Quotient  zweier  Formen  war;  von  denen  die  eine  der  ersten 
Stufe  adjungiert  war  (cf.  Formeln  (5)  p.  64). 

Bei  dieser  Sachlage  werden  wir  zur  Gewinnung  formentheore- 
tischer Resolventen  zwolften  Grades  aufs  neue  ansetzen  mussen.  Da 
eine  Modulform^  die  absolut  zur  homogenen  F12  gehoren  soil,  von  ge- 
rader  Dimension  seln  muss  (insofern  sie  anderenfalls  gegeniiber  jP2 
das  Zeichen  wechselt),  so  werden  wir  offenbar  eine  mogliehst  elnfache 
fornaentheoretische  Resolvente  erhalten,  wenn  wir  als  Wurzel  der- 
selben  eine  ganse  Modulform  ( —  2)ter  Dimension  der  F12  wahlen.  Die 
allgemeinste  Form  dieser  Art  ist  aber  bekanntlich: 
(1)  ya=ll(Xitf-XzB*), 

um  sie  gleich  (vermittelst  eines  willktirlich  bleibenden  Parameters 
xt :  3«2)  in  diese  typische  Form  zu  setzen.  Auf  dem  bezeiclineten  Wege 
erJialtm  wir  also  gleich  einfacJi  un&ndlich  viele  wesentlich  verschied&ne  Ee- 
solventen  zwolften  Grades. 

Was  die  Gestalt  aller  dieser  Gleichungen  angeht^  so  haben  wir 
hier  die  wesentliche  Falltinterscheidting?  ob  x%  von  Null  verschieden 
oder  Null  ist.  Im  ersteren  Falle;  den  wir  vorwegnehmen,  setzen  wir 
einfach  xa  =  1  und  erinnern  daran,  dass  B  =  B0  unter  alien  zwolf  Grossen 
der  beiden  zu  Grunde  liegenden  Modulsysteme  Aa?  BG:  die  einzige  ist, 
welche  bei^o  =  i  oo  gegen  einen  von  Null  versehiedenen  Wert  con- 
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vergiert.  Genau  in  derselben  Weise,  wie  wir  bei  n  =  7  im  vorigen 
Kapitel  (p.  398)  ausftihrlich  zeigten,  hat  dies  zur  Folge?  dass  die  frag- 
liche  Resolvente  in  grosser  Nahe  von  CD  =  i  oo  annahernd  die  Gestalt 
annirnmt:  f  ^  u 

ly  +  11  (— j  }  [  y  —  (~)  J      =  0' 

Die  Coefficienten  der  Resolvente  sind  daniit  bis  auf  Bestandteile,  die 
mit  r  verschwinden,  ohne  weiteres  zu  bestimmen*,  in  der  That  finden 
wir  als  Ausdntck  der  formentlieoretiscJien  Eesolvente  fur  x%  =  1  nach 
hireer  Eechnung : 

is  __  6  •  11  -  12&y10  +  11  -  40  -  216&i(0  -  11  •  135  -  122<?2Y 
+  11  -  288  •  I2g>  •  216#3#7  —  (11  *  420  •  123^23  +  «A)  j/6 
+  11  -  432  -  12V  '  216&!/5  -  (11  -  315  - 124#24  +  fa A)/ 


y-(ll-12V 

Die  sieben  numerischen  Coefficienten  a,  |8,  . .  . ,  -9-  bleiben  mit  «L  un- 
bestimmt;  indem  sie  offenbar  rationale  ganze  Functionen  dieses  Para- 
meters werden;  die  Ausdriicke  derselben  wiirde  man  vermoge  einer 
allerdings  etwas  umstandlichen  Rechnung  aus  den  Reihenentwicklungen 
nach  r  feststellen  konnen. 

Gegentiber  der  umfanglichen  Gleichung  (2)  wolle  man  nun  die 
besondere  Einfachheit  jener  speciellen  unter  unseren  Resolventen  be- 
inerken?  welehe  dem  Falle  ^  ==  1?  %>  =  0  in  (1)  zugehort.  In  dieseni 
Falle  werden  alle  Coefficienten  der  Resolvente  solche  ganze  Modul- 
formen  erster  Stufe  sein  rniissen,  die  mit  r  verschwinden;  nun  also 
koinmen  alle  Glieder,  welehe  wir  in  (2)  esplicite  bestimmen  konnten, 
gerade  zum  Portfall,  und  unter  den  iibrig  bleibenden  Gliedern  wird 
anch  noch  £-#23A  ausfallen  mussen^  da  offenbar  das  Product  der  zwolf 
gleichberechtigten  y  bei  £0  =  ^*00  mit  einer  hoheren  als  der  ersten 
Potenz  von  r  proportional  wird.  Die  sechs  noch  unbekannten  Coeffi- 
cienten bestimoit  man  endlieh  aus  den  Reihenentwicklungen.  Auf  solche 
Weise  fmdet  man  als  fertige  Form  der  Eesolvente  wcolften  Grades  fur 
//w  =  -j-  11  A2  die  nachfolgende: 
(3)  y12  — 11  -90A'j/6  +  ll-40-- 


Hier  haben  wir  zufolge  der  Identitat  (10)  §  12,  die  wir  nun  auch  in 
die  Gestalt: 


(4)  2/oo  = 

setzen  mogen,  keine  andere  als  die  forinentheoretische  Transformations- 
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gldchung  filr  n  ==  11  vor  uns,  die  wir  im  wrigen  Absclmitt  (p.  72)  der 
ersten  Stufen  adjungiert  nannten*^), 

Der  jetzt  erreiclate  Fortschritt  gegeniiber  den  eben  genannten  Ent- 
wicklungen  im  vorlgen  Abschnitt  besteht  nun  aber  nicht  nur  darin? 
dass  wir  die  fertige  Gestalt  der  Resolvente  (3)  kennen  gelernt  liaben: 
wir  werden  vielmehr  Tor  alien  Dingen  A  =  A0  jetzt  wieder  als  erste 
Modulform  im  System  der  seclis  Pormen  A0,  A1;  .  .  .,  A5  elfter  Stufe 
betraehten  und  konnten  eine  Theorie  dieses  Modulsystems  durehbilden, 
welehe  in  den  entsprechenden  Entwicklungen  iiber  das  quaternare 
Modulsystem  der  Aa  bei  n  =  7  ilir  genaues  Vorbild  finden  wtirde.  Da 
wiirden  wir  denn  ein  Galois' sclies  Problem  der  ka  sn  fomnulieren  hdben, 
(lessen  einfacliste  Resolvents  die  Gldclmng  (3)  ist;  wir  wiirden  die  Quadrat- 
wurzeln  aus  den  zwolf  Grossen  y  durcli  die  seelis  A<*  in  der  Gestalt 
eines  Jacobi'scJien  ScJiemas  darstellen  konnen  und  also  in  (3)  eine 
Jacoli'scJie  Qleichnng  erkeonen  u.  s.  w. 

Auf  die  hiermit  bezeiclineten  Verhaltnisse  treffen  wir  nun  aber 
niclit  nur  bei  der  Resolvente  (3),  sondern,  was  sofort  evident  ist;  anch 
bei  jener  Resolvente  (2)?  welche  den  Werten  %  =  0,  x2  =  1  in  (1) 
zugehort.  Hier  koranien  wir  zuin  Modulsystem  der  &a>  welches  sich. 
(bei  richtiger  Anordnung)  contragredient  zu  den  normierten  Aa  sub- 
stituiert.  Nichts  wiirde  hindern,  nun  aucli  ein  Problem  der  B®  zu  for- 
mulieren,  flir  welctes  dann  die  in  Rede  stehende  Gleicliung  (2)  die 
einfachste  Resolvente  liefern  wtirde.  

Die  Thatsaehe,  dass  auch  nocli  Yym  eine  eindeutige  Modulform 
1st,  tritt   iibrigens   (wie  liier  noch   anschliessend  bemerkt    sein    mag) 
ausser  far  die  beiden  Werte  0  und  oo  des  Parameters  %:%  auch  noeli 
fur  jene  drei  Werte  ein,  welche  aus  der  Gleichung: 
(5)  xf  —  20^K2  +  56  x^8  —  44%3  =  0 

zu  berechnen  sind.  Nur  fur  diese  drei  y^  werden  nainlieli  die  beiden 
Nullpunkte  auf  dera  Polygon  F^  coincidieren,  so  dass  die  Quadrat- 
wurzel  yi/^  im  Innern  der  m-Halbebene  kerne  Nullpunkte  gebrochener 
Ordnung  darbietet.  Auf  diese  drei  Modulformen  ( —  l)ter  Dimension, 
deren  nahere  Betrachtung  sieh  gewiss  verlohnte,  wurden  wir  tibrigens 
durcli  unsere  anfanglichen  Entwicklungen.  schon  deshalb  nicht  gefuhrt7 
weil  wir  hier  in  Betreff  sowohl  der  Entwicklungscoefficienten  der 
Potenzreihen  nach  r,  wie  auch  der  numerischen  Bestandteile  in  den 
beztigliehen  Resolventen  (2)  in  ein  irrationales  nwnerisches  GeUet  hinein- 
gelangen?  dasjenige  n'amlich,  welches  dureh  die  cubische  Gleichung 

*)  Unter  diesem  Gesicbtspunkt  hat  Er,  Klein  seiner  Zeit  die  Gleichung  (3)  des 
Textes  anfgestellt  und  in  seinem  p.  402  genannten  Brief  an  Brioschi  niitgeteilt. 
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(5)  charakterisiert  1st.  Dass  iibrigens  die  fragliclieB  drei  Quotienten 
XL  :  x2  die  reciproken  Werte  der  drei  singuldren  Moduln  x  sind;  welche 
den  drei  "arspriingliclien  Formclassen  der  Determinants  D  =  —  44  zu- 
gehoren,  wird  man  bereits  bemerkt  haben. 

Die  bescliriebenen  Yerhaltnisse  sind  iibrigens  aucli  von  der  allge- 
uaeinen  Stufentheorie  aus  verstandlicli,  wenn  wir  dieselbe  auf  das 
durcb.  die  Flaclie  F12  gegebene  elliptische  Gebilde  in  Anwendung 
bringen*).  Da  geht  offenbar  die  Form  B  der  ff-  Function  erster  Stufe 
parallel  ;  jene  drei  Modulformen  YyM  aber,  welclie  der  Gleicliung  (5) 
entspreehen,  wiirden  wir  mit  den  drei  zur  gweiten  Stufe  gehorenden 
Functionen  <^10  (u)  ,  <501  (V)  ;  <?11  (u)  zu  identificieren  haben.  Der  Fort- 
sehritt  yon  der  ersten  zur  zweiten  Stufe  foei  unserer  Fn  wurde  also 
in  aritJimetisctier  Hinsicht  den  Charakter  haben?  dass  wir  den  Bereich 
der  nimierischen  Zafilen  durcli  Hin&unahme  der  drei  £u>  D  =  —  44  ge- 
Jiorenden  singuldren  Moduln  x  erweitern. 

Es  inag  in  dieser  Hinsicht  noch  interessant  sein,  zu  erfahren, 
welche  numeriscJien  Zahlwerte  die  rationalen  Invariaaten  und  unter  ilinen 
insbesondere  die  absolute  fur  nnser  elliptisches  Gebilde  annekmen.  Um 
Yerweclislungen  211  vermeiden?  wollen  wir  alle  in  Betracbt  kommenden 
elliptischen  Functionen  erster  Stufe  durcli  die  betreffenden  deutschen 
Bucbstaben  bezeiehnen.  Die  Gleicliung  (12)  §  12  rechnet  sich  als- 
dann  in  die  Weierstrass'selie  Normalform  um: 


tmd  es  ergeben  sich  von  tier  aus  als  Werte  der  Invarianteu  : 

«_!L«i     a  _«J1     a  __  ii5     cv  __  a'-8i» 

Bs  —      3     )     Bs  —     33     ?     -^  --  J-i?     o  —  —  s^lj 


Mit  den  Torstehenden  Entwicklungen  mtissen  wir  die  Theorie  der 
elften  Stufe  abschliessen.  Wir  liaben  die  letztere  Theorie  vermoge  der 
Modulsysteme  des  Eap.  3  bis  zn  dem  gleichen  Grade  durchbilden 
konnen,  wie  die  TKeorie  der  siebenten  Stufe  in  Bd.  I,  und  haben  so 
aufs  neue  einen  Beleg  fur  die  Brauchbarkeit  der  allgemeinen  analyti- 
sclien  Ansatze  des  vorletzten  Kapitels  gewonnen. 

*}  Man  sehe  z.  B.  die  Theorie  der  elliptischen  Normalcnrven  der  verschie- 
denen  Ordnxmgen  n  und  deren  Bezieliung  zu  den  Modulfunctionen  wter  Stnfe  In 
den  beiden  ersten  Kapiteln  des  vorliegenden  Abschnltts;  vgl.  insbesondere  auch. 
das  zu  Anfang  des  vierten  Absclinitts  (p,  2  bis  8)  enfcwickelte  allgememe  Stufen- 
fiir  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 


Sechstes  Kapitel. 

Von  den  dnrdi  die  Modnlargleiclmgeii  erster  Stnfe  deflnierteii 
algebraischen  Gel>ilden  bei  w>ll. 

Bei  der  Fortsetzung  unserer  function  entheoretisch  en  Einzelunter- 
suchungen  fiber  den  Fall  n  =  11  hinaus  konnte  es  slcn  fiir  die  weiter 
folgenden  Stufenzahlen  zunaehst  wieder  urn  die  Modulsysteme  der  Aa? 
der  0a  etc.  handeln,  die  yon  den  allgemeinen  Ansatzen  des  dritten 
Kapitels  geliefert  werden.  Mag  n  prim  oder  zusammengesetzt,  gerade 
oder  ungerade  sein,  Immer  wird  man  dem  einzelnen  der  vorgeiegten 
Modulsysteme  in  bekannter  Uberlegung  die  ihm  zugehorige  Curve 
zuerteilen,  ftir  welche  alsdaun  Ordnung  und  Geschlecht  leicht  angebbar 
sind.  Jede  solcne  Curve  wird  auf  das  Polygon  der  Hauptcongruenz- 
gruppe  der  gerade  vorliegenden  Stufe  eindeutig  bezogen  sein,  und  sie 
wird  gegentiber  den  Transformationen  dieses  Polygons  in  sich  selbst 
die  gleiche  Anzahl  von  Collineationen  in  sich  erfahren. 

Nun  war  aber  bei  n  =  11  der  eigentlicne  Beweggrund  fiir  die 
ausfiihrliche  Betrachtung  der  Moduln  0a,  dass  wir  die  Resolventen 
lltei1  Grades  biiden  wollten.  Holier  hinauf  sind  die  nledersten  Eesol- 
venten  immer  diejenigen  vom  Grade  ^(w);  und  diese  sind  functionen- 
tlaeoretisch  zuganglich,  aucn  oline  dass  wir  jene  Galois'sehen  Modul- 
systeme vorher  einer  eingehenden  Discussion  unterzogen  hatten.  Es 
ist  dies  darin  begriindet,  dass  uns  Moduln  des  Transformationspolygons 

J?V(»)  VOB  ^en  Systemen  der  ^t-  bez.  ^i—  Grossen  immer  leicht  ge- 
liefert werden  5  im  Falle  ungerader  n  sind  es  sogar  direct  die  Grossen 
A0?  y0  etc. 

Bei  dieser  SacHage  wollen  wir  jetzt  den  Zielpunkt  fur  die  Ent- 
wicklungen  des  gegenwartigen  Eapitels  folgendermassen  festlegen:  Es 
soil  sich  darum  Jiandeln,  fur  eine  Eeihe  wdterer  Stufengahlen  n  die  Re- 
solvente  ^(n)^  Grades  und  das  durcti  sie  definierte  algebraische  GeUlde 
mit  Siilfe  der  uns  mr  Yerfugung  stehendm  Moduln  A0  etc*  0u  unter- 
suchen.  Hier  treffen  wir  in  der  Tliat  nocn  auf  eine  ganze  Reihe  leicht 
zuganglicher  Einzeluntersucliungen7  walirend  sich  die  auf  die  regularen 
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Flachen  F^n)  der  gleichen  Ordnungen  n  bezogenen  Modulsysteme  der 
0a}  Aa  etc.  einer  erschopfenden  Betrachtung  nicht  mehr  in  dem  Masse 
leicht  zuganglich  erweisen,  wie  bei  w<!ll. 

Die  folgenden  Entwicklongen  erstrecken  sich  mit  Ausnahme  des 
Falles  n  =  35  nur  auf  Prirazahlstufen;  es  gesehah  dies  namentlicii 
wegen  der  einfachen  Gestalt,  die  das  Transformationspolygon  F-^^  fur 
priinzaliliges  n  aufweist,  Dabei  liaben  wir  nach  Bequemlichkeit  eine 
Reihe  YOU  Stufen  n  zur  Untersuehung  herausgegriffen,  und  zwar  war 
fur  die  Auswahl  der  TJmstand  niassgeblich,  dass  unsere  analytischen 
Ansatze  sich  vornehmlich  in  jenen  Fallen  als  brauchbar  erweisen, 
welche  zu  elliptischen  oder  nyperelliptisclien  Gebilden  liinfuhren. 

Die  Untersuckungen  des  vorliegenden  Kapitels  sind  erst  letzthin 
yom  Herausgeber  ausgefiilirt  "worden*);  sie  grunden  sich  durchaus 
auf  den  Gebrauch  der  Eiemann;sehen  Flachen  F^^  und  der  zu  den- 
selben  gehorenden  M.odulformen,  und  stellen  sich  auch  in  dieseni 
Sinne  den  beziiglichen  Entwicklungen  bei  n  =  11  im  yorigen  Kapitel 
(§  10  u.  f.)  unniittelbar  an  die  Seite.  Im  ubrigen  liegt  die  engste 
Beziehung  zu  der  schon  haufig  genannten  Arbeit  von  Hrn.  Kiepert 
in  Bd.  32  der  Mathem.  Ann.  Yor;  doch  kommen  in  ietzterer  Arbeit 
mit  einziger  Ausnahme  des  Falles  n==  11  nur  zusaminengesetzte  Stufen- 
zahlen  zur  Geltung. 

§  I.     Das  ziir  Ordmmg  n  ==  31   gehorende  Transformationspolygon 

tmd  seine  Modulformen  der  Dimensionen  —  1  und  —  2. 

Als  Prototyp  fiir  diejenigen  Falle  n,  die  zu  einem  algebraischen 
Gebilde  des  Geschlechtes  p  =  1  hinfuhren;  kann  die  im  vorigen  Kapitei 
behandelte  Ordnung  n  =  11  gelten.  Ftir  die  Falle  p  ==  2  bringen  wir 
hiermit  die  Ordnung  n  =  31  in  Vorschlag  **).  Das  zugehorige  Trans- 
formatioBspolygon  F^  hat  nach  fruheren  Regeln,  als  32-blattrige 
Flache  iiber  der  «7-Ebene  angeordnet,  die  nachfolgende  Verzweigung: 
Bei  J"  =====  0  verlaufen  givei  'Blatter  isoliert,  wahrend  die  ubrigen  dreissig 
mi  je  drei  in  sehn  Verziveigungspunkten  msammenliangen;  bei  J  =  1 
hangen  die  SKlUer  m  je  &wei  in  sechzehn  Ver^weigungspunkten  eusammen; 
sdiliesslicli  verlauft  bei  J  =  oo  ein  Blatt  isoliert,  wahrend  die  ubrigen 
31  im  Cydm  gusammenMngen.  Die  beiden  bei  <J=0  isoliert  ver- 
laufenden  Blatter  liefern  iin  ursprtingliehen  Polygon  F^  zwei  Ecken  &; 
die  als  Pispunkte  zu  zweien  in  der  f33  enthaltenen  elliptischen  Sub- 

*)  Vgl.  aucK  Math.  Ann.  Bd.  40. 

**)  Die  zu  p  =  1  bez.  jp  »  2  geiioreoden  Ordnungen  n  =  19  und  23  sind  in 
der  eben  genannten  Arbeit  des  Herausgebers  behandelt. 
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stitutionen  der  Periode  drei  gehoren.  Wir  wollen,  die  fruhere  Benen- 
nung  beibehaltend;  diese  beiden  Eeken  kurz  als  7?Ausnahmepunkte  &" 
des  Polygons  F3%  bezeichnen. 

Die  wichtigste  Eigenschaft  des  Polygons  F$%  besteht  darin?  dass 
dasselbe  die  fruher  (p.  42)  mit  W  letzeicJinete  Transformation  der  Periode 
0wei  in  sick  zulasst.  Diese  Transformation  W  hatte  nun  fiir  unsere 
Flache  FB2  eine  sehr  merkwurdige  arithnietische  Bedeutang;  in  der 
That  reprasentieren,  wie  wir  fruher  (p.  189)  fanden,  die  Fixpunkte 
von  W  Im  Polygon  JF32  gerade  die  gesamten  Classen  nrsprunglicher 
quadratischer  Formen  (P,  Q,  E}  der  beiden  Determinanten  D^=  —  31 
und  D  =  —  124.  Nun  aber  bestimmen  wir  nach  I  p.  250  sofort  drei 
reducierte  urspriingliche  Formen  far  D  =  —  31  und  ebensoviele  fiir 
D  =  —  124;  es  sind  dies  die  Formen: 

I  D  =  -  31,      (1,  1,  8),       (2,  ±  1,  4), 
ID  =  -124,     (1,0,  31),     (5,  ±4,  7). 

Nennen  wir  die  aus  T32  durch  Zusatz  von  W  entspringende  Gruppe 
T(3i)  und  Ihr  Polygon  F($i)9  so  ergiebt  sich  aus  den  eben  dargelegten 
Verhaltnissen  der  wichtige  Satz,  dass  dieses  Polygon  F^q  0um  GeseKlechte 
p  ==  0  gefiort.  Wenn  wir  namlich  F(BI)  zu  einer  geschlossenen  Flache 
zusammenfalten,  so  werden  wir  nun  umgekehrt  F^  durch  doppelte 
Uberlagerung  jener  Flache  wiedererhalten;  Indem  wir  nur  Sorge  tragen, 
dass  belde  Blatter  an  den  sechs  durch  (1)  charakterisierten  Stellen 
mit  einander  verzweigt  sind.  Nun  bemerke  man,  dass  wirklich  eine 
doppelt-iiberdeckte  Ebene  mit  sechs  Verzweigungspunkten  zum  Ge- 
schlechte  p  =  2  hinfiihrt,  wahrend  eine  eliiptische  Flache?  in  dieser 
charakteiistischen  Weise  doppelt  fiberdeekt,  bereits  das  Geschlecht  4 
bekomnit.  Offenbar  konnen  wir  (ibrigens  das  erhaltene  Eesultat  auch 
In  der  Weise  aussprechen?  dass  die  Substitution  W  es  ist?  welcJie  die 
&weiwertigen  Functionen  unserer  Jiyperelliptiscfien  FldcJie  in  sicJi  trans- 
formiert. 

Urn  in  die  analytische  Behandlung  unserer  Flache  F^  den  Bin- 
gang  zu  gewinnen,  sind  die  in  (2)  p.  355  angesetzten  Reihen  A0  weit- 
aus  die  geeignetsten.  Wir  haben  dieselben  zu  bilden  fiir  die  beiden 
quadratischen  Formen  (1,  1,  8),  (2,  1,  4)  bez.  fiir  zwei  mit  Ihnen  aqni- 
valente  Formen;  welche  den  Gestaltanforderangen  entsprechen,  wie  sie 
1.  c.  formuliert  wurden.  Setzen  wir  dann  gleich  31 1  statt  |;  um  der 
Summationsbedingung  |  ^  0  (mod.  31)  zu  geniigen,  so  erhalten  wir 
die  beiden  Eeihen: 

,         23Z 
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wo  beide  Male  |  und  r}  alle  Combinationen  ganzer  Zahlen  durchlaufen 
sollen.  Indem  wir  noch  eine  weitere  naheliegende  Vereinfachung  in 
der  Schreibweise  der  Exponenten  einfuhren  und  zugleich  auf  die  schon 
bei  w«=ll  gebrauehte  Bezeiehnung  B(<oi9  cos)  zurtickgreifen,  haben  wir 


„.     a  g 

B'  =  —  > .  r     8      ,    «  =  y  (mod.  4) 

Ct),;j       &mOm 

als  die  beiden  zu  Grunde  zu  legenden  Modulformen.  Doch  ist  es  nock 
zweckm'assiger  statt  B'  die  Form  A  durch  2 A  =  B  —  B'  einzufulireri7 
um  nun  das  Modulsystem  A7  B  zu  benutzen.  Als  die  Anfangsterme 
der  Entwicklungen  Ton  A  und  B  nacn  Potenzen  von  r  merke  man 
gleicli  an: 

(3)  A  —  5~  (r  -  **  —  r"  -  r?  +  r"  +  r9  +  "•), 

(4)  B  —  ~5  (1  +  2r  +  2r4  +  4rs  +  2r9  +  •••). 

Eine  Modulform  (—  l)ter  Dimension  hat  auf  dem  Polygon  F^  die 
Wertigkeit  f;  sie  wird  in  den  Ausnahineptmkten  &  des  Polygons  je- 
weils  im  Grade  %  versehwinden,  ausserdem  aber  ttwei,  allgemein  nicht 
naher  angebbare?  einfaehe  Nullpunkte  auf  JF82  aufweisen.  In  der  That 
sind  diese  beiden  Nullpunkte  fiir  die  lineare  Verbindung: 

(5)  <*A  +  /?B 

mit  den  Quotienten  a  :  ft  selbst  beweglick  Der  Quotient  irgend  zweier 
linear -unabMngiger  VerUndungen  (5)  wird  demgemass  eine  woew&rtige 
Function  der  FlacJie  F32  liefem,  und  mgleich  erhalten  wir  auf  diesem 
Wege  offmbar  ihre  gesamten  zweiwertigen  Functionen;  wir  werden  im 
naehsten  Paragrapten  eine  besondere  unter  ihnen  zum  speciellen  Ge- 
brauche  ausw'ahlen. 

Die  Nullpunkte  einer  einzelnen  Modulform  (5)  werden?  wie  wir 
eben  fanden?  durch  die  Transformation  W  in  sich  iibergefiihrt.  Es 
miissen  demnach  A  und  B  gegeniiber  der  liomogenen  Substitution  W: 

(6) 

bis  aufs  Zeichen  in  sich  selbst  ubergeten;  denn  auch  in  dieser  homo- 
genen  Gestalt  ist  W  yon  der  Periode  zwei.  Aber  aus  dem  Verhalten 
der  Formen  B  gegeniiber  der  Modulsubstitution  T  folgern  wir  hier 
genau,  wie  bei  n  =  11 ;  dass  direct  die  Gleichungen  bestehen: 
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Die  allgemeinste  ganze  Modulform  (  —  2/er  Dimension,  welclie  ab- 
solut  zur  f32  gehort,  ist 

(8)  %A2  +  AAB  +  ^B2; 

die  beweglichen  Nullstellen  dieser  Pormen  bilden,  wie  man  sieht,  eine 
oo3-faclie  Schaar  aquivalenter  Systeme  zu  je  vier  Punkten  auf  unserer 
hyperelliptischen  Flaehe  JF32.  Die  gleichfalls  zur  f32  gehorende  ganze 
Modulform  (  —  2)ter  Dimension: 

(9)  P  (a1?  o>2) 


wird  sich  demnacli  in  der  Gestalt  (8)  darstellen  lassen.  Um  diese  Dar- 
stellung  Mer  wirklich  noch  zu  leisten,  werden  wir  auf  die  cbarak- 
teristisclie  Eeihenentwicklung  der  Form  (9)  zurlickgreifen: 


(10)  P  («.„  «,,) 

m=l 

in  welcher  <l>31(w)   die  Summe  aller   gegen  31   primen  Divisoren  von 
m  ist.    Indem  wir  andrerseits  die  Entwicklungen  £iir  die  quadratisclien 
Verbindungen  der  A,  B  heranziehen,  findet  sicli  durcli  bekannte  nnme- 
^rische  Eechnungen  als  Darstellung  der  Modulform  (9j: 
(11)  4P  —  8A2  —  16AB  +  5B8. 

§  2.     Das  voile  Modulsystem  der  r32.     Die   singularen  Modnln  und 

die  Smith.?sclie  Curve  des  Transformationspolygons  «F33. 

Unter  den  homogenen  Verbindungen  sechsten  Grades  von  A  und 
B  muss  es  eine  bestimmte  geben,  deren  zwolf  5?beweglicliea  Nullpunkte 
auf  J^g  zu  Paaren  in  den  sechs  Fixpunkten  der  Substitution  W  coin- 
cidieren.  Auch  noch  die  Quadratwurzel  aus  dieser  Yerbindung  der 
A,  B  ist  eine  Modulform,  die  wir  E(e31?  o>2)  nennen  wollen,  und  die 
naturlich  zunachst  nur  bis  auf  einen  numeriscben  Factor  bestirnrnt  ist. 
E  ist  alsdann  eine  game  Modulform  (—  3)ter  Dimension,  die  ausser  in 
den  seeks  eben  genannten  FixpunMen  von  W  nocli  in  den  Leiden  Aus- 
nahmepunkten  b  von  F^  je  einfacJi  verschwindet. 

Um  diese  Modulform  E  der  nalieren  Betrachtung  zuganglich  zu 
machen7  gelien  wir  gerade  wie  bei  n  =  11  auf  die  uberall  endlichen 
Integrate  der  Flache  F&  zuriick.  Soil  die  unter  (8)  des  vorigen  Para- 
graphed angegebene  Modulform  in  den  beiden  Spitzen  des  Polygons 
.F32  verschwinden7  so  muss  ^  =  0  gesetzt  werden.  Von  hier  aus  finden 
wir  auf  transcendentem  Wege  (d*  h.  von  den  ct>n  &2  aus)  a^s  allge- 
meinstes  Integral  erster  Gattung  der  JP32: 

(1)  /(%A2  +  ^AB)  forfa,  -  ffl^oj. 
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Andrerseits  konnen  wir  uns  diese  Integrate  aber  aueh  wieder  au£ 
algelraiscliem  "Wege  bilden  und  bedienen  uns  dabei  der  abkiirzenden 
Bezeidmungen  : 

A    _  »*  A       R   _  «»  B       E  ==  (-^V  E 
Ao  =  2rc      >      B<>  —  2^  B  >      ^         \2  J    C- 

An  Stelle  von  (1)  treten  nun  die  Formeln: 

(2) 

mit  willkiirlicli  zu  wallenden  »',  A'.  Wie  liierbei  die  Zahlenpaare  %;  Z 
end  /,  A'  einander  eindeutig  zugewiesen  sind?  brauclien  wir  nicht  in 
voller  Allgemeinheit  festzustellen;  jedenfalls  aber  ist  sicher,  dass  A  =  0 
auch  den  Wert  I'  =  0  nach  sieh  zieht.  Indera  wir  jetzt  die  beiden 
Integrate  (1)  und  (2),  gebildet  fur  A  =  0  und  A'  =  0  einander  gleich 
setzen,  gewmnen  wir  nacti  Ttwre&r  Eecfimmg  fur  die  Modulform  E  die 
Darstettiwg : 

/ON  E      _^B0       ^l_y^i 

(3)  ho  —  7^-     dr       r  dr 

mid  berechnen  von  Uer  aus  die  naclifolgenden  Anfangsglieder  Hirer  Potenz- 

reilienentwicklung : 

(4\     E==  (^}3 1  i—r—  3r8— S^-lSr^lSr5— 27re-  36r7— 59r8 }  - 

^     '  \£0g/      l 

Der  Ausdruek  von  E2  in  A  und  B  enthalt  sieben  numerische  Co- 
efficlenten.  Die  Entwicklung  (4)  im  Yerein  mit  den  Potenzreihen  des 
vorigen  Paragraphen  wird  uns  also  nieht  nur  die  Bestimmung  dieser 
Coefficienten  ennoglichen,  sondern  liefert  uns  zugleich  auch  noeh  in 
bekannter  Weise  die  Mittel  zur  Controlle  der  berechneten  Werte.  Es 
ergiebt  sich  auf  diesem  Wege  ate  algebraisclie  Relation  tzwischen  den 
drei  Modidformen  A,  B?  E  der  Fldclie  F^i 

(5)  E-2===_ 3A6_ 23A5B+2-341A4B2— 2-53A3B3+61A2B4~2.7AB5+B6. 
Um  ein  voiles    System  von  M.o&nlfunctionen   der  Gruppe  F32   zu 

"bilden,  werden  wir  nun  einfach  die  beiden  Quotienten: 

(6)  T(<D)  — -g,      <*(<3)  =  |i 

neben  einander  stellen.  Der  erste  von  ihnen  ergiebt  eine  zweiwertige, 
der  andere  eine  secttswertiffe  Function  der  Maehe  F^  beide  sind  mit 
einander  verkniipft  durchdie  aus  (5)  unmittelbar  hervorgehendeKelation: 

(7)  ^  +  3T6  +  %v>  —  66*4  +  106T8  —  61t:2  +  14r  —  1  =  0. 
Gegenuber   der   Transformation    W  wird   T(CO)   unverandert   bleiben^ 
wahrend  6  (ID)  Zeichenwechsel  erleidet: 
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Eben   deshalb  wird   bel  Ausiibung  der    homogenen  Operation    W  die 
Modulform  E  gleiehfalls  einen  Zeichenweehsel  erfaliren: 


Setzen  wlr  In   (7)  fur  <y  den  Wert  0,   so   sind   die    seclis   zuge- 

horigen  Werte  r  diejenigen  „  singularen  Moduln  vu,  welche  im  Slnne 
von  p.  185  u.  £  zu  den  zwelmal  drei  urspriinglicben  Formclassen  der 
Determinanten  D  =  —  31  und  D  =  —  124  genoren.  Dieserhalb  muss 
sich  nach  den  fruher  mitgeteilten  Satzen  tiber  die  complexe  Multipli- 
cation der  elliptischeo  Funetionen  die  in  Rede  steliende  ganze  Function 
seehsten  Grades  von  %  In  zwei  eublsche  Faetoren  spalten  lassen,  deren 
Coefficienten  gieichfalls  rationale  Zahlen  sind.  Es  bestatigt  sich  dies 
In  der  That;  denn  wlr  konnen  die  Relation  (7)  in  die  Gestalt  setzen: 

(10)  62  4-  O3  +  6u2  -  5r  +  1)  (3tr3  -  10r2  +  9r  —  1)  =  0. 

Welcher  nnter  den  belden  eubisclien  Faetoren  der  Determinante 
D  =  —  31  und  welcher  der  Determinante  D  =  —  124  zugehort;  ist 
leieht  entschieden;  wir  haben  in  der  That  die  Zuordnung: 

(11)  D  =  —  31,      Ts  +  6i?  —  ot+1—  0, 

(12)  D=  —  124,     3t;8—  10Ts+9r—  1  =  0. 

Jede  dieser  Gleicliungen  hat  namlich  eine  reelle  Wurzel7  den  belden 
ambigen  Formclassen  (1,  1,  8)  und  (1,  0,  31)  entsprechend.  Dabei  liegt 
der  reprasentierende  Punkt  dieser  letzten  Form  auf  der  imaginaren 
ca-Ase?  woselbst  r;  -wie  man  leieht  feststellt;  reelle  positive  Werte  hat; 
unter  den  belden  Gleichungen  (11)  und  (12)  hat  aber  offenbar  nur 
die  letztere  eine  reelle  positive  Wurzel. 

Auch  auf  die  quadratischen  Formen  der  positiven  Determinante 
D  ==  31  haben  wir  hier  zufolge  der  allgemelnen  Entwicklungen  von 
p.  169  ff.  eine  Inter  ess  ante  Anwendung.  Da  nitissen  wlr  jene  sym- 
metrische  TJmformung  der  Flaclie  F^  in  sich  heranziehen?  welche  dureh 
Combination  der  Substitution  a/  =  W(ccf)  mit  der  Spiegelung  an  der 
imaginaren  a  -Axe  entspringt.  Dureh  0  und  r  stellt  sich  die  so  ge- 
meinte  Operation  in  der  Gestalt  dar: 

(13)  c/  =  —  g;     /  =  i, 

wobei  Is  und  r  die  zu'  6  und  t  eonjugiert  coniplexen  Werte  sind, 
Nach  den  1.  c.  gewonnenen  Resultaten  besteht  also  ;?die  auf  die  Flache 
JP32  ubertragene  Smith?sche  Curve"  aus  denjenigen  Linienzugen  dieser 
ITaehe,  welche  reelle  Werte  von  t  mit  reellen  negatwen  Werten  wn  <y2  tragen. 
Wenn  wir  F02  als  zweiblattrige  Flache  liber  der  T-Ebene  anordnen,  so 
wird  die  Lage  der  Smith'schen  Curve  besonders  uberslehtlleh.  Zwei 
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unter  den  sechs  Verzweigungspuukten  dieser  F%  —  wir  wollen  sie  P1 
und  Pj  nennen  —  liegen  auf  der  reellen  ir-Axe  und  teilen  dieselbe 
in  zwei  Teile?  Ton  welchen  wir  jenen  herausgreifen,  der  den  Nullpunkt 
t  =  0  nicM  enthalt  Btwa  Ton  Pl  beginnend  durchlaufen  wir  diese 
Strecke  bis  P2  im  oberen  Blatte  der  F^  und  kehren  im  unteren  langs 
derselben  Strecke  nach  Pl  zurtick^  urn  solchergestalt  gerade  die  ganze 
Smith'sclie  Curve  beschrieben  zu  haben. 

Es  ergiebt  sich  bieraus,  dass  nur  eine  Classe  quadratischer  Formen 
(a,  J>}  c)  der  Deterininante  D  =  31  existiert*).  Urn  die  zugehorige 
Formenperiode  aufzustellen,  wird  man  die  Smith'sche  Curve  jetzt  rlick- 
warts  in  das  Transforrnationspolygon  FB2  iibertragen.  Dabei  zerfallt 
diese  Curve  in  diejenigen  sieben  das  Polygon  durchziehenden  Kreis- 
segmente?  welche  durch  die  Gleichungen: 


(14) 


6  •  31  (tf3  +  j/2)  +  2  •  31*  +  5  =  0, 
10  -  31  (of  +  if}  +  2  •  31a:  +  3  =  0, 
15  •  31  (a?  +  if)  ±  2  •  31w  +  2  =  0 


dargestellt  sind.  Durch  die  Zuordnung  der  Randcurven  des  Polygons 
Fm  werden  nattirlich  diese  sieben  Kreissegmente  zu  einer  geschlossenen 
Kette  vereint  Indein  man  die  fragliclien  sieben  Kreisbogen  in  das 
Polygon  wirklich  einzeichnet?  wird  man  ubrigens  gewalir,  dass  die 
Formenperiode  der  einen  zu  D  =  31  gehorenden  Classe  insgesamt  29 
reducierte  Formen  umfasst.  Zufolge  der  Bedeutung  der  Transformation 
(13)  konnen  wir  nattLrlicL  die  sieben  Kreisbogen  (14)  auck  als  die- 
jenigen Linienzfige  des  Polygons  Fm  anspreclien7  welche  reelle  v  und 
rein  iraaginare  6  tragen,  Dem  gegenuber  sind  dann  die  Punkte  mit 
reellera  r  und  reeTlem  &  durch  die  Symmetrielinien  der  von  GO'  «*  —  c? 
herriilirenden  Transformation  der  Flache  JP32  in  sich  geliefert. 

§  3.    Die  Modnlformen  Z,  H  der  r32,   DarsteEimg  von  A,  g2  und  J 
in  den  Modnln  der  r3g. 

Die  in  Formel  (10)  des  vorigen  Paragraphen  angegebene  Zer- 
legung  des  Ausdrucks  sechsten  Grades  von  t  ist  aueh  in  functionen- 
theoretiseher  Hinsieht  von  Wlchtigkeit.  Wir  lernen  namlich  auf  diesein 
Wege  die  Modulform  (— 4)tex  Dimension  AE  in  das  Product  der  beiden 
gan0en  Modulformen  ( —  2)ter  Dimension  Z  und  H : 


*)  oder  aber,  ween  man  sich  so  ausdriicken  will,  zwei  mit  einauder  inverse 
Classen;  vgl.  oben  p.  1C 4. 


V,  6.  Durch  Modulargleicliungen  definierte  algebraisclie  Gebilde  bei  n^>  11.    453 

(1,  (  z  ((DI}  «2)  —  y^P"^^^ 

\  H  f m1 ,  w2)  —  ]/AB3  —  9A2B*  -f  10A3B  —  3AT 

spalten;  deren  einzelne  dem  Polygon  FS2  freilich  nur  erst  adjungiert 
ist.  Die  Nullpunkte  dieser  neuen  Forrnen  haben  im  Polygon  JF32  eine 
sehr  charakteristische  Lage:  Erstlieh  verschwindet  jede  von  ihnen  in 
den  beiden  Polygonspitzen  je  im  Grade  ^-;  in  den  beiden  Ausnahme- 
purikten  6  aber  je  im  Grade  •§•;  alsdann  bleiben  sowohl  fur  Z  wie  H 
noch  drei  Nullpunkte  uber;  und  dies  sind  fur  Z  die  repr'asentierenden 
Punkte  der  drei  Formclassen  D  =  —  31,  far  H  diejenigen  der  drei 
Formclassen  der  Determinante  D  =  —  124. 

Als  die  Anfangsglieder  der  Potenzreihen  fur  Z  und  H  berechnen 
wir  leicht: 


(2) 


Z=   — 


H  = 


Andrerseits  aber  handelt  es  sich  darum,  festzustellen?  wie  sich  Z  und 
H  bei  Ausubung  der  honiogenen  Operation  W  verhalten.  Jedenfalls 
muss  dabei  eine  der  beiden  Modulformen  Z;  H  das  Zeiehen  weehseln, 
die  andere  unverandert  bleiben?  da  ihr  Product  Zeichenwechsel  erleidet^ 
ihre  Quadrate  aber  sieh  nicht  andern.  Dass  aber  H  die  Form  ist, 
welche  gegenliber  W  Zeichenwechsel  erfahrt,  folgt  einfach  aus  dem 
Umstande,  dass  H  auf  der  imaginaren  co-Axe  einen  einfachen  Null- 
punkt  besitzt,  und  dass  demzufolge  die  auf  der  rechten  Seite  von  (2) 
fiir  H  angegebene  Potenzreihe  (1 — 2r  —  ...)  bei  Durchlaufung  der 
imaginaren  co-Axe  einen  Zeichenwechsel  erfahrt;  nierken  wir  ans  dem 
gemass  die  Forniela: 


Die  beiden  Grossen  H7  Z  werden  nun  besonders  wichtig,  wenn 
wir  die  Modulform  erster  Stufe  A  durch  die  Moduln  der  F32  ausdrtieken 
wollers.  Man  knupfe  hierbei  an  die  sechste  Wurzel  ^A  der  Discrimi- 
nante,  welche  durch  die  homogene  Operation  W  in 


iibergehen  moge.  Da  31  mod,  6  mit  1  congruent  ist,  so  andert  sich 
I/A7  bei  Ausubung  einer  Substitution  der  Fm  urn  die  gleiche  Einheits- 
wurzel?  wie  f/A;  man  zeigt  dies  in  der  That  durch  eine  elementare 

Zwischenrechnung,  welche  an  Formel  (14)  und  (17)  in  1  p.  627  an- 
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zuknupfen  hat.  Daraufhln  erweisen  sicli  die  beiden  zweigliedrigen  Yer- 
bindungen  (I/A  +  ]/  A7)  als  dem  Polygon  F(3i)  adjungierte  Modulformen 
der  Dimension  —  2,  mid  wir  wollen  nunmehr  die  M.odulfunctionen: 

G  ,  _  6  -  G  ,  —  6  /  —  r 

An  y&  +  y*    v*  -  y* 

(4)  2          >  H 

auf  dem  Polygon  in  Discussion  ziehen. 

Auf  JP(si)  betraehtet,  1st  jeder  der  beiden  Zahler  (4)  von  der  Wertig- 
keit  f  und  versehwindet  in  der  eioen  jetzt  noch.  allein  In  Betraeht 
kommenden  Spitze  bei  co  =  i  oc  im  Grade  £  ,  so  dass  nocli  Nullpunkte 
in  der  Gesamtordnung  f  tibrig  bleiben.  Notwendigerweise  treten  also 
noch  Nullpunkte  der  Ordnung  ^  auf,  und  diese  konnen  offenbar  nur 
in  jenen  Ecken  des  Polygons  JFJsi)  gelegen  sein?  welche  die  Porm- 
classen  der  Deterniinanten  D  ==  —  31  und  D  =  —  124  reprasentleren. 
Nun  aber  bemerke  man,  dass  Im  Ausdruck  der  Functionen  (4)  durcli 
t  unmoglieh  jene  Irrationalen  numerischen  Grossen  explicite  als  Coef- 
fieienten  auftreten  konnen?  welche  wir  Im  yorigen  Paragraphen  als 
smgulare  Moduln  t  den  Deterniinanten  D  ==  —  31  und  —  124  zuge- 
wiesen  liaben^  denn.  die  Entwicklungscoefficienten  In  den  Potenzreihen 
nach  r  sind  fizr  alle  nier  in  Betraent  kommenden  Modulformen  rationale 
Zahlen,  und  axis  diesen  letzteren  bestimmen  sich  die  Constanten  in 
den  Ausdrueken  Ton  (4)  durch.  t  auf  rationalem  Wege.  Da  nun  der 
erste  Zahler  (4)  bei  W  unverandert  bleibt,  wahrend  der  zweite  das 
Zeichen  wecnselt^  so  ist  evident  ?  dass  f/A  +  I^A'  In  den  drei  zu 
D  ==  —  31  gehorenden  Ecken  von  F(^  je  im  Grade  -|  verschwindet, 
I/A  —  f/A'  aber  in  den  drei  zu  D  —  —  124  gehorenden  Eeken.  Fur 
jede  der  Functionen  (4)  bleibt  jetzt  nur  noeh  ein  im  Innern  von  F^ 
gelegener  Nullpunkt,  und  diesem  miissen  beide  Male  Unstetigkeits- 
punkte  In  der  Gesamtordrsung  1  gegenlibertreten.  Ein  solcher  von  der 
Ordnung  \  liegt  aber  bei  o  =  i  cx>,  und  der  riickstandige,  als  von  der 
Ordnung  •§-,  kann  jetzt  nur  noch  in  dem  einen  Ausnahmepunkte  T) 
llegen,  welcher  ftir  JP(si)  noch  in  Betraeht  kommt. 

Nehmen  wir  auf  die  Werteverteilung  von  t  Bezug,  so  kleidet  sich 
die  nun  beendete  tlberlegung  ein  In  den  Ansatz: 

}/A+  f/Z7  1  +  ax  t^. 


Z  /T(l+Ct:)2  H  ^(I  +  CT) 

wobel  insbesondere  t  =  —  c""1  der  Wert  dieser  Modulfunetion  ini 
Ausnahmepunkte  6  sein  wiirde.  Tragen  wir  hier  statt  t  die  Formen 
A?  B  ein  und  ziehen  ein  paar  Anfangsterme  der  Eeihenentwicklungen 
heran,  so  ergeben  sich  die  numerischen  Werte  von  a?  &3  a  Wir  com- 
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binieren  die  entspringenden  Formeln  sogleicli  und  finden  als  Ausdrucke 

fur  die   seclisten    Wimeln   aus   der  itrsprilngliclien   and  transformierten 

Discriminants: 

(5)  I/A     f/y^z(B~^)±H(B-5A) 

^    /  v  *-*  ?     Y  *-*  -3  ,  __  ) 

2  y  A  (3  A  —  B)3 

wobei  sich  das  obere  Zeiclien  auf  ^A,  das  untere  auf  }/A7  beziehl 

Das  gefundene  Besultat  (5)  1st  jetzt  hinterher  noeh  In  anderer 
Weise  einer  Bestatigung  fahig.  Imdern  wir  namlich  die  beiden  Formeln 
(5)  mit  einaiider  multiplicieren;  zieht  sich  das  Product  der  Zahler  auf 

ein   einzelnes  G-lied^  namlict.   erne  Potenz  Yon  A  zusammeB.    Wir  er- 
halten  namlicla: 


(6) 

ys  A  —  B 

und   diese  Formel  ist  es?  welche  wir  auch  leicht  auf  directem  Wege 
batten  ableiten  konnen. 

Wir  setzen  nun  auch  die  Modulform  g%  mit  den  bisher  betrach- 
teten  A,  B  etc.  in  Verbindung.  Die  Summe  (gz'  -j-  $2)  besitzt  auf  J 
wie  man  aus  ihrer  Wertigkeit  schliesst,  ftinf  einfache  Nullpunkte 
verschwindet  uberdies  Im  Ausnahmepunkte  6  im  Grade  -J.  Aber  an 
dieser  Stelle  verschwindet  jede  game  Function  funften  Grades  von  A 
und  B  in  der  Ordming  -|  und  andererseits  (3  A —  B)  in  der  Ordming 
•f ;  denigemass  wird  (g*'  -j-  $2)  (3  A  —  B)  mit  einer  ganzen  homogenen 
Function  funften  Grades  von  A  und  B  identisch  sein.  Dureh  eine  aim- 
liche  Ubeiiegung  ergiebt  sich  ($/  —  $2)  (3  A  —  B)  als  Product  von  E 
in  eine  ganze  hoinogene  Verbindung  zweiten  Grades  von  A  und  B. 
Aus  den  Eeihenentwicklungen  berechnen  wir  die  Constanten  in  diesen 
Ausdrucken  5terL  und  2ten  Grades  von  A^  B  und  finden  solcJienveise  als 
die  getviinschten  Darstellungen  von  g.2r  +^2  c^e  nachfolgenden: 

6(jfc'4-ft)(B-3A)  — 

3  -  37 B5  —  5171B4A  +  25  -  5  *  II3 B3 A2—  24  -  23  -  83 B2 A3 

+  24  *  32  -  131BA4—  25  •  5  -  23A% 
Oa'  —  ft)  (B  —  3A)  ==  22  -  5  -  E  (22B2  —  17 AB  +  24A2); 

aus  denen  sich  nun  wieder  ohne  weiteres  die  Formeln  far  g%  und  g%, 
einzeln  genommen,  ergeben. 

Die  bisher  gewonnenen  Resultate  geniigen  bereits,  urn  /  im  Modul- 
sjstein  der  Fa2  darzustellen.  Wir  finden  in  der  That  nach  elementarer 
Ztvisclienrechnung  als  Aitsdruck  wn  J  in  den  Mden  fur  die  T32  zn  Grunde 
gelegten  Functioned  &  nnd  ti 


(7) 
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=  {(3680t5  —  18864T4+  30588  T3—  19360T2+5171r  —  481) 

—  120-  <5-(l6i;2  —  17ir  +  4)  }3(l  —  3tr). 
Der  Ausdruck  fur  die  transformierte   Grosse  J"(31co)  entspringt   aus 

(8)  einfach  dadurch,  dass  wir  bei  unverandertem  t  das  Zeiehen  von  6 
weehseln;   beide    Gleichungen   im  Verein    mit  (7)  p.  450   bilden   uns 
dann  im  bekannten  Sinne  ein  Equivalent  fiir  die  zu  n  =  31  gehorende 
Modulargieichung  erster  Strife. 

Bei  einer  vollstandigen  Behandlung  der  Transformation  31ter  Ord- 
nung  wiirde  sich  nuninehr  die  Discussion  der  einfacbsten  formenfheore- 
tiscJien  Eesolventen  32sten  Grades  anschliessen.  Hier  gewinnen  wir  offen- 
bar  die  denkbar  einf  acts  fee  Gleieliung?  wenn  wir  das  Quadrat  der  Modul- 
form  A  zur  Unbekannten  x  setzen.  Da  namlich  A  und  also  auck  die 
mit  A  gleichberechtigten  Moduln  in  den  Polygonspitzen  durchgeltends 
verselawinden,  so  werden  die  Coefficienten  der  zugehorigen  Resolvente 
solcbe  ganze  Modulformen  erster  Stufe  sein;  die  alle  den  Factor  A  auf- 
weisen.  Die  fraglich.e  Resolyente  hat  deninach  die  Gestalt: 

(9)  a?*  +  a-  A*?26  +  l-g^&x^  +  c-g^x**  +  d-gf^x^  H  ----  =  0. 

Die  vollstandige  Berechnung  dieser  Gleichung  bietet  natiirlicli  keine 
principielle  Schwierigkeit;  doch  miissen  wir  davon  absehen,  da  die 
zu  diesem  Ende  durdazuftihrenden  numerischen  Recbnungen  zu  um- 
fanglich  sind. 

Immerhin  ist  es  wichtig,  auf  die  Gleichung  (9)  hingewiesen  zu 
liaben;  weil  wir  hier  nicfit  mit  jener  formentheoretischen  Transforma- 
tionsgleicitung  zu  tliun  liaben;  deren  allgemeine  Theorie  wir  oben 
(p.  72  u.  f.)  entwarfen.  Diese  letztere  Gleicbung  hat  vielmehr  hier 
bei  n  =  31  das  Quadrat  der  Modulform: 


(  1  CT) 
^      J 


AZ(B-7A)-AH  (B^- 


^ 
2(8A—  B) 

zur  Wurzel,  und  dieses  Quadrat  gehort  bereits  zur  Dimension  —  6; 
ist  also  weniger  einfach,  als  die  Wurzel  von  (9).  Die  gleichen  Ver- 
haltrdsse  treffen  wir  iibrigens  bei  alien  Primzahlordnungen  n  an;  die 
nicht  mit  11  (mod.  12)  congruent  sind.  In  alF  diesen  Fallen  weist 
eben  das  Polygon  JFi+i  Ausnahmepunkte  a  bez.  &  au£3  und  die  zu- 
gehorigen  Modulformen  (—  l)ter  und  (—  2)ter  Dimension,  welche  sich 
doch  allererst  zur  Bildung  formentheoretischer  Resolventen  empfehlen^ 
miissen  in  diesen  Ausnahmepunkten  feste  Nnllpunkte  aufweisen.  Von 
den  Wurzeln  der  Multiplicatorgleichungen  des  vorigen  Abschnitts  gilt 
dies  aber  nicht,  dieselben  sind  vielmehr  innerhalb  der  co-Halbebene 
allenthalben  von  Null  verschieden.  Hierin  haben  wir  denn  auch  den 
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Grund  zn  sehen,  warum  wir  1.  c.  bei  den  Multiplicatorgleiehungen 
erster  Stufe  eine  vlerfaclie  Fallunterscheidung  fiir  die  Primzahlordnung 
n  nacli  dem  Zahlmodul  12  zu  treffen  hatten. 

§  4.     Bie  211  n  =  35  gelaorende  ITaelie  F^  und  ilar  eiufaelistes 

Modulsystem. 

Um  wenigstens  an  einem  Beispiele  den  Charakter  zusammenge- 
setzter  n  zu  erlautern,  besprechen  wir  jetzt  weiter  die  Ordnung  n  =  35. 
Da  ijj  (35)  =  48  ist,  so  wird  das  Transformationspolygon  48  Doppel- 

dreiecke  umfassen,  deren  Anordnung  Bach  den  allgemeinen  S*atzen  von 
p.  50  ff.  in  Erfahrung  zu  bringen  ist.  Wir  liaben  insbesondere  als 
Verzweigung  der  liber  der  J"-  Ebene  gelagerten  RIemann'schen  Flache 
jp\s:  Bei  J"=0  Jidngen  die  48  Blatter  su  je  drei  in  16  Verzweigungs- 
punkten  zusammen;  'bei  J—  1  Jidngen  sie  &u  je  0tvei  in  24  Vergweigwngs- 
punkten  zusammen;  endlicli  liaben  wir  vier  P<unMe  der  Flache  mit  J=oo? 
die  wir  als  c1?  c2?  c%  itnd  c4  fazeiclmen  mogen:  im  Ver&iveigungspunU  c± 
Jidngen  35  Blatter  der  FldcJie  cycliscli  zusammen,  ~bei  c2  deren  sielen,  ~bei 
c3  funf?  wdJirend  endlich  ein  let#tes  BlaU,  welclies  c4  tragt,  lei  J  —  QG 
isoliert  verlduft.  Man  bestimmt  hieraus  leicht  p  ==  3  als  das  Geschlecht 
der  Flache  Fm. 

Es  ist  nun  F48  als  Untergruppe  vom  Index  6  in  der  zu  n  =  7 
gehorenden  Gruppe  T8  enthalten,  deren  Fundamentalpolygon  in  I  p.  742 
dargestellt  ist.  Anch  die  ans  diesem  Polygon  durch  Deformation  ent- 
springende  einfach  bedeckte  Ebene  mit  ihren  sechzehn  Bereichen  ist 
1.  c.  in  Fig.  105  graphisch  dargestellt,  und  es  muss  nun  moglich  sein? 
durch  sechsfache  Uberlagerung  dieser  Ebene  Fs  unter  charakteristi- 
scher  Verzweigung  unsere  Eiemann'sche  Flache  F^  herzustellen.  Wie 
diese  Verzweigung  beschaffen  ist,  wird  man  leicht  feststellen.  In  der 
That  werden  Verzweigungspnnkte  nur  eintreten  erstlich  in  den  beiden 
Punkten  c  der  Ebene  F8)  wo  der  seinerzeit  zu  Grunde  gelegte  Haupt- 
modul  t  die  Werte  0  und  oo  anuimmt,  zweitens  aber  in  den  beiden 


Ausnahmepunkten  T)  von  JP87  woselbst  %  die  beiden  Werte  - 

anninimt  (cf.  (12)  p.  61).     SowoJil  M  t  =  0  wie  fiei  V  =  oo  verlduft 
je  ein  BlaU  der  sechsblattrigm  FldcJie  isoliert,  wdJirend  jeweils  die  filnf 

ubrigen  cycliscfi  gusamm^hdngen;  an  den  fteiden  Stellen  x  ==  -  =  —  ~^— 


~hangen  endlich  die  Blatter  m  dreien  in  gweimal  $wei 

gusammevL    Die  Angabe  p  =  3  findet  man  von  Her  aus  bestatigt, 

Endlich  ist  T^  als  Untergruppe  des  Index  8  in  der  zu  n  =  5  ge- 
horenden Gruppe  T6    enthalten,    deren   Polygon    man   in    den   beiden 
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eharakteristischen  Gestalten  in  I  p.  635  vorfindet.  Durcli  achtfache 
tJberdeekung  der  Ebene  FB  wird  man  demnacli  F&  herstellen  konnen, 
und  dabel  finden  sicli  Verzweigungen  wieder  nur  in  den  beiden  Punkten 
c,  sowie  in  den  beiden  Ausnaknaepunkteii  a?  welehe  das  Polygon  F& 
aufweistj  in  jenen  Punkten  rdrnmt  der  zugehorende  Hauptmodul  r  die 
Werte  0,  oo  an,  in  diesen  aber  zufolge  (11)  p.  61  die  Werte  — 11  +  2i. 
Man  findet  nun  durch  eine  leiclite  Betraehtung:  Bei  T~0  and  r  =  oo 
verlauft  je  ein  Blatt  der  aehfbldttngen  Flacfie  isoliert,  ivahrend  die 
sleben  andern  jeweils  cydiscli  gusammenMngen;  an  den  beiden  Stellen 
tr  =  —  11  +  2 i  ordnen  sich  die  Blatter  #u  Paaren  in  meimal  vier 
Vergweigwngspunkte  gusanwnen.  Diese  Angaben  bestatigen  das  Geschleclit 
j)  ==  3  der  F&  aufs  neue. 

Man  wolle  nunmetr  der  Gruppe  T4S  die  zu  n  =  35  geliorende 
Operation  W  zusetzen  und  benenne  die  solchergestalt  erweiterte  Gruppe 
nach  Analogic  der  friiheren  Bezeiclinungsweise  durcli  f(35).  Die  Tier 
Punkte  c  des  Polygon  F4S  werden  durcli  W  zu  Paaren  permutiert, 
und  zwar  Tertausclien  sich  ct  und  c^  einerseits  und  c2  und  c3  andrer- 
seits.  Das  durcli  Salftung  von  F4S  entsprmgende  Polygon  F$®  ^vird 
demgemass  noch  gwei  Spiteen  c  aufweisen,  ein  Urostand?  auf  welchen 
wir  sogleich  zurlickkomruen.  Die  Fispunkte  von  W  auf  F48 ,  d.  li.  die 
im  Innern  der  o-Halbebene  gelegenen  Ecken  des  Polygons  F(^]}  ent- 
sprechen  nattirlicli  wieder  den  Formclassen  der  Determinanten  D=  —  35 
und  D  =  —  140.  In  diesem  Betraclit  haben  wir  uns  folgende  redu- 
cierte  Formen  anzumerken: 

D^-35,      (1,1,9),       (8,±1,  3), 

D==  — 140,    (1,0,35),    (3?+2?12)?    (4,  +2,  9). 

Hierbei  liaben  wir  die  beiden  Formen  (3?  +  1,  3)  besonders  zu  zahlen, 
obwoH  sie  einander  Equivalent  sind  und  ini  Sinne  von  I  p.  250  nur 
die  erste  reduciert  sein  wurde.  Indessen  mtissen  wir  die  bez.  Unter- 
sucliungen  von  p.  189  dalaingehend  erganzen,  dass  bei  jenen  Abzalilungen 
die  ainbigen  Classen  in  der  Regel  doppelt  zu  zahlen  sind*);  ini  vor- 
liegenden  Falle  ist  in  der  That  jede  der  beiden  Formen  (3,  +1,  3) 
als  reduciert  zu  zatlen.  Indeni  Mernacb.  W  im  Polygon  J?48  acht  Fix- 
punkte  aufweist,  wird  F^  als  zweiblattrig  uberdeckte  Flache  1^(35}  mit 


*)  Man  wolle  bei  der  fragiichen  Abz^blung  eine  ambige  Classe  stets  tind 
nur  dann  einfach  zablen,  wenn  ilar  in  das  Transformationspolygon  iibertragener 
reprasentieren'der  Punkt  auf  elner  Symmetrielinie  der  Operation  A  gelegen  ist. 
In  alien  iibiigen  Fallen  liefert  die  auf  F^j  uberfcragene  Smith'sche  Curve  zwei  zu 
jener  ambigen  Classe  gehorende  Sdmittpnnkte  mit  Dreiecksseiten  der  Einteilung 
VOQ  FW*  VE^-  ^er  Derail  die  ausfuhrlichen  Darlegungen  p.  187ff. 
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acht  Verzweigungspunkten  vorgestellt  werden  konnen.  Umgekehrt  folgt 
hierans  sofort,  dass  das  Polygon  F$$)  &um  Qesclilectite  jp  =  0  geliort^ 
und  dass  demgemdss  die  Fldclie  F^  eine  Jiyperelliptische  ist.  Hiermit 
ist  ftir  die  functionentheoretische  Behandlung  des  Falles  n  =  35  der 
Weg  gewiesen. 

Die  besonders  leichte  Zuganglichkeit  zusammengesetzter  Ordnungen 
n  bewahrt  sieh  im  vorliegenden  Falle  n  =  35  dadurch,  dass  wir  hier 
gar  nicht  auf  die  allgemeinen  Ansatze  von  Eap.  3  zuruckzngreifen 
brauchen,  vielmehr  mit  den  transformierten  Werten  der  Discriminate 
bereits  zum  Ziele  kommen,  Man  bilde  sieh  namlich  den  Ausdruck: 


A  fy'35  coj  ,  -?L-     A  (»!  ,  coo) 
\  V35 


clerselbe  gehort  niclit  nur  zur  F48,  sondern  geht  anch  bei  der  Operation: 
(2) 


in  sich  selbst  iiber,  stellt  also  eine  znr  f(35)  gehorende  Modulfunetion 
dar.  Aber  diese  letztere  kann  hockstens  in  den  beiden  Polygonspitzen 
c  verschwinden  oder  unendliclx  werden,  und  tliatsaclilick  wird  (1)  bei 
a)  =  i  oo  zufolge  leiehter  Eedinung  mit  r~  24  proportional.  Dem&ifolge 
stellt  die  24ste  Wtirzel  des  Ausdnwks  (1)  einen  Haitptmoditl  der  Gntppe 
["(85)  dar,  welclier  "bei  co  =  ^oo  semen  Unstetig'keitspiwkt>  in  der  anderen 
Polygonspitse  aber  semen  NullpunU  aufweist*}, 

Um   niit    leicht    zuganglichen   Modulformen   zu   thun    zu    liaben? 
schreiben  wir  etwa: 


,  f  A  (o^  ,  G>2)  = 

I   B     0       G3        =       /A     35 


nnd  fixieren  den  Hanptmodul  t(p)  der  Gruppe  f(35)  in  der  Gestalt: 
(4)  <«)  =  !• 

Als  Anfangsglieder  der  Reihenentwicklungen  fiir  A  und   B  berechnet 
man  von  (6)  p.  375  aus  ohne  Mtihe: 


(5) 


A  =  ^^(l_^-r'- 


B  =  If  r-  (1  -  r  -  r2  +  r5  +  r1  —  r12  + 


*)  Ausdriicke  der  Art  (1)  sind  es,  von  denen  Hr.  Kiepert  in  seinen  wieder- 
liolt  geBannten  Arbeiten  einen  ausgedehnten  Gebraucli  macht;  iiber  den  vor- 
liegenden  Pall  n  =  35  vgl.  man  insbesondere  Math.  Ann.  Bd.  37  p.  395. 
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Jede  dieser  Modnlformen  1st  aa£  JF(35)  von  der  Wertigkeit  #wei ;  A  weist 
In  der  Spitze  bel  o  ==  i  oo  einen  Nullpunkt  der  Ordnung  -^  auf,  in 
der  anderen  Spitze  aber  einen  soleien  der  Ordnung  -J;  B  verhalt  sieh 
gerade  umgekehrt.  Wie  man  leicM  bestatigt,  bleiben  beide  Formen 
gegenftber  der  homogenen  Operation  W  unverandert. 

Die  Erganzung  der  A;  B  zu  einem  vollen  Modulsystem  der  T48 
geschehe  nun  in  gewohnter  Weise  durch  Verwertung  der  uberall  end- 
lichen  Integrate  der  T48.  Es  sei  /'(A,  B)  diejenige  homogene  Ver- 
bindung  aeliten  Grades  von  A  nnd  B,  welche  auf  JP4S  in  den  acht  Fix- 
punkten  von  W  je  doppelt  zu  Null  wird.  Dann  schreibe  man: 


(6)  EKaJa) 

und  beweise,  dass  die  beiden  Integrate: 


bis  auf  einen  Factor  in  it  einander  tibereinstimmen  raiissen;  im  zweiten 
Integrate  sind  die  Benennungen  A0  etc.  im  friilieren  Sinne  (p.  450) 
gebraucht.  Es  ergiebt  sicli  fiir  E  die  Darstellung: 


'~° ~dn~ 


nnd  wir  bereclinen  insbesondere   als  Anfangsglieder   fur   die    Potenz- 
entwicklung  der  so  gewonnenen  Modulform: 


(7)  E  =          ^(1—  2r~3r2-f  10r5— 

Die  Modulform  E  wechselt  gegentiber  der  Operation  W  das  Vorzeichen 
und  besitzt,  auf  dem  Polygon  JP(35)  gemessen,  die  Wertigkeit  85  es 
finden  sich  in  der  That  acht  Nullpunkte?  je  von  der  Ordnung  ~l? 
auf  JF(S5)  in  den  acht  im  Innern  der  oj-Halbebene  gelegenen  Ecken 
dieses  Polygons  ?  ausserdera  aber  in  den  beiden  Spitzen  von  ^5)  je 
ein  Nullpunkt  der  Ordnung  2. 

Die  ausfuhrliche  Bereehmmg  des  Ausdrucks  f  (A,  B)  gescbieht  jetzt 
in  der  gewolmlielien  Art  durch  Einsetzen  der  Reilienentwicklungen  (5) 
nnd  (7).  Man  findet  solchergestalt  als  JiyperelliptiscJie  Relation  des  Ge- 
schlechtes  p  =  3  swischen  A?  B  und  E  ; 

(8)  E2  =  A8  —  4A7B  —  6A6B3  —  4A5BS  —  9A4B4  +  4A3B5  —  6A2B6 


Ftir  die    nicht-liomogene  Schreibweise   benutzen  wir  wie    fruher    die 
Bezeichnungen  : 
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Das  in  0  und  t  gegebene  voile  System  von  Modulfunctionen  der  F48   ist 
alsdann  der  folgenden  algebraiscJien  Relation  witerworfen: 

(10)     <?2  =  ^  —  4r7  -  6*G  —  4*°  -  9t*  +  4^  —  6r2  +  4r  +  1. 


§  5.     Darstellung  der  Haixptmodiiln  der  '211  n  =  7  und  n  =  5  ge- 
liorejiden  Gruppen   F8    und  F6    durch.   die  Moduln    der   zu   «  =  35 


F4S. 

Das  Transfornmtionspolygon  F^  hatten  wlr  zu  Beglnn  des  vorigen 
Paragraphen  in  zwel  Eiemann'sclie  Flaclien  Yerwandelt;  YOU  denen  die 
eine  sechsblattrig,  die  andere  aclitblattrig  tiber  einer  Bbene  gelagert  war; 
beide  Male  warden  aucli  die  Verzweigungspunkte  nacli  Art  und  Lage 
angegeben.  Wir  werden  jetzt  hinterher  die  algebraischen  Eunetionen 
kennen  lernen  wollen;  welche  gerade  diese  beiden  charakteristiscnen 
Abbildungen  des  Polygons  F^  leisten?  und  haben  zu  diesem  Bnde  die 
rationalen  Ausdriicke  der  fraglichen  Punctionen  in  6  und  %  abzuleiten. 

Als  Functionen  von  co  betraehtet  sind  natiirlich  diese  beiden 
Grossen  die  Hauptmoduln  jener  beiden  Untergruppen  T8  und  Fe  ,  welehe 
der  Transformation  der  Ordnung  n  =  7  bez.  n  =  5  zu  Grunde  liegen. 
Urn  Verwechslungen  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen  unter  (4)  ein- 
gefuhrten  Modul  x  (o?)  zu  meiden?  nennen  wir  die  Hauptmoduln  der 
F8  bez.  F6  etwa  x(p)  und  #(©)  und  lesen  vorab  von  p.  61  als  Be- 
ziehungen  von  x  und-  0  zu  J  die  folgenden  ab: 

jcrrJ"—  1:1  —  f 

(1)     j  : 

\J:J—  l:l  = 


Wenn  man  will,  kann  man  die  Mermit  eingefufaxten  x,  &  als  voiles 
Modulsystem  der  F48  anne]imen;  wobei  alsdann  zwischen  beiden  Grossen 
die  Relation  des  Geschleclites  p  =  3  bestelit: 

(2)  0  (x2  +  ISa?  +  49)  (x*  +  5x  +  l)s  —  x  (^  +  100  +  5)3  =  0. 

Im  Anschluss  hieran  konnen  wir  es  geradezu  als  die  von  uns  zu 
losende  Aufgabe  angeben,  dass  wir  die  rationale  Transformation  : 

(3)  *  —  B^r),     ^  -  1^  (tf,  tr) 

aufstellen  sollen?  durch.  welche  die  Relation  (2)  in  die  hyperelliptische 
Normalform  (10)  des  vorigen  Paragraphen  iibergehl 

Das  eben  bezeichnete  Problem  losen  wir  nun  wieder  durch  formen- 
theoretische  Betrachtungen,  bei  denen  wir  die  Darstellungen  (5)  p.  C4 
von  x  und  &  verwerten. 
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Gefaen  x  und  £  dnrcli  Ausiibung  der  Operation  W  in  xr  und  #' 
liber ^  so  haben  wir  erstlick  fiir  #: 


'  -  7 
—  ' 


Das  Product  dieser  beiden   Ausdriicke  ftihrt  nacli  den  Formeln   des 

Yorigen  Paragrapaen  direct  auf: 

(5)  a#'=>49t*(<D). 

Andrerseits  berediae  mau  ftir  die  Different  der  x?  #'  den  Ausdruck: 


und  nnterziehe  nun  den  hier  rechter  Hand  stehenden  Quotienten  auf 
dem  Polygon  F(^  einer  formentueoretischen  Discussion.  Dieser  Quo- 
tient gehort  nicht  nur  zur  r48?  sondern  bleibt  aucli  gegenuber  W  un- 
ver'andert  und  stellt  demgemass  eine  rationale  Function  von  T(OJ)  dar. 
Der  Zahler  des  fragllchen  Quotienten  (wie  auck  der  Nenner)  hat  auf 
JP(3S)  die  Wertigteit  8,  und  zwar  liegen  zwei  Nullpunkte  der  Ord- 
nung  1  in  den  beiden  Spitzen,  acnt  weitere  Nnllpunkte  jeweils  Yon 
der  Ordnung  $  in  den  aeht  im  Innern  der  Halbebene  gelegenen  Ecfcen 
von  1^35).  Unter  Rucksicht  auf  das  Yerhalten  von  E  schliesst  man 
Ton  Her  aus  auf  den  Ansatz: 


und  findet  bei  Gelegenheit  der  iiblicnen  Bestimmung  von  a,  57  c  eine 
Bestatigung  der  vollzogenen  ScUussweisej  es  ergiebt  sick 

(7)  ar-s-'fr*-?!-^). 

t 

Wenn  wir  jetzt  (5)  und  (7)  zur  Berechnung  von  x  und  a?'  vereinen, 
so  muss  sich  die  dabei  auftretende  Quadratwurzel  durcK  ^  und  t 
rational  darstellen  lassen.  Dem  ist  in  der  That  so,  und  wir  erhalten 
nacli  elementarer  Zwischenrechaung  als  rationale  Ausdrucke  von  %  und 
x'  in  tf  und  TT: 


Die  Behandlnng  des  Hauptmoduls  *  gescKieht  nach.  einer  durchaus 
analogen  Methode.    Man  kntipfe  hier  an  die  Darstellimgen  an; 
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aus  denen  sich  elnerseits  unmittelbar  die  Formel: 

(10  &'»  =  125  TS 

ergiebt,   sowie   andrerseits   vermoge  einer  kurzen   formentheoretisehen 

Discussion  der  Ansatz: 

s'—g        A5  +  aA*B  +  5  A3B2  +  cA2  B3  +  f?AB4  +  eB5 


Die  in  der  ietzten  Gleichung  reehter  Hand  entkaltenen  numerisclien 
Coefficienten  werden  in  der  bebannten  Weise  ausgewertet  und  fuhren 
fur  &  und  #'  auf  die  Darstellungen: 


Durcli  (8)  und  (11)  ist  nun  in  der  That  die  rationale  Transfor- 
mation angegeben?  dureh  welche  die  hyperelliptische  Relation  (2)  in  die 
Normalgestalt  f(6,  r)  =  0  ubergefiikrt  wird.  Auf  der  andern  Seite  kann 
man  jetzt  auf  zweierlei  Weise  den  rationales  Ausdruck  von  J  (itnd  J') 
durch  das  Modulsystem  G>?  t  bilden;  man  wird  zu  diesem  Ende  entweder 
den  Ausdruck  (8)  von  x  in  die  erste  Gleicirang  (1)  einsetzen?  oder  aber 
den  Ausdruck  (11)  von  %  in  die  zweite  Gleicbung  (1).  Beide  so  ent- 
springenden  Darstellungen  von  /  sind  alsdann  vermoge  der  zwisehen 
€  und  t  bestelienden  Relation  in  einander  iiberfulirbar.  Doch  sehen 
wir  von  der  Durebftihrung  dieser  Rechnung  hier  ab. 

§  6.     Das  zu  n  =  47  gelxorende  Transformationspolygon  JF48  und 
seine  Modulformen  (  —  l)ter  und  (  —  2)ter  Dimension. 

tjber  n  =  35  hinaus  beriicksiclitigen  wir  nur  nocb  die  Prinizanl- 
ordnungen  n  und  unter  ihnen  einzig  diejenigen  der  Form  w  =  47i  +  3, 
weil  uns  fur  diese  Falle  die  analytischen  Ansatze  von  Kapitei  3  im 
reicthaltigeren  Maasse  Hulfsmittel  zur  Verfugung  stellen,  als  fur 
n  —  4ch-\-  1.  Der  nacliste  zu  discutierende  Fall  wiirde  Mernach  «  =  43 
sein,  dessen  Riemann'scne  Flache  -FM  zum  Gesclilechte  p  =  3  gehori 
Die  Olaasenanzahl  der  Formea  fiir  D  =  —  43  und  D  =  —  172  aber 
ist  vier,  und  eben  dieserbalb  wird  die  Riemann;sche  Flache  jP(4s>7  welche 
durch  die  bekannte  Halftung  des  Polygons  JP44  entspringt^  zuin  Ge- 
schlechte  jp  ==  1  gehoren  mtissen.  Die  Flache  p  =  3  ist  also  nichi 
mehr  hyperelliptisch.  Es  liegt  in  diesen  Verihaltnissen  eine  doppelte 


464    V,  6.  Durch  Modulargleichungen  definierte  algebraische  Gebilde  bei 

Complication  begrtodet:  erstlich  sind  selbstverstandlich  die  Modul- 
fnnctioneii  einer  Fl'acne  p  =  1  einer  directen  functionentheoretisclien 
Betraehtung  seLwieriger  zuganglich  als  diejenigen  einer  Flache  f>=0; 
andrerseits  gewinnen  wir,  da  es  nur  eine  Formclasse  fiir  D  =  —  -  43  giebt, 
vom  Ansatz  (2)  p.  355  aucn  nur  eine  einzige  Moduiform  (—  l)ter  Di- 
mension A0.  Nun  konnte  man  freilich  auch  nodi  die  iibrigen  Ansatze 
des  Kap.  3  fiir  n  =  43  speeialisieren  ?  sowie  namentlieh  auch  die 
beiden  Formen: 


heranholen.  Aber  man  kann  doch,  urn  von  hier  aus  alle  drei  Functionen 
(p  der  Fl'ache  F&  des  Geschlechtes  p  =  3  zu  gewinnen?  wie  es  scneint; 
umstandlichen  formentheoretischen  Betrachtungen  nicbt  aus  dem  Wege 
gehen.  Wir  wenden  tins  bei  dieser  Sachlage  sofort  zum  Falle  n  =  47? 
dessen  Benandlung  sich  derjenigen  von  n  =»  31  ganz  analog  ge- 
stalten  lassi 

Die  zu  n  =  47  gehorende  Flache  F&  weist  die  fiir  Primzahlen  n 
der  Gestalt  n  =  12  A  —  1  uberhaupt  charakteristische  Verzweigung 
auf:  Bei  </=  oo  verlauft  ein  SlaU  isoliert,  die  47  iibrigen  Mngen  im 
Cycles  msammen,  lei  J  =  0  Jiang  en  die  48  Blatter  m  dreien  in  16,  lei 
J  =  1  0u  wveien  in  24  Yergweigungsgunkten  0usammen.  Die  Fldclie  F^ 
weist  daraufhin  das  G-eschlecht  p  =  4  auf. 

Ferner  haben  wir  die  Ergebnisse:  Die  reducierten  Formen  der 
Determinanten  D  =  —  47  und  D  =  —  188  sind: 

D  =  _47,         (1,1,12),     (2,  ±1,6),      (3,  ±1,4), 
D=^4.47?    (1,0,47),     (3,  ±2,16),    (7,  ±6,  8). 

Die  Transformation  W  der  Flaehe  F^  in  sich  besitzt  auf  derselben 
Memach  zelan  Fixpunkfe  *)  ,  and  also  ist  wiederani  eine  unmittelbare 
Folge:  Die  Ghwppe  r(47);  wetehe  aus  T48  durcJi  Zusate  von  W  entspringt, 
gehort  mm  Geschlechte  $  =  0,  so  dass  F^8  eine  JiyperettiptiscJie  Flaehe  ist. 
Wir  werden  dieses  Resultat  sogleich  auf  functionentheoretischem  Wege 
bestatigt  sehen. 

Da  sicn  unter  den  ftof  Formclassen  der  Determinate  D  =  —  47 
eine  arnbige  findet,  so  liefert  der  allgemeine  Ansatz  (2)  p.  355  fur 
gegenwartigen  Fall  n  =  47  im  ganzen  drei  Modulformen  (  —  I)*61  Di- 
mension, die  wir  der  Gewoknheit  lialber  durcn  B,  B',  B"  bezeicbnen, 
Ihr  analjtisckes  Bildungsgesetz  spricht  sick  ani  einfactsten  in  der 
naehfolgenden  Gestalt  aus: 

*)  Wie  man  leicht  nachweist,  sind  die  ambigen  Classen  (1)  hier  je 
zu  zaklen. 
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B  (K)     coo)  =  ~^~  x^ *'      1      ?     x^y  (mod.  2) , 
(2)  {  B'  fco, ,  oO  =  -  ^  r""^  i     *  =  y   ^mod-  4^' 


Indessen  eignet  es  sich  fur  die  Rechnungen  noch  rnehr,  statt  dieser 

drei  Formen  die   nachfolgenden  drei  Combinational  derselben  zu  ge- 

brauchen :  r/  _  ^  _  B» 

(3)  B0  =        ^        ,1  2        '         -  2        ' 

die  Anfangsglieder  der  Potenzentwicklungen  der  so  eingefiilirten  Modul- 

formen  sind: 


,  2 

Eine  Modulform  der  Dimension  —  1  hat  auf  F^  die  Wertigkeit  4. 
Da  die  drei  Formen  B  aber  offenbar  YOB  einander  linear -unabhangig 
sind  und  andrerseits,  wie  man  aus  (4)  leieht  ins  einzelne  nachweist, 
gemeinsame  Nullpnnkte  «a£Fa  nieht  aufweisen,  so  wird  die  Verbmdung: 
(5)  *B0  +  ABj  +  ?*B2 

auf  Fu  zweifaeh  unendlich  Tiele  Systeme  von  je  vier  beweglichen 
Nullpunkten  festlegen.  Durcb.  Anwendung  der  in  I  p.  559  ff.  ent- 
wickelten  allgemeinen  Principien  folgt  hieraus  unmittelbar:  Setet  man 
die  B  su  homogenm  Coordinate  der  Elene,  so  erscMnt  in  dieaer  lets- 
term  das  Polygon  FM  emfattig  lesogen  auf  eine  Curve  vierter  Ordnung. 
Aber  eine  eigentliche  ebene  Curve  vierter  Ordnung  kann  hochstens  das 
Geschlecnt  p  —  3  aufweisen,  namlich  in  dem  Falle,  dass  sxe  keme 
singularen  Punkte  besitzt.  Unsere  04  der  B  hat  jedoch  das  Geschlecht 
»  =  4-  sie  muss  demnach  notwmdig  erne  doppelt-uberdecbte  C2  sein  und 
wird,  urn  als  solche  dem  QescUechte  p-4  anmgehorw,  teJm  Vvrswei- 
gungspunlcte  aufwdsen  mussen.  Der  hyperelliptische  Charakter  der  Flache 

Fi*  ist  solchergestalt  aufs  neue  zur  Evidenz  gebracht. 

Man  kann  tibrigens  ganz  direct  den  Beweis  fuhren,  dass  zwisehen 

den  drei  Moduln  B  eine  quadratische  Relation  identiscb.  besteht.   Unter 

den  sects   quadratischen  Verbindungen  der  B  verschwinden  namlick 

die  fiinf: 

Klein-I'rioke,  Modmlfttnctionen.  II. 
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(6)  B0B1?     B0B2?     BA     BA,     B22 

In  den  Polygonspitzen;  diese  also  lief  era,  mit  dem  Differential 
fodtoa  -  MoO  maltipliciert  und  integriert,  fBnf  fiberall  endliche 
Integrale  der  Flache  F&.  Aber  die  letztere  1st  vom  Gesehleelite  j?  =  4? 
und  also  "besteht  zwischen  den  Grossen  (6)  eine  lineare  Identitat  Urn 
die  Gestalt  der  letzteren  zu  erfahreii,  addieren  wir  die  funf  Verbin- 
dungen  (6)?  mit  unbestimrnten  Ooefficienten  versehen,  zu  einander  und 
entwickeln  den  solchergestalt  gewonnenen  Ausdruck  nach  ansteigenden 
Potenzen  von  r.  Jene  unbestimmten  Coefficienten  lassen  sich  alsdann 
nnr  in  einer  Weise  so  wahlen;  dass  die  Coefficienten  dieser  letzteren 
Potenzentwieklung  nach  r  insgesamt  mit  Null  identiscli  werden.  Die 
Jvwrwit  skimerte  Eechnung  liefert  als  Gestalt  der  in  Eede  stelienden  quadra- 
tischen  Relation  gwischen  den  drei  Moduln  B  : 

(7)  Bl3-B0B2  =  05 

wir  werden  dieselbe  geometriscli  als  einen  Kegelsclinitt  deuten,  der 
auf  das  Polygon  F(4^  der  Gruppe  r(48)  eindentig  bezogen  ist.  Die  Ge- 
stalt der  Relation  (7)  wird  nun  gleich  weiter  bei  der  Bildung  eines 
vollen  Modulsystenis  der  Gruppe  T4S  niassgeblich  werden. 


§  7.     Das  voile  .Modulsystem  der  F4S  tmd  die  zugeliorige 
elliptiselie  [Relation  zebnten  Grrades. 

Da  die  Eiemann'sclie  Flache  F&  hyperelliptisch  ist,  so  giebt  es 
auf  derselben  pweiwertige  Functionen?  und  wir  wahlen  unter  ihnen  ins- 
besondere  die  nachfolgende  : 

_  /    \          B»>          B, 

(i)  T((a)  =  ^  =  ^ 

zum  Gebraucb.  aus;  deren  Gestalt  in  den  B  sich  aus  der  eben  gewon- 
nenen Relation  (7)  zwisclien  den  drei  B  ergiebt. 

Man  bilde  alsdann  weiter  (analog  wie  bei  n  =  31)  etwa  aus  B1 
und  B2  den  Ausdruck  zehnten  Grades  f(Blt  B2),  welclier  neben  je 
zehn  einfachen  Nullpunkten  in  den  Polygonspitzen  von  F48  je  in  der 
Ordnung  zwei  in  den  zehn  Fixpunkten  der  Operation  W  verschwindet. 
Im  Anschluss  an  diesen  Ausdruck  f(Bl9  B2)  definieren  wir  die  ganze 
Modulform  (  —  5)ter  Dimension: 

(2)  E(ai,»t) 


und  ftihren  wiederuin  eine  zweite  Darstellung  von  E  mit  Hiilfe  der 
Integrale  erster  Gattung  ein.     Sehreibt  man  hierbei  zur  Abkurzung 

(3)  '  A-S8" 
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so  ergeben  sich  unter  Rucksieht  auf  die  Uberlegung  des  vorigen  Para- 

graphen  auf  transcendentem  Wege  als  Integrals  erster  Gattung: 


wahrend  wir  andrerseits  durcli   algebraische  Betraehtung  auf  folgende 

Ausdrucksformen  fur  diese  Integraie  der  f~4S  koniinen: 

&   ft  • 


/ 
J 


v-  0,1,2,  3. 

' 


Wie  sich  die  lineare  Abhangigkeit  der  Grossen  (4)  von  den  vier 
Grossen  (5)  gestaltet,  brauehen  wir  nieht  allgemein  zu  untersucb-en  ; 
es  geniigt  fesfczustellen,  dass  die  beiden  Integrals 


C,,,          /"Mfc-Mfc     f>» 

J  A-rf«'  J  ^winr  • A 


bei  gemeinsamer  unterer  G-renze  bis  auf  elnen  eonstanten  Factor  mit 
einander  ubereinstimmen?  um  von  Mer  aus  fiir  die  Modulform  E  die 
unmittelbare  Definition  zu  gewinnen: 

(6) 


AIs  Anfangsglieder  der  Potenzentwicklung  der  Modulform  E  finden  wir 
daraufhin: 


(7)  E  =  rr>  (1  —  3-r  —  r*  +  4ra  +  3'r4  +  ICh*5  -  16r«  —  19r8  —  r' 

+  30r10—  12ruH  ----  ). 

Als  ein  voiles  System  von  Modulformen  der  f~i48  bringen  wir  E, 
B1?  B2  in  Vorschlag,  was  den  Vorteil  fiir  sich  hat,  dass  gemeinsame 
Nullpunkte  dieser  drei  Pornien  einzig  in  den  Polygonspitzen  gelegen 
sind.  Vermoge  der  mittlerweile  gewonnenen  Eeihenentwicklungen  konnen 
wir  nun  auch  die  ausfiilirliche  Gestalt  des  Ausdrucks  f(Bly  Bg)  be- 
recnnen  und  finden  auf  diesem  Wege  als  algebraische  Relation  zwischen 
den  Moduln  E,  B1;  B2: 

(8)  E2  =  Bx10—  BB^B,  +  IIB^B,8  —  24BJB,8  +  19B/B,4  —  IGB^B/ 

—  13B/B/  +  SOB^B-j7  -  38B12B28+  28  B^9—  11B210. 

Um  zur  nicht-homogenen  Schreibweise  tiberzugelien;  gestalten  wir 
die  bereits  in  (1)  eingefiikrte  zweiwertige  Function  t  durcli  die  fol- 

gende Bestimmung: 

(9)  6(0,)  =  A.,      T(CO)  =  | 

zu  einem  vollen  System  von  Modulfunctionen  der  F48  aus.  Die  zwischen 
(3T  und  v  foestehende  hyperelliptisclie  Relation  weist  alsdann  die  Ge- 
stalt auf: 

30* 
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(10)  c?2=  1  —  6r  +  llx2  -  24rs  +  19*4  -  IB*6 

+  28i?9  —  lit10. 

Die  Anwendung  der  erhaltenen  Eesultate  au£  die  ganzzatligen 
quadratiscten  Formen  der  Determinanten  D  =  +  47  und  —4-47 
gestaltet  sict  tier  ganz  atnlict  wie  bei  n  =  31. 

Neliinen  wir  zunactst  D  =  -f  47  :  Die  Symmetrielinien,  welche 
die  durct: 

(11)  *=:  —  *,     r'  =  ? 

dargestellte  syrnmetriscte  Umformung  der  Flacte  F&  in  sicli  aufweist, 
liefern  die  zu  n  =  47  getorende  Smith'sclie  Curve.  Am  leicttesten 
lasst  slot  der  Verlauf  derselben  verfolgen,  wenn  wir  JF48  als  zwei- 
blattrige  Flacte  fiber  der  -r-Ebene  anordnen.  Da  werden  nact  (1)  §  6 
nur  jene  zwd  VerzweiguBgspunkte  anf  der  reellen  r-  Axe  liegen;  wdcte 
den  beiden  damals  genannten  ambigen  Formclassen  zugewiesen  sind. 
Demnach  folgt  aus  (11)  sofort:  Auf  der  wim  Eaume  geschlossenen 
F^a  erfuilen  die  Punkte  mit  reellen  Werten  t  zwei  gescttlossene  ein- 
ander  in  zwei  Punkten  iiberkreuzende  Linien.  Auf  der  einen  sind  die 
zugeKorigen  Werte  6  reell;  und  dies  ist  die  Symmetrielinie  der  durch 
o/=  —  e  definierten  Transformation  der  F&  in  sict;  auf  der  anderen 
jener  beiden  Linien  Ist  e>  rein  imaginar,  nnd  sie  liefert  die  Sniitt'scte 
Curve  der  Determinate  D  ==  47.  Da  F48  Ausnahmepunkte  mit  </=  1 
nieht  aufweist,  so  folgt  vor  allem,  doss  es  nur  eine  sick  selbst  nicht 
inverse  Classe  von  Formen^  der  positives  Determinant  D  =  47  gielt. 
Soletes  bestatigt  man  denn  auct  nach  den  Eegeln  von  I  p.  250  sofort 
durct  die  Beclinung;  es  ergeben  sich  23  reducierte  Forrnen,  welche 
sict  zu  einer  einzigen  Formenperiode  zusamniengliedern.  Dabei  treten 
nur  an  zwei  Stellen  dieser  Periode  Hauptreducierte  auf,  nnd  eben  des- 
talb  wird  sict  die  im  ursprtinglichen  Polygon  F&  gezeictnete  Smitt- 
scte  Curve  aus  drei  Ereisbogensegmenten  aufbauen;  wir  finden  als 

deren  Gleictungen: 

47  (z?  +  f)  -  1  =  0, 

23-47  (a?8  +  /)  ±  2-41X  +  2  =  0.  — 

Andrerseits  stett  die  rectte  Seite  von  (10)  in  interessanter  Bezietung 
zu  den  Formen  der  negativ&i  Determinanten  D  =  —  47  nnd  —  4  •  47. 
Setzen  wir  namlict  in  (10)  fur  &  den  Wert  Null,  so  sind  die  zn- 
getorigen  zetn  Werte  t  die  singularen  Moduln  r  der  zweimal  fiinf 
Formclassen  der  Determinanten  D  =  —  47  ;  D  =  —  4-47.  Demnact 
wird  sict,  eben  diesen  beiden  Determinanten  entsprectend^  die  ganze 
Function  zetnten  Grades  anf  der  rectten  Seite  von  (10)  in  zwei  eben- 
solcte  Functionen  funften  Grades  spalten  lassen,  die  gieictfalls 
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galilige  Ooefficienten  liaben.  Diese  beiden  Ausdriieke  fiinften  Grades 
sind  dank  des  Unistandes,  dass  die  reehte  Seite  von  (10)  fiir  <c  ===  0; 
+  1,  oo  kilter  primzahlige  Werte  annimmt,  leicht  aufgefiinden,  Bud 
wir  erhalten  so  mit  Rucksicht  anf  die  Wertevertellung  von  t  als  Glei- 
chungen  der  singularen  Moduln  t  fiir  D  =  —  47  und  D  =  —  4  •  47 : 

^     ; 

Die   Hermit   geleistete   Zerleguug    des    oft   genannten  Ausdrucks 
10t8n  Grades  hat  weiter  fiir  deB  functiouentheoretischen  Ausbau  der 

Transformation  47ster  Ordnnng  ihre  wichtige  Bedeutung.  Wir  werden 
Mer  namlich,  alinlieh  wie  bei  M==31?  im  Anschluss  an  (12)  die  beiden 
Modulformen  definieren: 


(13) 


I" 

IH 


+  B^B22  -  ^B,3  +  BJ, 
t  B23- 


welehe  vermoge  ihrer  Nullpunkte  den  beiden  Deterniinanten  D  =  —  47 
und  D  =  —  4-47  in  eharakteristischer  Weise  zugeordnet  sind.  Als 
die  Anfangsglieder  der  Potenzentwicklungen  ftir  diese  Formen  gewinnen 
wir  nach  kurzer  Recnnung: 


H  ==  (—  )%^  (1  -  2r—  r2—  3r3+  4>-*+  4r5  +  2ys4-  3r7  — 


Die  beiden  Mermit  eingeftihrten  Modnlformen  benutzt  man  mit  Vor- 
teil,  wenn  es  gilt,  die  Discriminante  A  durch  die  Moduln  der  f^  dar- 
zustellen.  Man  kntipft  hier  natMicli  wieder  an  die  beiden  Ausdrticke 
(y~&  +  ]/~K')  y  welche  einer  formentlieoretischen  Discussion  auf  dem 
Polygon  JP(i7)  zu  unterwerfen  sind.  Dabei  zeigt  sich,  dass  die  beiden 
Ausdriieke  : 


als  Producte  von  Z  bez.  H  in  ganze  tornogene  Verbindungen  9teR  Grades 
der  B!  ?  B2  darstellbar  sein  miissen,  Wir  haben  die  so  gemeinten  For- 
meln  wenigstens  z.  T.  bereclinet  und  finden: 


(15) 


=  Z  -  (B1'-'- 
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Die  weltere  Berechmmg  dieser  Formeln  hat  nattelich  keinerlei  Schwierig- 
keit;  es  relchen  hierfiir  sogar  bereits  die  in  den  yoranfgehenden  Po- 
tenzentwicklnngen  angegebenen  Anfangsglleder  von  B,  Z,  H  aus. 

Bei  der  Darstellung  von  #2  hat  man  nur  die  beiden  Pornien  Bx,  B2 
und  E  nStig;  hier  erhalten  wir  als  Gestalt  und  Anfangsglieder  der  be- 
treffenden  Formeln: 


(16) 


—  5(13-178^—  2s-  5-43  8^88  +  2-  S-S 

—  2B.3-193B16B28+---), 
3B/  (ft'  —  ft)  —  4E  (2-3-  23  B^—  32-  17B12B2+  3 


Die  erste  dieser  beiden  Eormeln  wird  man  ohne  besondere  Schwierig- 
keit  vervollstandigen  konnen,  woranf  sich  alsdann  der  rationale  Aus- 
diuck  von  J  in  6  und  t  aus  den  Formeln  (15)  und  (16)  nnmittelbar 
ahschreiben  lasst.  —  • 

§  8.     Gmndlagen  fiir  die  Transformation  der  OrdnTing  n  ==  71. 

Nach  den  bisher  gewonneneE  Erfahrungen  gestaltet  sich  die  Unter- 
suchtmg  fflr  diejenigen  Ordnnngen  n  besonders  zuganglich?  bei  denen 
die  Classenanzahl  quadratischer  Formen  der  negatwen  Determinanten 
!)  =  —  n  und  D—  —  4w  eine  moglichst  grosse,  diejenige  der  positiven 
Determinante  D=w  aber  eine  moglichst  g&ringe  1st  Unter  den  Prim- 
zailordnungen  n  ==  4Ji  -f-  3  tritt  dies  in  ganz  hervorragender  Weise 
noch  bei  M  —  71  ein?  so  dass  sich  dieser  Pall  geradezu  wieder  in  ganz 
analoger  Weise  behandeln  lasst  wie  voraufgehend  w««47,  ^==31  etc. 
Die  Yerzweigung  der  augehorigeii  Riemann'schen  FISche  F^  ist  natiir- 
lick  die  bokannte,  und  es  treten  insbesondere  Ausnahmepnnkte  mit 
/«=  0  oder  J"=  1  nieht  aufj  als  das  Geschlecht  der  fraglichen  Flache 
JP72  berechnet  man  p  —  6. 

Die  reducierten  ursprtingliehen  Formen  der"  beiden  Determinanten 
—  71  nnd  —  4-71  haben  wit  hier  tabellarisch  zusammengestellt: 

--71,       (1,1,18),  (2,  ±1,9),     (3?  +  l?6j?  (4,  ±3,  5), 
--4.71,  (1,0,71),  (3;±2,24)?  (8,  ±2,  9),  (5,  ±4,  15). 
Die  m  »=»71  gehSrende  Transformation  "FT  der  FISche  Fn  in  sieh  be- 
sitzt  Mernach  auf  derselben  m&vehn*)  Fixpunkte^  uud  daraus  schliessen 
wir  in  gewohnter  Uberlegung5  dass  die  FUche  F(n}}  welche  durch  le- 

*)  Es  sind  namlich  die  beiden  ambigen  Classen  (1)  jeweils  vieder  nur  ein^ 
faeh  m  zahlen?  da  die  betreflfenden  repr^sentierendeB  Punkfee  im  Polygon  F7S  auf 
der  SymxaetrielMe  der  Operation  A  gelegen  sind. 
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Jcannte  Halftung  aus  Fn  entspringt,  clem  GescMechte  p==0  sugeliort;  die 
Flache  JF72  ist  dieserlialb  wieder 


Zu  eben  cllesem  Ergebnis  gelangen  wir  auch.  auf  analytischem 
Wege.  Da  unter  den  Formen  (1)  der  Determinante  D  =  —  71  nnr 
eine  ambig  ist,  so  liefert  der  Ansatz  (2)  p.  355  Tier  unterschiedene 
Modnlformen  (  —  l)ter  Dimension,  die  wir  dera  bisherigen  Brauehe  fol- 
gend  durcli  B  bezeichnen.  Das  einfachste  analjtische  Bildungsgesetz 
ffir  dlese  Modulformen  1st  gegeben  durcli: 


(2) 


B    = 


2w  "VT 

~^2ir 

D,       SB  -srr  * 
B  =^^r 

B"  =  i£fVr- 


x- 


(mod.  2), 


x  =  y  (mod.  4), 
#  =  y  (mod.  6), 
x  =  3y  (mod.  8). 


Fiir  die  Eeckaung    eignen   sich  aber  noch   besser  die   naclifolgenden 
Combinationen  der  Modnlformen  (2): 

B-B'        o    _B'~^B"        B_B"Jr:B^B 

tt±  ==  D?        Dg  =  g y        D3  g          ?        D4  ^ 

Die  Anfangsterme  der  hiermit  definierten  Modulformen  sind: 


(3) 


0, 


—  r15  —  ris 


und  der  Vorteil  beim  Gebrauch  dieser  Formen  ist  der,  dass  bei  der 
gten.    gten  ^^^  ^tea  xinter  ihnen  Anfangsglieder  der  Entwicklung   aus- 

fallen. 

Die  einzelne  Form  B  ist  auf  F^  seohswertig;  waMt  man  also  die 
B  zu  homogenen  Coordinaten  des  gewdbnlietten  Raumes,  so  erscteint 
dabei  die  Flache  F^  eindeutig  bezogen  auf  eine  in  diesem  Raume  ge- 
legene  Curve  sechster  Ordnung  C6.  Aber  diese  G&  ist  notwendig  eine 
doppelt-uberdeckte  Raumeurve  dritter  Ordnung  C3,  welcK  leUt&re  ahdann, 
einfach  genommen,  mif  das  Polygon  F^  eindeutig  lezogen  ist.  Um  solctes 
zu  zeigen  bemerke  man,  dass  die  neun  quadratischen  Yerbindungen: 

(4)  B^,  B^,,  6,84,  B32,  B32,  B4%  B2BS?  B2B4,  BSB4 
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niekt  nur  bei  co  «=  ioo,  sondera  aueh  in  der  andern  Polygonspitze,  bei 
o  «»  0,  verschwinden,  welches  letztere  aus  dem  von  friiker  her  be- 
kannten  Yerhalten  der  Formen  B  gegenuber  der  Modulsubstitution  T 
sick  leickt  folgern  lasst.  Die  Verbindungen  (4)  werden  also,  mit  afdv 
multipliciert  und  integriert,  neun  uberall  endlicke  Integrale  der  FFacke 
JP72  des  Geschlecttes  p  =  6  liefern;  zwischen  den  fraglichen  neun 
qnadratiscten  VerbiBdungen  bestehen  also  drei  lineare  Relationen  iden- 
tiscb.  Die  so  gemeinten,  in  den  B  guadratisclien  Ideniitaten  haben  die 
G-estalt: 

V-B^-BA-O, 

(5)  B/  -  B.B,  +  2B42  +  3B3B3  +  3B2B4+  B3B4  —  0, 

B/  -  BtB4  +  B2B3  +  3B,B4  +  2B3B4  —  0; 

drei  Gleicfmngen,  die  augenscliemlich  von  einander  Unear-unabMngig  sind. 
Deutea  wir  jetzt  die  Relationen  (5)  geoiaetriscli^  so  stellen  dieselben 
drei  linear-unabliangige  Flachen  zweiten  Grades  vor?  deren  gemeinsamer 
Sestandtdl  in  der  That  eine  Eatmicurve  dritter  Ordnung  ist.  Hier  haben 
wir  also  direct  die  63  naciigewiesen?  welche,  doppelt  uberdeckt  und  mit 
14  Verzweigungspunkten  yerselien,  zur  oben.  gemeinten  Curve  seclister 
Ordnung  (76  liiEfiikrt. 

Was  tibrigens  den  Beweis  fur  die  Rientigkeit  der  Relationen  (5) 
angelit,  so  entwicbele  man  die  liaken  Seiten  dieser  Gleidmngen  auf 
Grund  YOU  (3)  nacli  ansteigenden  Potenzen  von  r;  man  wird  finden, 
dass  jedenfalls  alle  Glieder  aasfallen?  bei  denen  der  Potenzesponent 
von  r  kleiner  als  12  ist.  Ware  also  eine  der  quadratischen  Verbin- 
dungen  (5)  nicht  identisch  Null,  so  wiirde  sie  eine  Modulform  (—  2)ter 
Dimension  der  F73  vorstellen,  deren  zwolf  Nullpunkte  auf  F^  alle 
in  der  Spitze  bei  0  =  ^00  vereint  liegen;  inzwischen  verschwindet 
diese  Form  auch  nock  in  der  Spitze  bei  K?«=0;  und  also  wiirde  die 
Zail  der  Nullpunkte,  die  ^13  ware,  nickt  mit  der  Wertigkeit  unserer 
Modulform  iibereinstimmen. 

Eine  Folge  der  eben  gewonnenen  Ergebnisse  ist,  dass  die  Modul- 
fornien  B  sien  gegenuber  der  Substitution  W  einzeln  bis  auf  einen 
Factor  reproducieren;  dass  aber  dieser  Factor  in  einfachster  Weise  fQr 
alle  vier  B  gleick  1  ist;  schliessen  wir  in  der  bei  den  fruheren  Bei- 
spielen  entwiekelten  Art.  Weiter  gelingt  es  nun  auck  sofort;  die  zwei- 
w&rtigm  Functional  der  hyperelliptiscliei}  Flacke  Fn  anzugeben.  In 
der  Tnat  liegen  von  den  seehs  Nullpunkten  von  &B3  +  /IB4  zweimal 
zwei  in  den  Polygonspitzen  fest,  so  dass  nur  nock  zwei  beweglich 
bleiben:  die  Quotienten  linear  -unabJiangiger  V&rbindwngen  ^Bg  +  lB^ 
lief  em  also  die  gw&iw&rtigm  Functionen  der  T72. 
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WIe  friiher  erganzen  wir  endlicii  die  Formen  B3?  B4  dureli  Zusatz 
einer  Form  E  zu  einem  vollen  Modulsystem  der  T72.  Diese  ganze 
Modulform  E  wird  zur  (—  7){6ri  Dimension  gehoren  niilssen?  and  von 
ihren  42  Nullpuakten  auf  Fn  sollen  in  den  Spitzen  je  14  liegen, 
wahrend  die  rfickstandigen  14  Nnllpunkte  mit  den  14  Verzweigungs- 
stellen  der  doppelt-iiberdeckten  Flache  F^  zusammenfallen  milssen. 

Setzen  wir   abgekiirzt  j3f  =  ~Bl}  so  gewinnen  wir  in  iiblicher  Art 

durcli  Yermittlung  der  iiberall  endlicben  Integrale  der  F72  fiir  E  die 
Darstellung  : 

(6) 


Als  Anfangsterme  der  Eeitienentwicklung  filr  die  game  Modulform  E  be- 
reclinen  wir  von  Mer  aits: 

4  (1  -  5r  +  4r2  -f  13r3  —  13r4  —  15r5  -  15r6  +  49  r7 
+  26  r8  —  36  r9  —  8rw  —  60  r11  +  32  r12  +  46ris 


Hiermit  sind  nun  aueh  alle  Mittel  beisanimen?  uni  den  mit  E2 
identischen  Ausdruck  14ten  Grades  in  B3;  B4  esplicite  zu  berechnen; 
setzen  wir  um  der  bequemeren  Schreibweise  willen  B3  =  A?  B4  =  B, 
so  lautet  die  algebraiscfie  Belation  zwiscfien  A?  B7  E  ide  folgt: 

(8)  E2=AM+4A13B—  2AI2B2—  38AHB3—  77A10B4—  26A^B5-flllA8B6 

+  148A7B7+A6BS~-122A5B9—  70A4B10-f  30A8Bn+40A2B12 
+  4AB13  —  11B14. 

Sollen  wir  letzten  Endes  nieht-noniogene  Schreibweise  anwendeo? 
so  schlageii  wir 

(9)  <*(«>)  =4,      *(o)-^ 

als  ein  voiles  System  von  Modulfundionen  der  f72  vor;  diese  beiden 
Functionen  sind  alsdann  zufolge  (8)  niit  einander  verkniipft  durcli  die 
JbyperelliptiscJie  Belation  14tm  Grades: 

(10)  d2  =  ru+  4rw  —  2tr12  —  SStr11  —  77  T10  -  26r9  +  lllrs  +  I48r7 

+  r6  —  122  T5  —  70r4  +  30r3  +  40r2  +  4r  -  11. 


Auf  eine  Discussion  iiber  die  Beziehung  von  ^2?  gs,  A  und  J  zu 
den  untersucnten  Functionen  der  F72  gehen  wir  hier  nickt  inehr  ein. 


In  den   Entwicklungen  der  vorangegangenen  Kapitel   naben  wir 
dank  der  analytischen  Hulfsmittel,  die  der  Theorie  der  doppeltperiodi- 
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sehen  Fnnctlonen  entstammen,  die  Behandlung  des  funetionentneore- 
tisclien  Grundproblems  weit  fiber  die  in  Bd.  I  innegeli  alien  en  Grenzen 
ansdehnen  konnen.  Eine  Fortsetzung  der  Ausbeute  der  gedachten  ana- 
lytischen  Ansatze  far  unsere  functionentheoretischen  Modulprobleme 
wurde  zwar  nicnt  schwierig  sein ;  inzwischen  wnrden  wir  uns  dabei 
immer  nur  wieder  in  jenen  Gedankengangen  bewegen?  die  wir  vorauf- 
genend  bereits  ausgiebig  kennen  lernten.  Indem  wir  dieserhalb  die 
in  Eede  stehenden  Bntwicklungen  hierniit  abschliessen?  wenden  wir 
uns  weiterhin  neuen  und  wichtigen  Untersuclinngen  zu. 


Sectster  Absehnitt 


Theorie  der  Modnlareorrespondenzen  mid  der  aus 
heryorgelienden  Glassenzahlrelationeii. 

Erstes  Kapitel. 
Nene  AisfthraBgen  zti  Biemann's  Theorie  der 


Die  Aufgabe,  welclie  uns  nnn  noeh  zu  losen  iibrig  bleibt,  ist  be- 
reits  am  Schlusse  des  vierten  Absehnittes  (p.  235)  vorgezeichnet:  Wir 
sollen  die  allgemeine  Theorie  der  Modularcorrespondensen  entwiekeln, 
deren  erstes  Glied  die  oben  behandelte  Lekre  Ton  den  Modnlar- 
gleichungen  ausmaehte.  Wie  wlr  dann  von  den  letzteren  Grleicfanngen 
In  Kapitel  5  und  6  des  vierten  Abschnitts  eine  ansgedeknte  Verwen- 
dung  ariihmetisclien  Inhalts  gaben,  so  sollen  uns  nun  auch  die  Modnlar- 
eorrespondenzen ganz  allgemein  zn  einer  Quelle  fur  die  Gewinnung 
newer  ClassenmJilrelationen  allgemdmrer  Stufengahlen  warden^  die  sick 
an  die  Relationen  erster  und  fftnfter  Stufe  des  Abschnitt  4  ansckliessen. 

Aber  wir  konnen  aucb.  jetzt  wieder  nicht  unmittelbar  zru  unserem 
neuen  Gegenstande  tibergehen;  miissen  vielmehr  eine  Reine  vorberei- 
tender  Kapitel  voraussenden.  Es  ist  vor  ailem  die  in  den  beiden 
Anfangskapiteln  des  dritten  Abschnitts  (I  p.  493  ff.)  nur  erst  begrundete 
Riemann?sche  Theorie  der  algebraischen  Functionen;  welcher  wir  Mer 
eine  weiter  ausbauende  allgemeine  Benandlung  widmen  miissen.  Ein- 
mal  sollen  tiber  die  Integrale  einer  Riemann'schen  Fiaehe^  namentlich 
diejenigen  dritter  Gattung?  einige  erganzende  Eniwicklnngen  gegeben 
werden.  Namentlich  aber  sollen  formenfkeoretische  Betrachtungsweisen? 
deren  Brauclibarkeit  im  engeren  Gebiete  der  Congruenzmoduln  soeben 
an  zaUreienen  Beispielen  evident  wurde,  jetzt  ganz  allgemein  zur 
Grnndlage  fur  die  Untersuchung  der  Functionen  einer  Riemann'sclieii 
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Plache  gernaeht  werden.  Indem  wlr  in  der  That  den  allgemeinen 
Begriff  einer  ??Fora  auf  der  Biemann'schen  Flaehe"  einfiihren  und 
saehgemass  durchbilden,  werden  wir  uns  dnrcli  Verwertung  gieich  zu 
nennender  Weierstrass; seller  Gedanken  die  Htilfsmittel  verschaffeu, 
mit  denen  wir  hernaeh  auf  den  speciellen  Fl'achen  Fp  der  Modultheorie 
die  zugehorigen  Modnlarcorrespondenzen  in  der  einfachsten  Weise  zum 
Ausdruck  "bringen  konnen. 

Unsere  Darstellung  ist  eine  mit  Riicksicht  auf  die  ferneren  Zwecke 
eng  umgrenzte.  Aber  es  liegt  fur  das  weitergehende  Studium  ins- 
besondere  der  forrnentheoretischen  Prineipien  eine  grosse  Reihe  yon 
Speeialuntersuchungen  Tor?  welche  man  in  der  Arbeit  von  Klein  n2hvr 
Theorie  der  Abel'schen  Functioned  genannt  findet*).  In  dieser  letzteren 
Abhandlung  sind  die  formentbeoretisclien  Prineipien  zuerst  in  Allge- 
raeinlieit  entwickelt  und  werden  insbesondere  mit  der  Weierstrass- 
seten  Theorie  der  Primfunction  in  Verbindung  gesetzt.  Diese  Function, 
welche  von  Weierstrass  fiir  die  Darstellung  der  tibrigen  Grossen  eines 
algebraisehen  Gebildes  zu  Grunde  gelegt  wlrd?  erscheint  in  der  formen- 
theoretisclien  Bebandlungsweise  Klein;s  als  P-nmfonn  in  einer  wesent- 
Hcli  abgeklarteren  Gestalt  wieder**). 


§  1.  Einfiilirang  der  Integrale  dritter  'Gattung  Q^  und  insbesonder© 
der  Hormalintegrale  TTf^. 

Bei  unserer  nachstfolgenden  Untersuehung  kntipfen  wir?  was  deren 
Voraussetzungen  und  Bezeichnungsweisen  angeht?  unniittelbar  an  den 
Abschluss  des  ersten  Kapitels  im  dritten  Abschnitt  (I  p.  492  bis  532) 
wieder  an.  Wir  haben  daselbst  die  Theorie  der  Integrale  driUer  Gat- 
tung auf  einer  beliebigen  Riemann'sehen  Flaehe  Fn  nur  erst  soweit 
durchgebildet,  dass  wir  die  ihnen  zugehorigen  Potentiale  hergestellt 
hatten;  es  waren  dies  die  Grossen  ua^  (ef.  p.  520);  welehe  wir  durch 
axiale  Aneinanderreihung  der  Elementarpotentiale  zweiter  Gattung 
bildeten.  Es  wird  weiterhin  zweckmassig  sein?  die  beiden  bei  &  =  a 
und  ^  ==  b  auf  der  Flaehe  Fn  gelegenen  Unstetigkeitspunkte  von  ua,  b 
selbst  als  variabel  zu  denken;  wir  wollen  dem  schon  jetzt  Reehnung 
tragen;  indem  wir  statt  a,  &  fortan  die  Syinbole  |  und  ^  brauchen. 
Natiirlieh  sind  |  und  ^  zugleieh  Werte  der  Variabelen  0,  uber  deren 


*)  Math.  Ann.  Bd.  36  (1889). 

**}  Man  vergl.  iibrigens,  was  die  Weierstrass'sciie  PrimfaBction  angeht,  die 
Arbeit  Schottky's  in  Crelle's  Journal  Bd.  101  (1887);  Weierstrass  selbst  hat 
seine  bezugliche  Theorie  direct  nur  in  seinen  Vorlesrmgen  bekaunt  gegeben. 
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Ebene  die  Flaehe  Fn  construiert  Ist;  aber  daruni  soli  doch  der  ??Punkt 
|  bez.  <?]  der  Fnu  immer  nur  ein  bestimmter  unter  den  n  bei  2  ==  £ 
bez.  &  =  if  liber  einander  Hegenden  Punkten  der  Flaehe  sein. 

Nach  dieser  Verabredung  bilden  wir  das  zu  u$n  conjugierte  Po- 
tential vtn  und  von  tier  aus  das  Integral  driUer  G-attung: 

(1)  fe  =  u$n  +  iv$n. 

Insofern  dieses  Integral  nnr  0wei  (logarithniisehe)  Unstetigkeitspunkte 
auf  Fn  besitzt,  nennt  man  es  auch  wohl  ein  elemmtares  Integral  dritter 
Gattung;  doch  lassen  wir  diese  genauere  Benennung  weiterhin  ansser 
Betracht.  Jedenfalls  aber  sollen  |  und  ^  fortan  als  die  Parameter  des 
Integrals  Q  bezeicnnet  werden, 

Um  (1)  zu  einem  bestinimten  Integrale  aiiszugestalten,  integrieren 
wir  dQ$y  von  der  Stelle  y  der  Flaclie  Fn  bis  znr  Stelle  x,  wobei  wir 
die  Symbole  x  und  y  in  genau  demselben  Sinne  brauchen  wollen,  den 
wir  soeben  fur  |  und  ^  auf  der  Fn  festlegten;  wir  iuhren  daraufhin 
die  ausfiihrlicne  Scnreibweise: 

(2)  <^=/^, 

y 

ein.  Als  Function  der  Stelle  x  wird  sieli  alsdann  das  Integral  (2) 
nacn  I  p.  520  in  den  Umgebungen  der  beiden  Stellen  |  und  ^  Yer" 
halten  wie: 

+  log  (x  —  |)     bez.     —  log  (x  —  rf). 

Wollen  wir  aber  das  Integral  (2)  als  Function  der  unteren  Grenze  y 
auffassen,  so  wird  sich  diese  Function  an  den  beiden  fragliehen 
Stellen  |?  12  der  Flache  verhalten  wie: 

—  log  (y  —  |)    bez.    +  log  (y  —  if). 

Um  die  Periodeneigmschaften  des  Integrals  $f  ?;  zu  eharakterisieren, 
denken  wir  auf  Fn  ein  kanonisches  Querscnnittsystem  gezogen^  wie 
es  in  I  p.  495  beschrieben  wurde.  Ausserdem  aber  ziehen  wir  noch 
eine  weder  sich  selbst?  noch  die  Schnitte  ah  6f?  d  des  kanonischen 
Systems  iiberkreuzende  Linie  I  vom  Punkte  ?}  nach  §  und  denken  auch 
langs  I  die  Flache  Fn  zerscknitten.  Die  so  vorgerichtete  Flache  heisse 
etwa  Fn,  und  die  auf  J?'n  eingeschrankte  Function  (2)  werde  QH  genannty 
so  oft  diese  genauere  Bezeichnungsweise  wunschenswert  erscheint.  Es 
gelten  hiernach  die  folgenden  Satze:  Die  Function  Ql\^  obMngig  von 
der  oleren  Grcnze  x  Utrachtet^  weist  langs  jeder  der  2p  gesMossenen 
lAnien  ah  "bi  eine  constante  (rein  imaginare)  Wertdifferme  auf,  langs 
der  Linim  c*  tritt  jedoch  dne  von  Null  versdiiedene  Wertdifferews 
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nicht  anf;  endlich  findet  langs  der  Linie   I  die  Wertdifferenz    — 
statt*). 

Zur  Einffthrung  yon  Normalintegralen  dritter  Gattung  benutzen 
wir  denselben  Gedankengang,  wie  in  I  p.  531  bei  den  Integralen  zweiter 
Gattung.  Seien  gerade  wie  in  I  p.  529  ji9  jg  •  •  -jp  die  zum  ausge- 
wahlten  Quersehnittsystem  gehorendeu  Normalintegrale  erster  Gattung, 
so  wollen  wir;  gerade  wie  in  (2)?  unter  Aufnahme  der  Grenzen  X7  y 
in  die  Bezeiclmung  schreiben: 

(3)  ^r 

Man  bilde  daranfhin  aus  dem  particuiaren  Integral  <3f|  das  allgememe 
Integral  dritter  Gattung  mit  den  Parametern  i?  ^: 

(4)  ClS 

wo  die  ci  irgendwie  gewahlte  Constante  sind.  Das  Integral  (4)  teilt 
offenbar  mit  Q^  alle  bisher  namnaft  gemachten  Eigenscnaften  dieses 
letzteren  Integrals^  abgeselien  nur  von  dem  einen  Umstande,  dass  die 
Wertdifferenzen  des  Integrals  (4)  Fangs  a*,  &£  nicnt  mehr  ausschliess- 
licb.  imaginare  Werte  zu  naben  branchen.  Wie  in  I  p.  531  bei  den  In- 
tegralen zweiter  Gattung  werden  wir  jetzt  die  constanten  Ooefficienten 
d  in  (4)  so  auswahlen,  dass  die  Wertdifferenzen  des  Integrates  (4) 
langs  aller  p  Linien  ai  mit  Null  identisch  sind.  Das  so  gewonnene 
Integral  werde  durch: 


bezeiclinet  und  heisse  fortan  das  Normalmtegral  dritter  Gattung  mit 
den  Parametern  i,  ^;  wie  man  leielit  bemerkt,  ist  dasselbe  durch  das 
gezogene  kanonische  Querschnittsystem,  sowie  ubrigens  durcn  seine 
Parameter  |;  ^  eindentig  bestimmt. 

Nebenner  bemerken  wir  gleich.  noch;  wie  sich.  die  Integrate  zweiter 
Gattung  Her  anscbliessen.  In  der  That  erhalten  wir  das  Integral 
ZflJ  im  Sinne  der  in  I  p.  531  gebrauchten  Bezeichnung  jetzt  ganz  ein- 
fach  darch  Differentiation  von  Q^\  nach  |7  und  insbesondere  liefert 
TTf^  bei  diesem  Ubergange  das  Normalintegral  zweiter  Gattung;  wir 


*)  Es  ist  hier  an  der  in  I  getroffenen  Terabredung  festgehalten,  dass  Tangs 
des  einzelnen  Sckaittes  die  Wertdifferenz  durch  einen  Wert  der  Function  auf  der 
reckten  Seite,  vermindert  um  den  Wert  im  gegenuberliegenden  Punkte  des  linken 
Ufers  gegeben  sein  soil. 
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kommen  bei  Gelegenheit  auf  diese  Ableitung  der  Integrale  zwelter 
Gattung  noelimals  zuriick*). 

§  2.  Perioden  des  Normalintegrals  TTf  ^.  Satz  von  der  Vertauscfrbarkeit 

von  Parameter  und  Argument  bei  TTf^- 

Die  Period  en  des  Normalintegrals  TTfiJ  auf  der  Flache  Fn  sind 
z.  T.  bereits  iin  vorigen  Paragraphen  bestinimt  worden.  In  der  That 
hat  langs  der  Linie  I  das  Normalintegral  dieselbe  Wertdifferenz  wie 
jedes  andere  Integral  Q^,  namlich  —  2irt._  An  den  p  Schnitten  a4* 
findet  eine  von  Null  verschiedene  Wertdiffereuz  fiir  TTfif  nicht  statfc; 
eben  dies  war  die  Definition  nnseres  Normalintegrals.  Es  bleiben  hier- 
nach  nur  noch  die  p  Linien  J*. 

Sei  nun  langs  der  einzelnen  Linie  bk  die  Wertdifferenz  von  TT|f; 
durch  r*  bezeiehnet,  so  berechnen  wir  die  Werte  tk  durch  genau  die- 
selbe Uberlegung  wie  seinerzeit  die  Perioden  der  Integrale  zweiter 
Gattung  in  I  p.  531,  Wir  bilden  nns  das  Integral: 

(i)  fn^dj, 

und  leiten  dasselbe  zuvorderst  im  positiven  Sinne  tiber  die  gesehlossene 
Berandung  der  durch  a$;  6^  d  zerschnittenen  Flache  Fn.  Dank  des 
einfachen  Yerhaltens  der  Normalintegrale  jk  (cf.  I  p.  530)  gewinnen 
wir  durch  leichte  Zwischenbetrachtung  als  Wert  des  fraglichen  Inte- 
grals einfach  die  eben  gemeinte  Wertdifferenz  —  VK  von  TTffJ.  Nun 
aber  diirfen  wir  die  fur  (1)  vorgeschriebene  Integrationsbahn  unbe- 
schadet  des  Integralwertes  —  T*  auf  eine  gesehlossene  Linie  L  zu- 
sammenziehen,  welche  den  Schnitt  I  allenthalben  eng  umschliesst;  und 
als  Wert  des  Integrals  (1)?  erstreekt  tiber  diese  Linie  L,  findet  sich 
leicht  —  2ixjkn*  Formulieren  wir  demgemass  das  Eesultat:  Die 
Perioden  des  Normalintegrals  TTf  5J  sind  gegeben  durch  das  Schema: 

(2)  —  2fac  |  0,  0,  .  .  .,  0  |  2ixji\  .  .  .,  2ixff  \  , 

wo  jk  die  Normalintegrale  erster  "G-aUung  sind.  Der  Sinn  der  Anord- 
nung  (2)  ist  wohl  ohne  weiteres  verstandlich. 

Ein  viel  benutzter  Satz  ist  der  xiber  die  VertimscKbwrkeit  von  Para- 
meter und  Argument  lei  den  Normalintegralen  dritt&r  GaUung  TTf^: 

(3)  n!^  =  n!^. 


*)  Man  vergL  ubrigens  zu  den  Entwicklungen  des  yorllegenden  und  der 
nachsbfolgenden  Paragraphen  Eiemann's  Abhandlung  ,,Theorie  der  Abd'schen 
Functioned  y  Crelle's  Journ.  Ed.  54  (1857),  sowie  ClebscJi-Gordan,  Theorie  der 
AbeVschen  Functionm,  Leipzig  (1866). 
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Um  die  Gleichung  (3)  zu  beweisen,  bilde  man  die  beiden  tmbe- 
stimmten  Integrale  Tf;n,  T\xy  nnd  denke  jetzt  auei.  die  Stellen  y,  x 
duren  eine  Linie  1  verbunden,  welehe  weder  ai}  ~b^  d  noch  I  iiberkrenzt, 
Man  leite  nuninehr  das  Integral 

(4)  jTJ^dTlxy 

fiber  den  Rand  der  durcL  ai?  tf,  d  zerschnittenen  Plaehe  und  lese  aus 
(2)  dureli  gewolinte  Uberlegung  leicht  ab?  dass  man  solchergestalt  den 
Wert  Null  far  (4)  erhalt.  Nun  lasst  sicb.  aber  die  durchlaufene  Babn 
auf  zwei  Linien  zusammenziehen,  deren  eine  die  yorhin  schon  ge- 
brauebte  Linie  L  ist,  wahrend  die  andere  Linie;  A;  in  entsprechender 
Weise  den  Schnitt  A  eng  nmscbliesst.  Passen  wir  zusaininen7  so  er- 
giebt  sich  aus  der  bisherigen  Uberlegung  die  Identitiit: 

(5)  /nf,  dnx,  +  /HI  ,  dn,9  -  o. 


Das  zweite  unter  den  Integralen  der  Gleicbung  (5)  ist  jetzt  einer 
einfachen  Umgestaltung  zu  unterziehen.    Ofienbar  ist  namlich: 


aber  andrerseits  ist  identiseh: 
und  also  folgt: 


Grestalten  wir  daraufhin  die  Gleichung  (5)  in  die  folgende  um: 
(6)  H|,^n^ 


so  folgt  nun  Gleichung  (3)  ganz  einfach  dadureb,  dass  wir  in  (6) 
die  Integration  recliter  und  linker  Hand  in  gewohnter  Weise  aus- 
fuhren. 

Bei  dieser  Saenlage  wird  es  die  naturgemasse  Auffassung  sein; 
wenn  wir  das  Integral  TT||  nicht  als  Function  yon  x  allein,  sondern 
vielmehr  als  Function  der  beiden  unaWidngig  wranderlichen  Stellen  x 
x  und  i  der  Flaclie  anseben  oder;  wenn  man  so  will,  sogar  als  Function 
der  vier  Stellen  x,  y,  |;  ^.  Dieser  Auffassung  werden  wir  insbesondere 
dann  gereoht  werden  mussen?  wenn  wir  aus  TffJ  ein  allgenieines  Integral 
Qll  herstellen  wollen.  Hier  werden  wir  an  Stelle  der  vorlaufigen 
Grleicliung  (5)  §  1  die  genauere: 

(7)  ^-mj 
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setzen  mtissen,  wo  jetzt  rechter  Hand  eine  Ulineare  Combination  der 
Mden  Grossenreihen  j\n,  jly  Hnzugesetzt  ist.  Das  solcliergestalt  aufge- 
batite  allgemeine  Integral  (7)  sehliesst  also  noch  j>2  willkflrliche  Con- 
stante  CM  ein.  Soil  insbesondere  das  In  (7)  geblldete  Integral  Ver- 
tausehbarkeit  yon  Parameter  und  Argument  gestatten,  wie  TT|^?  so 
ist  dazu  die  Bedingung  cik  =  CM,  wie  man  leicht  sielit,  hinreiehend 
und  notwendig. 

§  3,     Das  Abel'sche  Theorem,  insbesondere  fur  die  Integrale  erster 

und  dritter  G-atfrung. 

Der  welter  folgenden  Entwicklungen  halber  mlissen  wir  aueh  auf 
das  Abel'sclie  Theorem  fur  unsere  Integrale  zu  spreclien  kommen*). 

Es  selen  x19  x%,  ...  xm  nnd  y19  y^  ...  ym  zwel  im  Sinne  YOU  I 
p.  562  mit  einander  aquivalente  Systeme  zu  je  m  Punkten  unserer 
Flache  Fn,  und  es  liege  in  w  eine  m-wertige  algebraische  Function 
des  Gebildes  vor?  welohe  in  den  m  Punkten  y  iibereinstimmend  den 
Wert  w0  annehme^  wahrend  sie  in  den  m  Punkten  x  den  Wert  w^  be- 
sitzt.  Durcli  w  wird  die  Fn  auf  eine  Flache  Fm  abgebildet?  in  welcter 
die  m  Stellen  y  gerade  uber  einander  zu  liegen  kommen  und  desgleichen 
auch  die  m  Stellen  0.  Wir  wollen  jetzt  eine  bestimmte  Zuordnung 
zwischen  den  m  Stellen  y  und  den  Stellen  x  verabreden,  und  zwar  in  der 
folgenden  Weise:  Von  y1  aus  mogen  wir  zu  einer  Stelle  x  —  eben  der- 
jenigen?  welche  wir  nun  x±  nenneif  —  in  der  iiber  der  Ebene  w  ge- 
legenen  FlacKe  Fm  eine  Batn  zielien;  welche  alle  diejenigen  Werte  w 
ineiden  soil,  bei  den  en  Verzweigungen  der  Flache  Fm  eintreten.  Ziehen 
wir  dann  von  irgend  einem  anderen  Punkte  y^  aus  im  fcten  Blatte  der 
Fm  wieder  genau  dieselbe  Bahn7  so  wird  diese  durcli  keinen  Verzwei- 
gungspunkt  der  Fm  Mndureklaufen  and  wird  demgemass  in  einem 
eindeuiig  bestimmten  Punkte  x  endigen^,  den  wir  nun  &%  nennen.  Indem 
wir  zur  ursprunglichen  Flaclie  Fn  iiber  der  0-  Ebene  zurtickkeliren? 
werden  wir  die  gezeichneten  m  Balinen  Yon  y1  nacb.  xl?  von  y%  nach 
%  u.  s.  w.  mit  ubertragen  denken;  eben  hierdurch  ist  dann  die  ein- 
deutige  Zuordnung  unserer  beiden  Punktreiiien  y  und  x  festgelegt,  die 
wir  verabreden  wollten.  Dass  die  beschriebene  Zuordnung  tibrigens 
in  mekrfaclier  Weise  getroffen  werden  kann,  ist  leicht  evident;  in- 


*)  Man  vergl.  die  AbeTsche  Originalarbeit  ,,Hemoire  sur  une  propriete  ge- 
nerale  d'une  classe  tres-etendue  de  fonctions  transcendantes?',  pr^sent^  a  Tacad^mie 
des  sciences  de  Paris  (1826),  p.  145  der  neuen  Ausgabe  Ton  Abel's  Werken.  Wegen 
des  im  Teste  eingehaltenen  Verfakrens  sehe  man  Riemann's  scnon  genannte  Ab- 
handhmg  iiber  AbeFsche  Punctionen  Abteilnng  I,  Art.  14. 

Klein-Fxicko,  Modnlfunctionen.  II.  3  1 
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zwischen  diirfen  wir  dieselbe  welterMn  belieblg  particular  ausgewahlt 
denken. 

Sei  jetzt  J  irgend  ein  Integral   unseres   Gebildes,   so  wolien  wir 
die  folgende  Siimme  TOE  m  Integralen: 


betrachten,  wo  die  Integrations  balm  en  die  m  soeben  in  der  Fn  fest- 
orelegten  Linien  sind.  Das  JbeTsche  Theorem  bebauptet  dann;  dass  sich 
die  Integralsttmme  (1)  m  w  leg.  in  w0  und  wt  durcli  eine  rationale 
Function  imd  den  Logariihmus  einer  solchen  ausdrilcken  lasst 

Urn  seiches  zu  zeigen,  zielien  wir  wieder  die  Flache  Fm  iiber 
der  w;-lbene  beran  und  schreiben  die  Integralsumme  (1)  dement- 
sprecliend  urn  in: 


Dabei  ist  unter  (7-.)    der  Wert  der  Ableikmg  von  J"  nach  w  im  7»;t6n 
\d  w/  k 

Blatte  der  Fm  oder  (besser  gesagt)  auf  der  Babn  von  y*  nach  xk  ver- 
standen.  Die  in  (2)  reciter  Hand  xmter  dem  Integralzeiehen  stehende 
Summe  ist  nun  offenbar  mit  einer  rationalen  Function  r(w)  identisch, 

so  dass  wir  von  (2)  ans: 


(3) 

A=i  ilk  u'o 

erhalten.     Durch  unbestiminte  Integration  folgt  in  bekannter  Weise: 
Jr(w)dw  =  const.  +  R>i(w)  +  log  R%(tv), 

wo  RI  nnd  B2  zwei  gewisse  rationale  Funetionen  von  w  vorstellen; 
aus  (3)  ergiebt  sich  demgeinass: 


und  hierinit  ist  in  der  That  die  Behauptung  des  AbePschen  Theorems 
bewiesen. 

Wir  specificieren  jetzt  die  Forinel  (4)  erstlich  ftir  die  uberall  end- 
licfien  Integrate  der  Flache  Fn.  In  diesem  Falle  wird  die  linke  Seite 
von  (4)  bei  einmal  gegebenen  y^  fiir  Jceine  Auswahl  des  aquivalenten 
Punktsystems  x%  unendlich  werden  konnen,  und  es  wird  also  auch  die 
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rechte  Seite  von  (4)  fur  heinen  Wert  von  wl  unendlich  werden  diirfen. 
Eben  dieserlialb  sind  die  R^iv),  R2(w)  mit  Constanten  identisch,  so 
dass  die  Integralsumme  (4)  emeu  Wert  hat,  der  unabh'angig  von  der 
Auswahl  des  zu  den  y  aquivalenten  Punktsystems  cler  x  ist.  Aber 
dieser  Wert  der  Integralsuinme  (4)  muss  direct  mit  Null  identisch 
sein;  denn  er  verschwindet?  wenn  wir  samtliche  Xk  mit  ihren  zugeord- 
neten  Punkten  yk  bez.  identisch  nehmen  und  die  Verbindungsbahnen 
verscliwinden  lassen.  Als  Ausdruck  des  Abel'schen  Theorems  fur  irgend 
ein  Integral  erster  Gattung  j  wiser  es  G-ebildes  Jiaben  wir  somit: 

in 

(5)  J>Y^==0. 

lc  =  l 

Bei  den  Integralen  dritter  Gattong?  zu  welchen  wir  jetzt  iiber- 
gehen?  betrachten  wir  nur  den  (spaterhin  allein  zu  gebrauclienden) 
Specialfall?  dass  w  mit  unserer  anfanglieh  ansgewahlten  w-wertigen 
Function  $  selbst  identisch  ist.  Dann  also  ist  m  =  n  und  die  n 
Stellen  x%  liegen  ebenso  wie  die  n  Stellen  yk  in  der  Fn  liber  einander. 
Ist  QgtJ  ein  irgend  wie  particular  gewahltes  Integral  dritter  Gattung  mit 
den  fest  gegebenen  Parainetern  |;  ^,  so  wird  die  nach  Vorschrift  von 
(4)  gebildete  Integralsumme 

(6) 

auf  Fn  jedenfalls  nur  logarithniische  Unstetigkeitspunkte  aufweisen 
konnen.  Unendlichwerden  kann  tiberdies  nur  eintreten,  falls  eine  der 
Stellen  %%,  y^  nach  §  oder  ^  ruckt.  Aber  aus  dein  in  §  1  angegebenen 
Verhalten  von  Q  in  der  Umgebung  der  Punkte  |  und  ^  ailf  Fn  ist 
dann  leicht  ersichtlich?  dass  der  Ausdruck  der  Integralsumme  (6)  der 
naehfolgende  sein  muss: 


und  hiermit  haben  wir  unter  Yoraussetzung  unserer  speciellen  Grenzen 
das  Abel'sche  Theorem  fur  den  Special  fall  der  Integrale  dritter  Gattung 
vor  uns.  Dass  in  der  That  auf  der  rechten  Seite  von  (7)  nicht  noch 
eine  additive  Oonstante  hinzutritt?  sieht  man  durch  Substitution  der 
Specialwerte  y^  =  x^,  wobei  wir  naturlich  wieder  die  Integrations- 
bahnen  auf  Null  zusammenziehenj  dann  namlich  bietet  Form  el  (7) 
links  und  rechts  ubereinstimmend  den  Wert  Null  dar. 

Fur  die  Integrale  zweiter  Gattung  konnen  wir  zufolge  der  Schluss- 
bemerkung   in  §  1    aus   (7)    durch    Differentiation   nach   g   eine   ent- 

31  i: 
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sprechende  Gleichung   ableiten*,   doch  gehen  wir  an  der  vorliegenden 
Stelle  darauf  nicht  mehr  besonders  em. 

§  4.     Grnndlagen  der  formentlieoretiselien  BetraoMtingsweise. 

HIstorisoh.es. 

Nach  den  Entwieklungen  der  vorangegaugenen  Paragraphen  gehen 
wir  nunmehr  zu  imserer  eigentlichen  neueii  Aufgabe  fiber ,  nam- 
lieh  zur  formentheoretiscJien  Darstellungsweise  unseres  algebraischen 
Gebildes.  Es  bieten  sich  hier  verschiedene  Ansatze,  nnd  wir  kniipfen 
etwa  zuvorderst  an  die  Riemann'schen  Flachen  F^  welehe  der  Modul- 
theorie  entspringen.  Piir  diese  Flachen  haben  wir  ja  in  den  Modul- 
formen  und  in  den  sie  betreffenden  Eeehnnngsregeln  seit  lange  einen 
durchgebildeten  fornientheoretischen  Apparat  im  Gebrauch  gehabt. 
Dabei  waren  CDI  und  o2  die  unabhangigen  Variabelen;  aber  es  war 
zumal  in  den  letztvoraufgehenden  Kapiteln  durchaus  die  herrschende 
AnschaunBg7  dass  wir  die  Modulfornien  als  auf  den  gescMossenen  Flachen 
exisMerende  Grossen  ansahen.  Imnierhin  bemerke  man?  dass  die  F^  doch 
nur  particulare  Rieraann'sehe  Plaehen  sind,  wahrend  wix  hier  eine  for 
alle  algebraischen  Gebilde  gleichniassig  gtiltige  Pornientheorie  an- 
streben  mtissen. 

Urn  in  diesem  Sinne  allgemeinere  Ansatze  211  erhalten;  gehen  wir 
anf  die  in  I  p.  559  ff.  entwickelten  Grandsatze  zuriick.  Wir  bezogen 
dort  die  Biemamfsehe  Plache  eindeutig  anf  eine  Curve  Cm  mter  Ord- 
nung  im  Eauni  Ev  von  v  Dimensionen  (a/  ^  1)  nnd  fiihrten  zu  diesem 
Zwecke  a.  a.  0.  auch  bereits  das  Hiilfsniittel  der  Jwmogenen  Coordinates 
^0,  %,...,  afif  ein.  Dieser  letztere  Schritt  —  die  Einfuhrung  der  ho~ 
mogenen  Coordinaten  —  soil  uns  jetzt  ganz  allgemein  die  Grundlage 
der  fornientheoretischen  Betrachtung  liefern:  Statt  die  G-rossen  unseres 
algebraischen  GeUldes  durch  die  WQ,  wl9 . . .,  wv-i  dar&ustellen,  vermoge 
deren  wir  anfanglich  die  Cm  einfuhrten,  betrachten  wir  sie  jet#t  als  lio- 
mogene  Functioned  nullter  Dimension  in  den  o?0;  ^, . . .,  a?v.  Aber  dann 
ist  es  nur  no'ch  ein  Schritt,  wenn  wir  waiter  auch  eigentliche  Formen 
des  Gebildes  betrachten,  d.  i  homogene  Fimctionen  der  #0?  xl9 . .  .9  xv 
wn  nicht-v&rscliwindevider  Dimension. 

Wie  sich  die  hiermit  begriindete  Betrachtungsweise  ausgestaltet, 
werden  wir  weiterhin  wenigstens  in  einigen  Fallen  zu  untersuchen 
Baben;  zunachst  nur  folgende  vorlaufige  Mitteilungen: 

Der  Fall  V  =  2;  d.  i.  derjenige  einer  ebenen  Curve  Cm  hat  bereits 
vor  langerer  Zeit  die  ausfuhrlichste  Untersuchung  gefunden  und  ist 
auch  neuerdings  wiederholt  in  Betracht  gezogen.  Die  Behandlung  der 
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AbeFschen  Functionen^  wie  sie  von  Clebsch  und  Gordan  geliefert 
wurde*);  ist  gerade  auf  dleser  Grundlage  aufgebaut?  und  man  ver- 
gleiche  wegen  der  Fortentwicklung  dieser  Eielitung  narnentlieh  auch 
die  Vorlesungen  fiber  Geometrie  von  Olebsch**).  Auch  die  in  Bd.  I 
1  e.  oft  genannten  Arbeiten  von  Brill  und  Nother  legen  fast  durch- 
weg  die  ebenen  Curven  Cm  der  Betrachtung  zu  Grunde;  und  nur  ganz 
vorubergehend  wird  gelegentlich  (wie  schon  bei  Clebsch)  von  den  C,it 
des  Eaumes  JB3  von  drei  Dimensionen  gehandelt. 

Fur  hohere  Zahlwerte  des  v  ist  bislang  in  dem  Her  in  Betracht 
kommenden  Sinne  wohl  nur  dlejenige  Curve  ausfubrliclier  benutzt 
worden,  welche  wir  in  I  p.  569  als  ,9Normalcurve  der  (pl{  benannten. 
Wir  haben  in  diesem  Betracht  die  Abhandlung  von  Weber?  fiber 
gewisse  in  der  Theorie  der  AbeVsclien  Functionen  auftretende  Ausndhme- 
falle***},  sowie  diejenige  von  Nother?  Vb&r  die  invariants  Darstellung 
algebraischer  FuneKonenf),  zu  nennen.  Spaterhin  wurden  dureh  Klein 
in  der  bereits  wiederholt  genannten  Abhandlung  ^Zwr  Tlieorie  der 
Abel'sdien  Ftwetion&nf*  f f)  die  dort  entwickelten  allgemeinen  formen- 
theoretiscben  Ansatze  aufs  engste  an  die  Normalcurve  der  9  ange- 
scblossen. 

Jetzt  aber  wolle  man  sicli  erinnern?  dass  wir  v  =  2  gar  nicht 
als  den  niedersten  fiir  uns  in  Betracht  kommenden  Fall  anzuselien 
haben  (cf.  I  p.  558).  Dieser  ist  vielniehr  durch  v  =  1  gegeben,  und 
damit  kommen  wir  auf  die  gewohnte  Gestalt  der  Eieinann?sclien  Tlieorie 
zuruck,  wie  sie  auf  die  Betrachtung  einer  inelirblattrigen  Flache  fiber 
der  Ebene  einer  zugehSrigen  algebraischen  Function  &  gegrundet  wird, 
Hier  Hndert  uns  dann  nichts,  statt  0  =  ^  :  ^2  die  honiogenen  Varia- 
belen  ^  und  %  zu  gebraucben  und  auf  sie  die  Darstellung  der  iibrigen 
Grossen  des  Gebildes  zu  grunden,  insbesondere  aucb.  solelier  homogener 
Functionen  der  £17  %,  deren  Dimension  nicht  Null  ist.  Wir  werden 
dabei  nur  der  allgemeinen  Anschauungsweise  der  homogenen  Goordi- 
naten  xQ9...  getreu  bleiben;  wenn  wir  fur  die  g19  %  vorschreiben, 
dass  sie  tveder  unendlich  werden  noeJi  fsugleich  verscludnden  sollen;  an 
dieser  Bestimmung  aber  soil  in  der  That  fur  die  Folge  festgehalten  werden. 

Die  auf  die  ^,  ^  gegrundete  Pormentheorie  wollen  wir  nun  in 
den  nachstfolgenden  Paragraphen  ausflihrlicher  behandeln,  und  es  soil 


*)  In  ihrem  schon  genannten  Werke  »Theorie  d&r  AM'schen  Fwnctionen", 
Leipzig,  1866. 

**)  Bearbeitet  und  herausgegeben  von  Lindemann,  Bd.  I,  Leipzig  1876. 
***)  Mathem.  Ann.  Bd.  13  (1878). 
f)  Mathem.  Ann.  Bd.  17  (1880), 
ff)  Mathem.  Ann.  Bd.  36  (1889), 
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dabei  iiber  die  Auswahl  der  algebraischen  Function  0  keineiiei  be- 
sehrankende  Bestinimung  getroffen  werden.  Die  auf  0ly  #2  basierten 
formentheoietischen  Entwicklungen  sincl  es  in  erster  Linie  gewesen, 
welche  Hr.  Klein  a.  a.  0.  und  in  einer  Reihe  voraufgehender  Arbeiten 
(die  namentlich  die  hyperelliptischen  Gebilde  betreffen)  durchgebildet 
hat,  Doch  sincl  daselbst  betreffs  der  Auswahl  der  algebraischen 
Function  8  gewisse  Beschrankungen  vorgeschrieben,  und  die  speciellen 
Riernann?schen  Flachen,  welche  solchergestalt  zu  Stande  konimen,  fan- 
den  den  Namen  der  ^kanonisehen^  Kiemann'schen  Flachen*).  Inzwischen 
hat  es  fiir  die  folgende  Darstellung  keinen  Zweek,  an  der  Merin  lie- 
genden  Einsehrankung  betreffend  die  Auswabl  des  &  festzuhalten**); 
wir  werden  vielmehr  unter  s  =  #t :  ^2  eine  ganz  beliebige  algebraische 
Function  der  Flacte  verstehen.  Es  ist  dies  der  Standpunkt,  welcten 
Hr.  Hensel  in  Bd.  109  des  Journals  fur  Mathematik***),  sowie  die 
Vorlesung  von  Klein  iiber  ??Riemann?sclie  Flachen"  aus  dem  Winter- 
semester  1891/92  vertritt.  Die  enge  Beziehung  dieses  Standpunktes 
zu  den  Arbeiten  von  Kronecker,  bez.  der  Herren  Dedekind  und 
Weber  wird  sogleich  liervortreten.  Bei  dieser  Besprechung  bleibt 
zunachst  iiberall  die  zu  8  gehorende  Eiemann?sclie  Flaelie  Fn  das  eigent- 
liche  Fundament  unserer  Uberlegung. 

Wie  sich  ubrigens  die  am  Anfang  des  vorliegenden  Paragraphen 
berlilarte  Theorie  der  Modulformen  der  Hermit  besprochenen  allgemeineu 
auf  #u  52  gegriindeten  Formentheorie  anschliesst;  werden  wir  bei  einer 
spateren  Gelegenteit  (zu  Beginn  des  flbernaehsten  Kapitels)  noch  kurz 
zu  betrachten  haben, 

§  5.    "Von  den  algetoaisclie}!  Formen,  insbesondere  den  ganzen 
algebraisclien  Gormen  Gr(0i90^  der  JPlfiche  Fn* 

Ist  ID  irgend  eine  algebraische  Function  nnseres  Gebildes?  so 
werden  wir  w*zl  als  eine  zur  FldcJie  Fn  gehorende  algebraische  Form 
der  Dimension  v  benennen,  wobei  v  irgend  eine  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  sein  soil.  Falls  nicht  gerade  v  =  0  ist;  existiert  die 
Form  t0'#2  nattirlich  zunachst  nur  auf  unserer  particular  gewahlten 
Flache  Fn)  sowie  auf  jeder  Flache,  die  aus  Fn  durch  lineare  Trans- 
formation der  &  hervorgeht  (insofern  wir  diese  durch  eine  homogene 


*)  Man  sehe  die  welter  unten  (§  7)  gegebenen  bezuglichen  Bemerkungen. 
$*}  Fiir  die  Einsclirankung  massgebend  ist  namlich  die  Bezugnahme  auf  die 
Normalcurve  der  %  welche  1m  Folgenden  zuracktritt. 

***)  Theorie  der  algebraischen  Fnnctionen  einer  Vertinderlichen  und  der  alge- 
braischen  Integrate  (1891). 
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lineare  Transformation  der  ^13  #2  ersetzt  denken  konnen);  dagegen 
existieren  unsere  Formen  noch  keineswegs  auf  elner  Flache  Pm}  welehe 
aus  Fn  durch  hohere  Transformation  entsteht.  Man  wolie  liieran  fest- 
halten,  urn  die  Tragweite  unserer  formentheoretischen  Betrachtungen 
von  vornlierein  richtig  zu  bemessen. 

Der  Einfachheit  halber  denken  wir  die  Anordnung  so  getroffen, 
dass  bei  0%  =  0  d.  i.  bei  8  =  oo  kein  Verzweigungspunkt  der  Flache 
Fn  gelegen  ist,  was  ja  notigenfalls  durch  lineare  Transformation  des 
£  leicht  erreichbar  ist.  Dann  ist  uninittelbar  evident,  dass  die  ,,Form" 
#2  der  Flache  Fn  auf  derselben  insgesamt  n  einfache  Nullpunkte  hat5 
und  man  folgert  daraus  ohne  weiteres  den  allgemeinen  Satz:  Filr 
erne  $ur  Flache  gehorende  algebraiscfie  Form  vlQ*  Dimension  ubeririffi 
die  Gesamt0ahl  einfaclier  Nullpunkte  auf  Fn  uni  den  Betrag  nv  die  Ge- 
samtgalil  einfaclier  Unstetig'keitspun'kte* 

Diejenigen  nnter  unseren  Formen,  welche  uberhaupt  nicht  nnend- 
lich  werden?  bezeichnen  wir  jetzt  als  game  algebraisclie  Formen  der 
Flaclie  Fn.  Infolge  des  eben  abgeleiteten  Satzes  wird  erne  game  alge- 
l)raische  Form  vie*  Dimension  insgesamt  nv  einfache  NiillpunTde  auf  Fn 
besifaen,  einen  Betrag,  den  wir  in  ublicher  Weise  als  Wertigheit  der 
fraglichen  Form  bezeichnen.  Zu  den  ganzen  algebraischen  Formen 
der  Fn  gehoren  insbesondere  die  ganzen  rationalen  homogenen  Ver- 
bindungen  der  0lf  02*,  wir  wollen  diese  Ausdriicke  hinfort  durch  g(s^  z») 
bezeichnen.  Aber  hiermit  sind  die  fraglichen  Forrnen  noch  keineswegs 
erschopfl  Erforderlich  ist  nur?  dass  eine  derartige  Form,  mit  g£"v 
multipliciert,  eine  gan$e  algebraisclie  Function  w  von  0  giebt?  welche 
unserem  Gebilde  angehort,  d.  i,  eine  solche  algebraische  Function  w9 
deren  TJnstetigkeitspunkte  ausschliesslich  auf  die  n  bei  5  —  oc  gelegenen 
Punkte  der  Fn  eingeschrankt  sind.  Solcher  ganger  algebraischer  Ftmc- 
tionen}  die  sich  zurnal  nicht  durch  $  rational  darstellen  lassen  sollen? 
konnen  wir  aber  auf  Grund  des  Riemann-Koeh'schen  Satzes  gleich  be- 
liebig  viele  nachweisen.  Diesem  TJnistande  Rechnung  tragend,  niogen  wir 
die  ganzen  algebraischen  Formen  der  Fn  allgeniein  durch  (?1>U^)  be- 
zeichnen; dabei  soil  die  Dimension  v  in  den  zl9  ^  gelegentlich  als  oberer 
Index  am  6-  yermerkt  werden,  w'ahrend  wir  untere  Indices  zur  Unter- 
scheidung  verschiedener  Formen  unserer  Art  bereit  stellen:  GO'(^I»^ 
&i\*i>  ^)>  * "  ••  Die  9(®n  ***)  gehoren  nattirlich  alle  den  G(^  ^  an? 
aber  sie  stellen  nicht  die  Gesamtheit  der  letzteren  vor*).  Fur  die 
Dimension  v  =  0  haben  wir  natiirlich  nur  die  eine  Form  G^  =  1 


*)  Abgesehen  von  dem  sehr  speciellen  Falle,  dass  wir  mit  einer  eiwblattrigen 
Flache  zu  tihun  haben. 
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oder  etwas   allgeraeiner  Cr(0)  =  const, -?  negative  Diiaensionen  komnien 
flir  die  gan&en  Formen,  wie  man  bernerkt  liaben  wird,  nicht  vor. 

Urn  die  Bedeutung  der  ganzen  Pormen  Gfa,  %)  riclitig  zu  tfber- 
blicken,  wahlen  wir  nnter  den  unserem  Gebilde  angehorenden  ganzen 
algebraischen  Functionen  von  0  eine  einzelne,  w,  aus,  welche  im  Verein 
mit  0  einen  einzelnen  Punkt  der  Flache  Fn  zu  firieren  gestattet.  Die 
Function  w  wird  nur  bei  0  =  oo  unendlich,  und  zwar  moge  der  hochste 
Merselbst  in  einem  einzelnen  Blatte  vorkommende  Unstetigkeitspunkt 
die  Ordnung  v  aufweisen.  Alsdann  wird  w  •  01  eine  ganze  algebraische 
Form  der  Fn.  Nun  ist  nach  Voraussetzung  jede  algebraische  Function 
des  Gebildes  als  rationale  Function  B(w9  0)  von  w  und  0  darstellbar. 
Indem  man  aber  E(w,  0)  in  Zahler  und  Nenner  spaltet,  die  in  w  und 
0  ganz  sind,  nnd  indem  man  hernach  oben  und  unten  mit  einer  geeig- 
neten  Potenz  von  02  multipliciert,  ist  evident,  dass  jede  algebraische 
Function  des  Gebildes  und  demnacli  aucli  jede  algebraische  Form  der 
Flacke  Fn  als  Quotient  $weier  ganger  Formen  G-(0lf0^)  darstellbar  ist. 
Mit  den  (?(>1?£2)  beherrschen  wir  also  das  Gesamtgebiet  der  alge- 
braiscken  Formen  unserer  Fn. 

Dass  iibrigens,  wie  beliauptet^  unsere  eigentlich.  formentkeoretisclien 
IJberlegungen  durchans  der  particularen  Plache  Fn  anhaften^  wird  man 
zwischendurch  bereits  bemerkt  liaben.  So  ist  z.  B.  die  Wertigkeit 
unserer  ganzen  Formen  G(01>0^  stets  ein  Multiplum  von  n,  nnd  n 
bedeutet  doch  die  Blatteranzalil  der  zu  Grunde  liegenden  Eiemann^sclien 
Flache.  Ist  Fm  eine  andere  Flache  unseres  Gebildes ;  erriehtet  iiber 
der  /-Ebene,  so  konnte  man  freilich  durcli  Abanderung  der  p.  485 
getroffenen  Festsetzungen  iiber  die  Variabilitat  der  ^15%  oder  der 
/i,  0%  der  anderen  Flache  den  Connex  zwisehen  den  beiden  Formen 
theorien  der  Plachen  Fn  nnd  Fm  ohne  besondere  Miihe  herstell^en, 
Indessen  liegen  derlei  Betrachtungen  gar  nicht  in  der  Absicht, 
welche  man  bei  der  Einfuhrung  der  Formentheorie  uberhaupt  be- 
zweckt;  dieselben  sollen  demgemass  auch  hier  ganz  ausser  Betracht 
bleiben. 

Bei  der  eingetenderen  Untersuchung  der  ganzen  Formen  G(01}  %) 
wird  vor  allem  die  Frage  aufzuwerfen  sein?  wieviel  linear-unaWiangige 
Formen  G(019  %)  %ei  der  einzelnen  Dimension  v  cwffoeten.  Dass  bei 
v  =  0  nur  die  eine  Form  G^  =  const,  auftritt,  wurde  vorhin  bereits 
bemerkt.  Fur  v  >  0  aber  ergiebt  der  Riemann-Roefa/sehe  Satz  das 
nachfolgende  Eesultat:  Es  giebt  auf  der  Flache  Fn  genau; 

(1)  nv  — p  +  v  +  1 

linear-unabMngic/e  game  algebraische  Formen  G^(0l}0^)  der  ^ten  Dimen- 
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sion;  dabei  bedeutet  t  die  G-esamtzalil  linear-unabMngiger  ;;Formen"  <p*\ 

welehe  in  den  n  bei  #%  =  0  fiber  einander  liegenden  Punkten  der  Fn 
je  im  Grade  v  versctrwinden.  In  der  That  ist  ja  der  Quotient  Yon 
^(l)(^i?%)  un(i  %z  eine  algebraische  Function  der  Flaclie,  welcte  in 
den  n  Punkten  #2  =  0  der  Flache  je  in  Ordnungen  <;  v  unendlich 
wird,  sonst  aber  endlich  bleibt.  Die  Mannigfaltigkeit  dieser  Func- 
tionen ist  aber  zufolge  des  Riemann-Roeh'sehen  Satzes  gerade  durch 
die  Anzahl  (1)  gegeben. 

Fiir  die  Darstellung  aller  ganzen  algebraischen  Formen  6r(^1?^2) 
unserer  Flache  durch  einige  unter  ihnen  liefert  nun  die  Arbeit  ?on 
Dedekind  und  Weber?  TJieorie  der  algebraisclien  Functional  einer 
Veranderliclien***),  selir  wicttige  Principien;  und  andrerseits  berfihren 
wir  uns  Her  mit  Entwicklungen,  die  in  den  liierher  geliorigen  Arbeiten 
Yon  Kronecker,  Uber  die  Discriminants  algebraischer  Functionen  einer 
Variabeln,  und:  Crrund0ilge  einer  aritlimetisclien  Theorie  der  algebraisciien 
Grrossen***)  eine  durctgreifende  Rolle  spielen.  Die  in  Eede  stehenden 
Gegenstande  kommen  freilich  bei  unseren  ferneren  Untersuchungen 
explicite  niclit  weiter  Yor;  immerliin  aber  werden  wir  bald  analoge 
Uberlegungen  gebrauehen,  und  es  erscheint  daher  zweckmassig,  im 
nachstfolgenden  Paragraphen  mit  einigen  Worten  auf  dieselben  einzu- 
gehen.  Wir  schliessen  uns  dabei  an  die  Terminologie  der  Herren 
Dedekind  und  Weber  an. 


§  6.     Darstellung  aller  ganzen  Formers.  (?(^1?%)  durcli  einige  unter 

ihnen.     Satz  von  der  Minimalbasis. 

Weiterhin  verstehen  wir  unter  den  n  conjtigierten  Werten  einer 
algebraisclien  Function  oder  Form  der  Flache  diejenigen  n  Werte  der- 
selben;  weiche  in  n  iiber  einander  liegenden  Punkten  der  Fn  statt- 
finden.  Sei  alsdann  w  eine  game  algebraiscte  Function  der  Plache, 
welche  definiert  ist  durcli: 
(1)  f(«V)  =  0, 

und  welche  im  Verein  mit  %  den  einzelnen  Punkt  der  Plache  zu  be- 
stimmen  gestattet ;  die  Gleiclrang  (1),  welcte  in  w  vom  n^  Grade  ist, 
wird  alsdann  irreducibel  sein.  Die  n  conjugierten  Werte  YOE  w  seien 
wl9  w^  . . .,  wn\  aus  ihnen  bilde  man  die  Determinants : 


*)  Es  sel  gestattet,  hier  die  Bezeiclmung  der  Formen  9 ,  Welche  wir  ersfc  im 
tibernEclisten  Paragraphen  einfuhren,  vorwegzunelxmeiL 
**)  Crelle's  Journ.  Bd.  92  (datiert  1880). 
***)ACreUe's  Journ.  Bd.  91  (1881)  und  Bd.  92  (1881). 
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deren  Quadrat  die  Discriminants  A  der  Gleichung  (1)  ist.  Da  diese 
Gleichung  irreducibel  ist,  so  liaben  wir  in  A  eine  nieht  identisch  ver- 
schwindende  rationale  ganze  Function  von  0. 

Sei  jetzt  w'  irgend  eine  andere  algebraische  Function  der  Flaehe, 
deren   conjugierte   Werte  wir    wieder  ivl,...,w'n   nennen.     Es    gelten 

dann  die  n  Gleichungen: 

f    j      ^  /  jt  i 

(3) 


^wi  +  i^-1^  -I  -----  h  «e7B«-1^  ==  n4(^)  - 

Man  bernerke  zum  Beweise  dieser  Gleielmngen,  dass  linker  Hand  stets 
eine  symmetrisclie  Verbinduug  yon  n  conjugierten  Werten  gebildet 
ist;  eine  solcbe  ist  aber  in  »  iinmer  rational.  Durch  Auflosung  des 
Gleictungssystems  (3)  nacli  ^i,  .  .  .  ergiebt  ^ich  nun  leicht:  Jede  edge- 
braische  Function  tvr  der  Fldclie  Idsst  sich  in  $er  Gestalt: 

(4)  wf  =-  r0  (s)  +  r,  (*).«,  +  ...  +  rn-i  (?)  •  zr»~l 

darstellen,  wo  die  r(&)  rationale  Functioned  von  &  sind*}.  Dabei  Ist 
diese  Darstellimg  Ton  ^v'  zufolge  der  Irreducibilitat  von  (1)  mir  in 
einer  eimigen  Weise  2u  leisten. 

Unter  v  verstehen  wir  jetzt  die  kleinste  positive  Zahl,  fiir  welclie 
tV'Z,/  eine  ganse  Form  der  Fn  wird;  diese  Form  w*gsv  heisse  (?(^1?  %). 
Indein  man  hieranf  in  (2)  rechts  und  links  eine  geeignete  Potenz  von 
,rs  als  Factor  liinzusetzt,  entspriDgt  leicht  der  Satz:  Jede  algebraische 
Form  und  also  insbesondere  jede  game  algebraiscJie  Form  der  Fn  Idsst 
sicfi  auf  eine  ein&ige  Weise  in  der  Gestalt: 


if  too  die  r  rationale  Jwmogene  VerUnduwgen  der  &ly  &%  sind.  Wir 
benennen  in  dieseni  Sinne  die  n  Formen  1,  Gr,  G~,  .  .  .,  (?w~™1  als  eine 
Basis  fur  die  algebraiscben  Formen  der  Fn  nnd  bezeichnen  diese 
Basis  symbolisch  durch  [1,  (?,  G\  .  .  .;  G71"1]. 

Den  Bierrnit  gewonnenen  Begriff  der  Basis  fassen  wir  gleicL.  noch 
etwas  allgemeiner.  In  der  That  wahlen  wir  nnter  den  ganzten  Formen 
(5)  beliebige  n  aus;  jedoch  so;  dass  die  n-gliedrige  Determinante  der 


* 


*)  Jedoch  stnd  mit  den  r(#)  in  (4)  keineswegs  dieselben  Ftmctionen  geineint 
wle  im  Grleichungssystem  (3). 
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dabei   zur    Geltung   komnienden   n2  Formen   r(si902)  nicht   mit   Null 

identisch  1st.  Unter  dieser  Bedmgung  lassen  sick  offenlar  in  den  avts- 
gewahtien  Formen  G1?  G2, .  . .,  G/t  alls  itbrigen  Formen  der  Fn  toieder 
in  der  charaJcteristiscJien  Gestalt; 

(6)  rjfo,  *8)  .  Ql  +  r^fa,  *3)  •  ff s  H +  ^fo,  *2)  •  #» 

darstellen;  wir  haben  also  auoh.  in  [fly,  £?2, .  . .,  (?wj  eine  JBasw  ftir  die 

Formen  der  Fn. 

Sind  die  n  conjugierten  Werte  cler  Gk  fur  den  Augenblick  mit 
Hiilfe  doppelter  Indices  durch  G^1?  G-k^? . . .,  {?A|,t  bezeiclinet?  so  bilde 
man  die  Determinante: 


und  benenne  deren  Quadrat  als  Discriminante  A  (#!,,..,  t/;i)  Ar 
JSa5f5  [ffly  . .  .,  (rj;  dieselbe  ist,  wie  man  aits  der  bisherigen  Entwick- 
lung  leicht  entnirarat;  eine  nicht  identiscti  verschwindende  rationale  ganse 
liomogene  Verbindung  der  #1?<%: 

(8)  A  (fft,  <?„.-.,  0.)  =  ^,^, 

die  eine  Dimension  >  0  aufweist 

Behalten  wir  die  Bezeichnung  $(%,%)  fur  die  ganeen  rationalen 
homogenen  Verbindungen  der  %,%  bei,  so  wird,  sofern  wir  gleieh 
die  eben  eingefuarte  Basis  [G13 . . .,  (?J  weiter  benutzen  wollen?  jeden- 
falls  jeder  Ausdruck: 

(9)  5i<?i+ftflt8  +  "-+^flt», 

wenn  derselbe  nur  Homogeneitat  in  ^ ,  #2  zeigt;  eine  gamze  algebraische 
Form  der  JFn  vorstellen.  Dieser  Satz  ist  jedoch  keineswegs  umkehrbar; 
in  der  That  liberzeugt  man  sich.  leicht,  dass  es  Basen  [Gf1?  (?2, . . .,  Gn} 
giebtj  in  denen  die  ganzen  Formen  der  Fn  zum  Teil  nur  erst  mit  nicht 
ganzen  Cofficienten  r  in  der  Gestalt  (6)  darstellbar  sind.  Die  hier- 
mit  angeregte  Frage  nach  der  Darstellung  der  ganzen  Formen  wird 
nun  von  dem  folgenden  im  Centrum  dieser  ganzen  Theorie  stehenden 
Satze  beantwortet:  Es  giebt  jedenfalls  besondere  Basm,  in  denen  siclt 
alle  gamen  Formen  G-  der  Fn  in  der  Gestalt  (9)  darstellen  lassen.  Eine 
Basis  dieser  Art  benennt  Hr.  Klein  in  seiner  yorhin  genatanten  Vor- 
lesung  als  eine  Minimalbasis,  eine  Bezeichnung,  die  wir  durch  Bezug- 
nahme  auf  die  zur  Minimalbasis  gehorende  Discriminante  rechfertigen 
werden. 
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Auf  den  von  Dedekind  nnd  Weber  gefiihrten  Beweis  der  Exis- 
tenz  einer  Minimalbasis  gelien  wir  Mer  um  so  lieber  in  Kiirze  em, 
well  uns  welter  unten,  wie  wir  sehon  andeuteten,  die  gleiclien  Gesichts- 
pimkte  unter  etwas  veranderten  Verhaltnissen  noch  ofter  begegnen. 
Nehmen  wir  an,  es  seien  noeh  nicht  alle  G  in  der  Gestalt  (9)  dar- 
stellbar,  so  giebt  es  wenigstens  eine  ganze  Form  der  Gestalt: 


wobei  niclit  alle  g*  zugleich  den  Factor  (^a2  —  #.2%)  aufweisen.  Zur 
Erleichterung  der  Uberlegnng  denken  wir  die  6r1;  Gr27  .  .  .  nacli  anstei- 
gender  Dimensionenzakl  angeordnet  und  nelimen  iibrigens  a2  <  0  an  ; 
sollte  aber  a2  =  0  sein,  so  wird  jedenfalls  %  ^  0  sein?  worauf  man 
nach  einfaclaer  Permutation  der  Indices  von  al9  0$  die  nun  m.  skizzie- 
rende  Uberlegung  durchfuliren  wird. 

1st  die  Dimension  von  gj.  durcli   n   bezeiclmet,    so   konnen   wir 
verrnoge  elementarer  Division  g^  in  die  Gestalt  setzen: 

(1  1)  ff*  =  (X«2  —  %«i)  •  9*  4-  c*  V*  5 

dabei  ist  g^  eine  Form  ^(^,^9)  der  Dimension  (yk  —  1),  und  es  ver- 
schwinden  die  n  Constanten  c&  zufolge  der  tiber  (10)  gemachten  Vor- 
aussetzung  offenbar  niclit  alle.  Tragen  wir  jetzt  den  in  (11)  gelieferten 
Ausdruck  von  g^  in  (10)  ein,  so  ist  init  (10)  offenbar  aucli 


eine  game  Form  der  Fn;  die  v19  v29  .  ,  .  aber  sind  positive  ganze  Zahlen, 
welcte  die  Bedingung  vl  ^  ^2  ^  ^3  .  .  .  befriedigen.  Indeni  man  die 
constanten  Coefficienten  c  in  der  Reihenfolge  cn,  cn-i,  .  .  .  durelilauft, 
sei  c%  der  erste,  der  einen  von  Null  verscMedenen  Wert  aufweist;  als- 
dann  ist  auch  nocli: 


eine  ^a^^e  Form  der  Fn. 

Indem  wir  jetzt  vom  Formensystem  G1 , .  . . ,  Gn  znm  System 
G'if...9Grn  fortgehen,  welches  gegen  das  erste  nur  insofern  geandert 
sein  soil,  dass  Gj,  dnrci.  G'k  ersetzt  ist,  so  werden  wir  zufolge  (13) 
anck  in  [G'i,  ff2, . . .,  G'n]  eine  Basis  besitzen.  Fur  die  beiderseitigen 
Discriminanten  haben  wir  aber  nach  (7)  und  (13)  offenbar  die  Relation 

(14)          A(£17  <?„-..,  Gn}  —  (0M  -  0^.  A  (Si,  -  •  -,  G$. 

Die  Discriminante  A((?i, . .  .,  G'n)  ist,  wie  uberhaupt  jede  Discriminant© 
einer  Basis  ganzer  Formen,  selbst  wieder  eine  Form  #(%,  ^2),  und  also 
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war  notwendig  (g^  —  ^a^  quadratischer  Factor  der  Discriminant  e 
A(<?1?  .  .  .;  G-n).  Da  nuii  diese  letztere  Discriminante  zufolge  ihrer 
Gestalt  (8)  jedenfalls  nur  eine  begrenzte  Anzahl  quadratischer  Factoren 
aufweisen  kann,  so  wird  man  den  gekennzeichneten  Reduetionsproeess 
auch  nur  eine  endliclie  Anzahl  von  Malen  ausuben  konnen.  Am  Schlusse 
mtissen  wir  offenbar  eine  Basis  erhalten?  bei  weleher  keine  einzige 
ganze  Form  mehr  die  Gestalt  (10)  aufweisen  kann;  diese  Basis  aber 
ist  dann  gerade  eine  Minimalbasis*),  d.  h.  eine  Basis  von  kleinster 
Discriminante. 

§  7.    Formentlieoretiselie  Darstelltuigen  der  Integrale  der  Macho  FH. 

Um  far  die  Integrale  der  Fn  den  vollen  Anschluss  an  die  soeben 
entwickelten  fornientheoretischen  Principien  zu  gewinnen,  bilden  wir 
uns  zun'achst  auf  der  Flache  Fn  einen  liomogenen  Differentialausdruck? 
den  wir  genau  nach  Art  des  in  der  Theorie  der  Modulformen  oft  ge- 
brauchten  Differentials  ^dcu^  —  cQ^d^  construieren. 

Wir  schreiben  namlich: 

(1)  <?g  =  ^1(102  -  jEfgrfj?!  =   —  8£*(10. 

Um  nait  diesem  d%  bequeni  rechnen  zu  konnen,  verabreden  wir  folgende 
auf  beliebige  Ditferentiale  der  Flache  Fn  beziigliche  Spreehweise: 

Es  werde  die  Umgebung  eines  Punktes  ^0  der  Fn  vermoge  der 
Function  w  der  Flache  conform  auf  die  einfach  bedeckte  Umgebung 
des  Punktes  WQ  der  w-Ebene  abgebildet.  In  dieseni  Falle  sagen  wir? 
das  Differential  dw  sei  im  Punkte  &Q  der  Fn  endlich  and  von  Null  ver- 
scMeden.  Ist  aber  dw'  irgend  ein  anderes  zur  Fn  geborendes  Diffe- 
rential, so  sagen  wir,  es  verschwinde  dwf  im  Puri/tte  ^0  der  Fn  p-fadi, 
falls  in  erster  Annahemng  die  Grleichung  besteht: 

(2)  ^  =  const  (to  —  t00>, 

wo  die  Constante  endlicti  und  von  Null  verschieden  ist.  Aus  der 
Angabe  des  Verhaltens  zweier  Differentiale  auf  der  Flache  ist  dann 
unmittelbar  das  Verschwinden  und  Unendlichwerden  der  durch  ihren 
Quotienten  dargestellten  Function  oder  Form  abzulesen. 

Stellen  wir  nun  gleich,  in  tlbereinstimmung  mit  dieser  Verab- 
redung  das  Verhalten  des  homogenen  Differentialausdrucks  dt  auf  der 


*)  In  der  Kr one eker 'adieu  Terminologie  driiekt  sick  das  Sachverhaltnis 
so  aus,  dass  die  Discriminante  einer  Minimaibasis  nur  noch  wesentliche  Faetoren 
aufweist;  die&elLen  liefern  n'amlich,  einzeln  gleich  Null  gesetzt,  diejerdgen  Stellen 
der  #-Ebene,  uber  welchea  Verzweignngen  der  Flache  JP»  gelegen  sind,  jede  dieser 
Stellen  mit  der  durch  die  Verzweigungsarfc  bedingfcea  Multiplicitat. 
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Fn  fest!  Bei  £  =  oo  hat  man  w  etwa  =  0-"1  zu  setzen  und  findet 
^g  =  ^(Zw;,  hier  also  bleibt  ^g  endlich  uud  von  Null  verscMeden. 
In  einem  bei  e  —  £0  gelegenen  Verzweigungspunkte,  in  welch  em  x 
Blatter  zusammenhangen,  wird  man  w  —  «00  mit  }/0  —  £0  identifi- 
cieren  konnen  und  findet: 

?  -_  -  KZ^&V  —  ^n)*"1- 
<2«0  "   v  ' 

Indein  wir  zwischendurch  gleieh.  auch  noch  die  gewohnlichen  Punkte 
der  Flache  ohne  Miihe  erledigen,  ergiebt  sich  das  Resultat:  Das  lio- 
mogene  Differential  meiter  Dimension  d%  ist  auf  der  Flache  iiberall 
endlicli,  dasselle  verschwindet  allein  in  den  Verzweigungspunkten,  und 
&WCLY  im  einwlnen  von  der  Ordnung  (x  —  1),  wenn  in  demselben  x  Blatter 
zusammenliangen. 

Im  Anschluss  hieran  lasst  sich;  wie  wir  beilaufig  erwahnen  wollen? 
der  Begriff  der  in  §  4  erwahnten  T&anonischen  Fldclien  Fn  leicht  an- 
geben.  Man  frage  nach  der  Existenz  einer  ganzen  algebraischen  Form 
y(gi>  '%);  ^*dQhe  auf  der  Flaehe  genau  in  derselben  Weise  verschwindet 
wie  dg.  Es  giebt  natiirlich  hochstens  eine  Form  y(^1?^2)  dieser  Art 
(von  einer  multiplicativen  Constanten  abgesehen);  esistiert  sie  aber 
wirklich,  so  nennen  wir  die  Flache  Fn  eine  kanonische.  Der  Charakter 
einer  kanonisclien  Flache  kann  hiernach  dahin  angegeben  werden,  dass 

auf  derselben  ein  Jtomogener  Differentialausdruck  —  existiertj  der  allent- 
kalben  endlicli  und  von  Null  verscMeden  ist.  Die  Gesamtordnung  des 
Verschwindens  von  yfe,^)  au^  -^»  ^: 


(3) 

wo  man  den  Mer  rechter  Hand  gegebenen  Ausdruck  der  links  stehtenden 
Summe  aus  Formel  (2)  in  I  p.  494  verificieren  wolle.  Nach  dein  Satze 
von  der  Wertigkeit  der  Formen  auf  Fn  wird  also  die  Dimension  v  von 
7  in  den  0f  die  folgende  sein: 


Die  Blatteranzahl  n  einer  kanonischen  Flache  Fn  ist  hiernach  ein 
Teiler  von  2p  —  2.  —  Inzwischen  verweisen  wir  wegen  der  weiteren 
Theorie  dieser  interessanten  Flachen  auf  die  genannte  Abhandlung  von 
Klein  in  Bd.  36  der  Math.  Annalen*). 

Zur  allgemeinen  Flache  Fn  zurilckkehrend;  stellen  wir  jetzt  leicht 
fest,    dass    das   Differential  dj   eines   Integrals    erster    Gattung  j   auf 

*)  Vergl.    ebenda   (pag,  23)    die   allgemeine   Begriffsbestimmnng   der   Jcano- 
niscfien  Curven  eines  beliebig  ausgedelmten  Eauines. 
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der   Flache    iiberall    endlieh    ist.     Benennt    man    also    im    Anschluss 

an  I  p.  543: 


als  eine  9JForm  <p"  oder  auch  als  eine  Form  erster  Gattung  der  Fnj  so 
wird  eine  derartige  Form  auf  der  Fn  jedenfalls  nur  In  den  Verzwei- 
gungspunkten  nnendllcli  werden,  und  zwar  im  einzelnen,  allgemein 
zu  reden?  YOU  der  Ordnung  (x  —  1).  Zufolge  (3)  ist  deninacli  die 
Gesamtordnung  des  Unendlichwerdens  einer  Form  9  auf  der  Fl'aelie 
2p  —  2  -f-  2n.  Mit  Eiicksieht  auf  die  Dimension  (—  2)  von  g>  er- 
geben  sich  daraufhin  aus  deni  Wertigkeitssatze  (2p  —  2)  Nnllpunkte 
fur  y  auf  der  Fn]  dies  Ist  mit  dem  beziigllchen  Resultate  von  I  p.  545 
in  Ubereinstimmung. 

Natiirlich  kann  man  die  Fornien  erster  Gattung  auch  auf  indepen- 
dentem  Wege  definieren.  Jede  algebraische  Form  (  —  2)ter  Dimension 
der  Fn,  welche  nur  in  den  VerzweigungspunMen  unstetig  wird,  und  zwar 
im  ein$elnen  in  einer  Ordnung  <  x,  ist  eine  Form  erster  GaUung.  Solcher 
Fornien  giebt  es  dann  auf  Fn  notwendig  gerade  p  linear-unabhangige? 
und  In  ihnen  stellen  sich  die  Integrale  erster  Gattung  vermoge  der 
Gestalt  dar: 

(5)  J— 


ei  den  Integral  en  dritier  Gattung  <2f?;  niiissen  wir  an  der  oben 
begriindeten  Auffassung  festhalten,  dass  wir  das  einzelne  Integral  als 
Function  der  teiden  unabhangig  veranderlichen  Stellen  %,  |  ansehen. 
Indena  wir  also  das  Differential  fZg?  gebildet  fttr  emeu  besonderen 
Wert  &  der  unabnangigen  Variabelen,  durch  d%a  bezeichnen^  haben 
wir  zunial  fur  unsere  Integrale  dritter  Gattung  die  beiden  ??partiellen" 
Diflferentiale  d%X}  o^~  zu  unterscheiden,  Um  von  ^||  zu  eineni  Aus- 
druck  zu  gelangen,  der  sowohl  von  der  Stelle  x  wie  §  der  Flache  al- 
gebraisch  abhangt?  mtissen  wir  gweimal  differenzieren.  und  Jiaben  in 

(6)  i!M 

^  ; 


eine  von  den  beiden  Stetten  x  und  |  der  Flache  obMngende  dlgebraische 
Form  (  —  2)ter  Dimension. 

Untersuchen  wir  jetzt  gleich  den  Charakter  dieser  Form  (6)  naherl 
Bei  stehendem  Werte  der  einen  Varlabeln  wird  die  Form  (6),  in 
Abhangigkeit  von  der  anderen  Stelle  gedeutet?  (%  —  l)-fach  oo  In 
jedeni  Yerzweigungspunkte.  Ausserdem  aber  kann  Unendlichwerden 
nur  bei  Coincidenz  der  beiden  Stellen  x  und  |  eintreten;  und  zwar  ver- 
halt  sich  dann  die  Form  (6)  zufolge  §  1  wie: 


496      VI,  1.   Nene  Ausfuhrungen  zur  Theorie  der  algebraisclien  Fimctionen. 
0sGfi[  1 

wo    die   ausgelassenen    Glieder   bei   Ooincidenz    von  x  und   |    endlich 
bleiben.     Es  wird  hiermit  evident?  dass  wir  in 


eine  von  zwei  Stellen  der  Fiache  algebraisch  abhangende  Function  von 
folgenden  Eigenseliaften  haben:  sie  ^vird  als  Function  jeder  der  leiden 
Stellen  im  einzelnen  Vertsweigungspurikt  (K  —  fy-facli  unendlich,  wid  sie 
verschwindet  lei  Coincident  der  ,,Argumente"  x  und  £  in  alien  n  Slattern 
der  Fn  je  gweifacli,  mit  Ausnahme  eines  einzelnen  Blattes,  wo  sie  endlicli 
bleibt.  Da  sonstige  Unstetigkeitspunkte  nicht  auftreten,  so  bleibeu 
nack  dem  Wertigkeitssatze  noeli  2p  Nullpunkte  von  ¥  unbekannt. 
Hierbei  wolle  man  bemerken?  dass  zufolge  (7)  §  2  die  Function  V 
noch  yf  unbestimmte  Constante  entlialt.  Jener  Forrnel  entspriclat  es 
in  der  Tliat  genau^  wenn  wir  die  allgemeinste  Function  ¥'(^1)  aus 
irgend  einer  particularen  ¥(^,  |)  in  der  Gestalt  zusammensetzen  : 

(8)   ¥'(«,?)  =  Y(a?,6)  +  (x&  ~  ^ 

was  ja  aus  (7)  §  2  verinoge  unserer  jetzigen  Formel  (7)  unmittelbar 
hervorgeht. 

Jede  der  hiermit  erlialtenen  Fanctionen  Y(^;/)  zweier  Punkte 
0,  &  der  Fn  soli  jetzt  als  eine  mar  Fn  gehorende  Function  dritter  GaMiing 
benannt  werden.  Es  ist  leicht  ersichtlicli;  dass  dieselbe  durch  die  an- 
gegebenen  Eigenschaften  vollig  cJiarakterisiert  ist.  In  der  That  weist  man 
nmgekehrt  leicht  nacli;  dass: 


^  y 

ein  Integral  dritter  Gattung  der  Fn  ist.  Diese  Formel  nun  liefert  uns 
also  das  formentheoretisclie  IBildimgsgesetz  fur  die  Integrate  dritter  Gat- 
tung  der  Fldclie  Fn. 

Die  Integrale  sweiter  Gattung  ordnen  sich^  wie  schon  im  §  1  am 
Sclilusse  bemerkt  wurde?  in  den  jetzigen  Gedankengang  einfach  da- 
durch  ein,  dass  wir  die  $f|  allein  nach  der  Stelle  |  differenzier^n. 
In  der  That  ist: 


(10)  J* 

ein  Integral  der  Fn  mit  nur  ein&n  bei  |  gelegenen  algebraischen  Un- 
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stetigkeitspimkt  erster  Ordnuug.  Sollen  wir  znr  besseren  Unterschei- 
dung  statt  durch  |  den  ^Parameter"  des  Integrals  zweiter  Gattiang 
durch  t  bezeichnen,  so  tvird  sicli  am  (9)  als  formenflteoretisches  Bildungs- 
geset0  des  Integrals  zweiter  Gattung  Zt  das  folgende  ergeben: 

X 
yxy   /         ._^(*>  Q 

Zt  -J  fc*,-~v,)»'7§-" 

if 

Dieses  Integral  1st  in  #1?  #2  von  nullter  Dimension,  dagegen  weist  es 
in  t1?  t%  die  Dimension  ( —  2)  auf;  es  ist  also  nicht  eine  Function, 
sondern  eine  Form  der  TJnstetigkeitsstelle  t. 

Ist  (1)  insbesondere  das  Normalintegral  zweiter  Gattung  mit  deni 
Parameter  tf  so  ergiebt  sich  aus  (2)  §  2  als  Periodenscliema  desselben 

0,  0, .  .  .,  0  |  2ix<pl(tL,  tj,  .  .  .,  2^^^,  Q, 

wobei  die  g?  die  nnor<malen"  Formen  erster  Gattung  sincl.  Hier  also 
haben  wir  nnn  in  homogener  Gestalt  die  Eesultate  von  I  p.  532 
wiedergewonnen. 

§  8.     Notizen  iilber  die  auf  eine  ebene  Curve  zu  griindende 

Pormentlieorie. 

Unter  den  allgemeinen  Ansatzen  des  §  4  folgte  auf  den  eben  be- 
handelten  Fall  der  Fn  derjenige,  welcaer  eine  ebme  Curve  zur  Grund- 
lage  fur  die  Einfuhrung  der  Formentheorie  machte.  Es  ist  interessant 
zu  vergleiclien;  in  wie  weit  sich  bei  der  Durclifuhrung  des  Hermit 
gemeinten  Ansatzes  die  soeben  auf  der  Fn  entwickelten  fornientlieore- 
tisehen  Gesichtspunkte  wieder  vorfinden.  Dabei  betrachten  wir  aber 
nur  den  allereinfachsten  Fall,  doss  namlich  die  ebene  Curve  Cn  singuldre 
Punkte  uberJiaupt  nicM  aufweist.  Einzig  dieser  Fall  wird  namlich.  bei 
unseren  spateren  Untersuchungen  (im  sechsten  Kapitel)  zur  Geltung 
kommen;  im  iibrigen  verweisen  wir  auf  die  in  §  4  genannten  Arbeiten 
liber  den  fraglichen  Gegenstand.  Wir  betonen  bier  von  vornherein; 
dass  der  Oharakter  unserer  nachfolgenden  Ubeiiegungen  ein  etwas  all- 
gemeinerer  ist,  als  er  den  Her  in  Betracht  komnienden  Entwicklungen 
der  Geometer  innewohnl  Dies  kommt  sogleich  bei  der  Definition  der 
gang&i  Formen  zur  Geltung;  und  es  ist,  wie  man  leichi  sehen  wird, 
die  fragliche  Abweichung  von  der  herkommlichen  Darstellung  der 
Geometer  in  dem  engeren  Anschluss  an  Biemann  bedingt,  den  unsere 
Uberlegung  nimmt. 

Es  sei  die  zu  Grunde  liegende  Curve  wter  Ordnung  Gn  dargestollt 
durch  die  Gleichung: 
(1)  /(^i,^,^8)  — 0- 

Klein-Pricke,  Modulfanctionen.  II.  32 
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Jede  algebralsclie  Function  des  Gebildes  ist  alsdann  eine  rationale 
lioinogene  Function  nullter  Dimension  der  a?/,  und  wir  definieren  deni- 
entsprechend  als  die  algebraisciien  Formen  nnseres  Gebildes  die  homo- 
genen  rationalen  VerUndimgen  der  xt  von  leliebiger  Dimension  v.  1st 
eiiae  solche  Form  auf  der  Curve  Cn  uberall  endlich,  so  heisse  sie 
eine  game  algebraisehe  Form  auf  der  Cn  und  werde  specie!!  durch 
G  (#,,#«,,  a-,)  bezeiclmet.  Hierher  gehoren  insbesondere  die  homogenen 
ganzen  "rationalen  Verbmdungen  der  x,  die*  wir  #0i?^%)  nennen; 
aber  es  ist  zunachst  eine  offene  Frage?  ob  neben  diesen  g  auch  noch 
weitere  Formen  G-  existieren  mogen  oder  nicht. 

Urn  den  Sinn  dieser  Frage  an  einem  Beispiel  zu  ernaessen,  nehme 
man  flir  den  Augenblick  an?  die  Curve  C+  babe  einen  Doppelpunkt. 
Auf  einer  Riemann'schen  Flache  Fm,  auf  welche  wir  die  Cn  abbilden 
niogen?  wird  jener  Doppelpunkt  swei  getrennt  liegende  Punkte  00,  #0' 
liefern*  und  nun  bemerke  man?  dass  in  den  beiden  unterscniedenen,  im- 
Doppelpunkt  coincidierenden,  Stellen  unseres  Gebildes  Cn  jede  Form 
g(x1?  %,  %)  gleiche  Werte  aufweist,  Es  lassen  sich  aber  ohne  Millie 
Formen  #(av)  nacliweisen,  welche  an  den  beiden  fraglicnen  Stellen 
faine  gleiclien  Werte  aufweisen,  und  welche  eben  deshalb  nicht  als 
Formen  g(xi)  darstellbar  sind. 

Im  Gegensatz  zu  diesen  Verhaltnissen  gilt  nun  fur  unsere  singw- 
laritatenfreie  ebene  Curve  Cn  der  Satz;  dass  ihre  samttichen  ganzen 
Formen  Gfyi)  "bereits  von  den  g(x±)  geliefert  werden.  Indessen  werden 
wir  diesen  Satz  erst  nach  Erledigung  einiger  Zwischenbetraclatungen 
beweisen  kocnen,,  welche  letztere  itbrigens  auch  an  sich  wicttig  sind. 

Wir  werden  vor  allem  das  GescJdecJit  p  unseres  Gebildes  be- 
stimmen  wollen  und  wahlen  uns  zu  dein  Ende  in  der  Ebene  der  Cn 
einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  C1?c2)c3  aus,  der  den  beiden  folgen- 
den  Bedingungen  zu  geniigen  hat:  es  soil  der  Punkt  (c/)  nicht  auf 
der  Curve  Cn  liegec,  und  liberdies  sollen  unter  den  n(n  —  1}  Tan- 
genten  VOB  (cfi  an  die  Curve  keine  zwei  coincidieren,  eine  Bedinguug, 
der  leicht  Genuge  geschieht.  Ist  (at)  irgend  ein  zweiter  Punkt,  so 
soil  eine  dreigliedrige  Determinante  wie: 

!  xi  ,  al  ,  <?! 

^2  9  ^2  ?   C2 
^3  7   ^3  ;   C8  ' 

stets  abgekiirzt  durch  (Xj^^s)  bezeiehnet  werden.     Man  wird  darauf- 

nin  das  Geradenbiiscliel  mit  dem  Centrum  (<?/)  durch: 

(2)  (#,  ,  a,2j  ^)  —  z  •  (xl?  12,  C*)  «=  0 

darstellen  konnon,   wo   die  beiden  Punkte  (a,-),  (/>,-)  dor  Coordinaten- 
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ebene   einzig   der   Bedingung    zu   genligen    liaben?    mit    (V,  i    niclit    anf 
einer  Geraden  211  liegen.     Umgekehrt  stellt: 


fo,  63,  c3) 

auf  der  Cn  eine  w-wertige  Function  dar?  welehe  die  Cn  auf  eine  «-blatt- 
rige  Flaehe  Fn  abbildet.  Die  Verzweigungspunkte  dieser  Fn  werden 
von  den  n(n  —  1)  Beruhrungspunkten  cler  von  (c,)  an  die  Cn  gehendeu 
Tangenten  geliefert?  und  im  einzelnen  dieser  Pimkte  hangen  zufolge 
unserer  Annahme  stets  swei  Blatter  zusammen.  Nack  "bekannten  Eegehi 
ergiebt  sicli  darans  als  Gesctileclit  unserer  Ulemann'scJien  Fldclie: 


Auf  Grund  dieser  Formel  nehmen  wir  n  >  2  an?  urn  nient  mit  einem 
Gebilde  des  Gesehleehtes  $  =  0  zu  thun  zu  haben.  — 

Das  merkwurdigste  Element  der  auf  die  Cn  gegriindeten  Fornien- 
theorie  ist  der  nacnfolgende  bereits  von  Aronliolcl*)  angegebene 
Differentialausdruck  —  (n  —  3)ter  Dimension: 

(4)  d|    =    —y. 


*~  '  _L  ^'         _1_  ^ 

in  welchem  die  c  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  in  der  Ebeno 
der  Cn  sind.  Man  kann  leicht  zeigen'**),  dass  der  Wert  des  Differentials 
d%  auf  der  Cn  undbliangig  von  der  Ausicalil  des  PunJdes  (c-)  ist.  Der 
Nenner  von  cl|  wird  offenbar  auf  der  Cn  nur  in  den  Beriibrungspunkten 
der  Tangenten  von  (fi)  aus  verschwlnden.  Diese  Stellen  liefern  aber 
gerade  aucli  die  Verschwindungspunkte  des  Zahlers  von  d%9  insofern 
nur  fiir  diese  Stellen  die  drei  Punkte  (c,),  (x/)?  (xt  +  dx?)  In  einer 
geraden  Linie  liegen.  Man  findet  durcli  solche  Uberlegung?  dass  das 
Differential  —  (n  —  3)ter  Dimension  rf|  auf  der  ganzm  (7«  »endlich  mul 
von  Null  «verscJiieden"  ist  ***\ 

Sei  jetzt  (?(M"~3)(^)  irgend  eine  ganze  algebraische  Form  (n  —  3)ter 
Dimension  der  Gnj  so  wird  offenbar  6f^'"~35  •  d|  ein  uberall  endliclies 
Differential  ntMter  Dimension  auf  der  Cn  vorstellen;  wir  scliliessen,  dass: 

(5)  /=  f&n'~~'^  (xj]  -<?|, 

Icings  der  Curve  Cn  erstreckt,  ein  iiberall  endliclies  Integral  liefert  und 
finden  umgelcehrt  leicht,  dass  sich  jedes  Integral  erster  Gattnng  in  der 
Gestalt  (5)  darstellen  lasst.  Insbesondere  bilde  man  nun  die  zn  <len 


*)  Beiliner  Monatsbericbte  YOU  1861. 
**)  Siehe  z.  B.  Clebsch-Gordan,  L  e.  papr.  i. 
***)  Hiernach  liefert  die  ebenc  On  ein  oinfachea  Beispifsl  einer  ,,kanoniscben"  Curve. 
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rationalen  ganzen  Form  en  $o~~3)  gehorenden  Integrale  j  und  bestiintne 
die  Anzabl  linear  -unabbaiigiger  Integrale  j  dieser  Art  Da  der  allge- 

meine  Ausdruek  g(n~~~^  im  ganzen  gerade  ~  -  -  —  —l=p   Glieder 

bat,  so  linden  wir,  als  zu  den  g(a~~~^  geliorig,  "bereits  p  unabb'angige 
Integrale  j;  dieses  aber  heisst:  Die  ganmi  For  men  G<"~~3)  der  Dimen- 
sion (n  —  3)  ct'iif  der  Cn  sind  bereits  dwreli  die  in  den  x?  rationalen 
ganzen  #<»—  *>  erscfiopft*). 

Eine  einzelne  Gleieliung  g^l~~"  ^  =  0  hat  man  in  der  Ebene  als 
eine  Curve  (n  —  S)ter  Ordnnng  6»_  3  zu  deuten.  Der  Sinn  der  ganzen 
Zabl  t,  welclie  im  Riemann-Rocb'scnen  Satze  irgencl  einem  System  von 
m  Piankten  der  Grundcurve  Gn  znerteilt  wird,  ist  biernaeh  der?  doss  t 
die  AnmJil  linear-itnabJidngiger  Curven  Ow—  o  ist,  welche  alle  zugleich  durch 
jene  m  Purikte  der  Grundcurve  Jiindurchgehen.  Wir  wollen  daraufhin 
gleicb  abzahlen?  wie  gross  die  Zahl  t  fur  den  Scbnitt  der  Cn  mit 
ai3»'  =:  07  d.  i.  fur  das  v-fach.  gezablte  Schnittsystem  der  Cn  mit  der 
OoordinateBaxe  $s  ===  0  ist.  Fur  v  >  n  —  3  habm  wir  natilrlicli  t  ==•  0. 
Soil  aber  eine  Curve  einer  Ordnung  <  n  durcb  die  n  Schnittpunkte 
der  Cn  mit  der  Geracten  %  «=  0  geben,  so  muss  sie  diese  Gerade  voll- 
standig  entbalten.  Man.  folgert  daraus;  dass  eine  Cn~$,  welcbe  durcli 
*die  nv  Scbnittpunkte  von  C7i  und  xj  =  0  geht?  in  die  v-fach  zalilende 
Gerade  ^3  =  0  und  eine  Cn  —  ,—%  zerfallt.  Daraufhin  ergiebt  sich  als 
die  gesucUe  ZaU  t  im  Falle  v<n  —  3: 


Wir  kebren  nun  zur  allgemeinen  Betraclitung  unserer  ganzen 
B^crmen  G{^  zurtick  und  bestimmen  aus  dem  Eiemann-Rocb'sclien 
Satze  die  Anzahl  tfv  der  Hnear-unabKangigen  G^  fur  die  eiazelne  Di- 
measion  v  zu  nv  —  p  +  r  +  1-  Tragt  man  fur  p  und  t  die  berech- 
neten  Werte  ein>  so  folgt  fiir  v  >  n  —  3  : 

(n  —  i)  (u  -  2)   .    ., 

0,  —  »v  _  A—  ^  --  ^  +  1  ? 

wogegen  fur  v  <  >/  —  3: 

0  —  ttt,  _  ^riil^rJO  4.  (!iz^i^^jz^Ti!)  4.  i 

v  g  T  2  "T  J- 

ist.     Nacb  kurzer  Eechnung  setzen  sicb.  die  so  gewonnenen  Ausdrticke 
von  ^  um  in  die  Gestalten: 

-1*)  Wegen  dex  Bilduag  der  Integiale  2terund  3ter  Gattung  sehe  man  Clebscli- 
Gordan,  1.  c.  p.  1  if,  sowie  auoh  Glebscli-Lindemann,  Vorles.  uber  Geoniefrie, 
Bd.  I  p.  789  ff. 
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Fiir  v  —  n  —  1  und  n—  2  liefern  beide  Formeln  (7)  und  (8)  Jen 
gleichen  Betrag;  man  kann  also  auch  die  Formel  (8)  auf  alle  v<n 
beziehen,  worauf  dann  (7)  allein  noch  fiir  v  >  n  gilt. 

Auf  der  anderen  Seite  bilde  man  bei  vorgegebenem  v  die  Formen 

(j(^.     Im    allgemeinen    Ausdruck   #(y)  sind  ^t-^-i^-  unabhangige 

Coeffieienten  enthalten.     Aber  man  bemerke,  -dags  fiir  v  _>  n  der  ein- 

zelue  Ausdruck  gW   auf  der  Cn  stets  die  nanaliche  Form  liefert  wie 
(10  (/  (r)  =  r/oo  4-  f .  f/<!'  —  «) 

wobei  f  die  linke  Seite  der  Curvengleichung  (1)  ist,  wahrend  y^  —  ><) 
ein  vollig  willkurlich  bleibender  Ausdruck  (v  —  »)ter  Dimension  ist. 
Da  aber  0(*-»)  noch  ^'-^1^+1^1^+-^  Coeffieienten  enthalt,  so 
konnen  wir  ohne  Anderung  der  Form  gW  im  Ausdruck  des  gW  durch  a?,- 
_ ±.  Coeffieienten  mit  beliebig  zu  wahlenden  Werten 

identificieren,  Indem  wir  zusammenfassen,  folgt?  dass  die  GesamtsaJil 
linear-unabhangiger  gW  lei  der  einzelnen  Dimension  v  genan  die  in  (7) 

bes.  (8)  angegebene  AnzaU  6V  ist,  falls  wir  nur  noch  nachweisen  konnen? 
dass  fiir  zwei  Ausdriieke  gW  und  g^'\  welche  auf  der  Grundcurve 
f  ==  0  die  gleiche  B'orm  darstellen;  notwendig  die  Identitat  (9)  besteht. 

Diese  letztere  Behauptung  wird  aber  selbstverstandlich  durch  Hin- 
weis  auf  den  Urnstand,  dass  die  Gleichung  y£*">  — gW  =  0  entweder 
identisch  erfullt  sein  muss  oder  eine  Cv  darstellt,  welche  die  C,  als 
Bestandteil  enthalt.  Es  ist  auf  diesem  Wege  unser  obiger  Satz?  dass 
auf  der  singttlaritatenfreien  Curve  Gn  die  6r(l)  bereits  wllstdndig  durch 
die  g&  geliefert  iverden,  zur  Evidenz  gebracht, 

Wir  haben  die  vorstehende  Entwicklung  so  ausfiihrlich  gegeben? 
weil  dieselbe  bei  den  sonst  ublichen  Darstellungen  der  Geometer  nicht 
in  der  hier  vorliegenden  Gestalt  zur  Geltung  gelangt  Die  Geometer 
beginnen  gar  nicht,  wie  wir  hier,  mit  dem  Begriff  der  allgemeinsten 
algebraischen  Function,  die  zu  einem  Gebilde  gehort,,  oder  des  allge- 
meinsten zugehorigen  iiberall  endlichen  Integrals;  vielmehr  beginnen 
sie  mit  den  rationalen  ganzen  Verbindungen  der  #,-,  die  wir  g  nannten7 
und  bilden  von  ihnen  aus  die  Integrale: 


deren  Anzahl  sie  p  nennen.     Dann  aber  haben  sie  liinterher  die  In- 
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varianz  der  so  definierten  Zalil  p,  bez.  diejenige  der  Integrale  (10), 
gegenfiber  rationaler  Transformation  noch  besonders  naehzuweisen.  So 
nelimen  (iberfaaupt  die  samtlichen  Satze  der  Theorie  bei  der  Darstellung 
tier  Geometer  eine  ganz  andere  Anordnung  an,  und  insbesondere  ist  die 
Folge,  dass  einige  Satze,  deren  Beweise  bei  ilinen  schwer  sind?  fur  uns 
Her  leiclit  werden  und  nmgekelirt. 

Urn  ein  Beispiel  anzufuhren,  so  wird  £iir  unsere  Cn  der  sog.  Rest- 
sats*)  ausserst  selbstverstSndlich;  wir  wollen  denselben?  wie  folgt, 
formulieren:  Liegen  irgend  zwei  (im  Sinne  von  I  p.  562)  aquivalente 
Syst&me  &u  je  m  fnnkten  der  Ctirve  vor,  und  wird  das  erste  unter  iJmen 
dwell  weitere  p  Punkte  der  C«  m  dem  Nullpwiktsystem  einer  Form 
</!(r)(^)  ergwwd,  so  ergSmsen  eben  jene  ft  Zmatzpunkte  aucli  das  zweite 
jener  beiden  dquivalenten  Systeme  mi  dem  NullpunMsystem  einer  Form 
^(v)(«i)  der  Dimension  v.  Zum  Beweise  brauchen  wir  rmr  auf  die 
w-wertige  algebraisclie  Function  w  zuriickzugehen  ?  deren  m  Null- 
punkte  in  den  m  Punkten  des  zweiten  Systems  gelegen  sind,  wahrend 
die  Unstetigkeitspankte  die  m  Punkte  des  ersten  Systems  bilden.  Das 
Product  g£*>  •  tv  ist  dann  sicher  eine  ganse  Form  ^ter  Dimension  G-W  und; 
da  alle  diese  Formen  bereits  durch  die  rationalen  ganzen  g^  geliefert 
werden?  so  ist  aucli  g^*w  eine  solche.  Diese  Form  g^v^w9  die  wir 
Bun  g^  nennen,  ist  es  aber  gerade,  deren  Esistenz  der  Restsatz  be- 
hauptet 

§  9.     Die  Primform  P(x}  y)  nnd  ihre  IPimdamentaleigenschafken. 

Nach  deni  Excurse  liber  die  Fornientlieorie  auf  ternarer  Basis 
x8! ;  a'27  A'3  kehren  wir  zur  Flaclie  Fn  nud  darsiit  zur  Fornientlieorie 
^•1?  ^2  zuruck.  Es  gilt  jetzt,  die  Ableitung  des  wiclitigsten  Hiilfsmittels 
uuserer  kunftigen  Untersuchungen  zu  bringen,  namlicli  der  zur  Flaclie 
Fn  gehorenden  Weierstrass'sclien  Primf unction,  die  wir  jedoch  gleich 
111  der  von  Klein  angegebenen  Weise  zur  frimform  P($,  y)  aus- 
gestalten**). 

Zu  diesem  Ende  bilden  wir  das  zur  Fn  gehorende  Integral  oter 
Gattung  rnit  den  Parametern  $7  y,  wobei  wir  liber  die  Nornaierung 
dieses  Integrals  Qx,y  vorab  noch  gar  keine  nahere  Bestiminung  treffen 
wollen.  Das  Besondefe  soil  nun  sein,  dass  wir  die  Grenzen  des  Inte- 

*)  Of.  die  far  die  geometrische  Grundlegung  der  fraglichen  Satze  fundamen- 
tale,  in  I  oft  genannte  Arbeit  von  Brill  und  Nother,  Uber  algebraische  Func- 
tionen  und  ihre  Anwendung  in  der  Geometrie,  Math.  Ann.  Bd.  7  (1873). 

**)  Eine  sehr  grtindliche  Untersuchnng  der  Primform  im  Palle  der  hyperellip- 
tischen  Gebilde  hat  Hr.  Burkhardt  in  seinen  ^Beitragen  $ur  Theorie  der  Jiyperel- 
liptischen  Sigmafunctionen"  geliefert,  Math.  Ann.  Bd.  32  (1888), 
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grals  In  unmittelbarer  Nalie  der  Punkte  y  bez.  x  auf  der  Fn  wahleii, 
so  dass  es  sich  urn  den  Ausdruck  Q%^dse'y  +  fty  handeit,  wo  dx  und  dy 
sowle  die  beziigiiclien  Integrationswege  gegen  Null  couvergieren  sollen. 
Von  liier  aus  gelien  wir  endlich  noch  zur  Exponentialgrosse  : 


QX  +  dXiij  +  dtj  ~j 

e  *'y  J 


-    -  lira  dx  =  0,  dy  «=  0 

iiber,  und  die  merkwurdigen  Eigenscliaften  dieser  letzteren  zn  zeigeu, 
ist  unsere  nachste  Aufgabe. 

Indera  wir  vorab  z.  B.  aus  (9)  p.  496  miihelos  die  Regel 

(2)  E(y,x)  =  Efa9y) 

eiitnehroen?  bemerken  wir  vor  allem^  dass  die  Eigensehaften  von  E(x,  y) 
gegentlber  eindeutiger  Transformation  der  Eiemann7sclien  Flache  FA 
invariant  sind?  wie  denn  iiberhaapt  die  Integrale  §ff  unseres  Gebildes 
niit  ihren  samtlichen  Eigenschaften  von  der  besonderen  Flaclie  F,tJ 
die  wir  zu  Grunde  legen  mogen,  vollig  unabhangig  sind.  Wenn  wir 
deninach  bei  der  Untersuchung  yon  13  fay)  fflr  einzelne  Punfctepaare 
x9  y  annehnien;  dass  weder  x  nocn  y  ein  Verzweigungspunkt  der  Fn 
sei?  so  hat  dies  gleichwohl  fttr  das  entspringende  Eesultat  unserer 
Uberlegung  keinerlei  Einschrankung  im  Gefolge. 

Uni  jetzt  die  Grosse  E($,  y)  in  eine  cler  Untersuohung  zugang- 
hche  Form  zu  bringen,  gelien  wir  auf  die  in  p.  483  bewiesene  Formel: 


zuriick,  wo  einerseits  die  n  Punbte  x^}  j^«,...;  rfn~l)  in  der  Fn  iiber 
einander  liegeu,  andrerseits  aber  aucli  die  n  Punkte  yM,  .  .  .,  ?/Jrt""1), 
wahrend  fiber  die  Integrationsbahnen  die  I  c.  gegebenen  Bestimmungen 
gelten.  In  (3)  schreibe  man  nun  |  =  au,  ij  =  y  und  lasse  sodann  auf 
Fn  die  Stellen  ^(0);  ^/(0)  in  unniittelbare  Nahe  von  x  bez.  j/  rtlcken, 
indem  man  insbesondere  ^0)  =  x  +  dx,  y(Q)  ==  y  +  dy  eintragt;  die 
Stellen  stl\  .  .  .,  x(n~l}  sind  alsdann  die  (n—l)  iiber  x  gelegenen 
Punkte  der  Fn,  wahrend  die  (n  —  1)  Punkte  y^,  .  .  .,  y(a-»  uber  y 
liegen.  Formal  (3)  liefert  daraufhin  umnittelbar: 


wobei  wir  rechter  Hand  sogleicli  die  homogene  Schreibweise  einge- 
Mirt  haben.  Weiter  aber  gewinnen  wir  fur  Efa  y}  die  naehtblgendc* 
Darstellung: 
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. 

to  2/3  -  -vyO  s 

wo  wir  nun  die   einzelnen  Bestandteile  rechter  Hand  naher  zu  unter- 
suchen  liabei). 

Erstlieli  haben  wir  Im  Zahler  der  rechten  Seite  (5)  das  Product 
der  beiden  Differentiale  d&,,  d£y,  die  fiir  samtliche  in  Betracht  kom- 
mende  Punktepaare  #,  y  im  obigen  Sinne  endiicn  uncl  nlcht-verschwin- 
clend  sind.  Hierbei  ist  nur  angenommen,  dass  die  Stellen  x  und  y 
uiclit  gerade  Verzweigungspunkte  der  Fn  sind;  aber,  wie  wir  schon 
vorkin  auseinandersetzten,  involviert  diese  Annabme  zufolge  der  In- 
varianz  der  Grosse  E(x,y)  gegeniiber  rationaler  Transformation  keinerlei 
Besclirankung  fiir  die  abzuleitenden  Resultate.  —  Der  Nenner  in  (5)  und 
der  Exponentialfactor  sind  stets  endlicli  und  von  Null  verscnieden;  wenn 
der  Punkt  x  niclit  mit  y  coincidiert  und  auch  zugleich  in  der  Fn  niclit 
liber  y  gelegen  ist.  Tritt  nun  letzterer  Fall  em,  d,  L  liegen  die  Punkte 
x  und  y  in  verscMedenen  Slattern  der  Fn  genau  liber  einander,  so 
fallt  einer  der  Punkte  #<*>  mit  y  zusammen  und  einer  der  Punkte  y^ 
mit  x.  Unter  den  (n  —  1)  Integralen  Q  im  Exponenten  (5)  bleiben 
also  (n  —  3)  endlich,  wahrend  jedes  der  beiden  ubrigen  zufolge  §  1 
unendlich  wird  wie  —  log  (x  —  y).  Der  Exponentialfaetor  selbst 
wird  daraufhin  wie  (x  —  y)2  verscliwinden,  d.  i,  genau  in  demselben 
Grade  wie  der  Nenner  (5),  so  dass  E(x,  y)  selbst  endlicli  und  von  Null 
verschieden  bleibt  Der  Fall  der  Ooincidenz  der  Stellen  x  und  y  auf 
der  Fn  ist  jetzt  aJlein  nocli  rfiekstandig;  tritt  derselbe  ein,  so  werden 
alle  Integrale  im  Exponenten  (5)  einzeln  Null,  so  dass 

(8)  E(x,y)  —  r-    ~~d^  xg 

v  '^        (^l/t-^y,}* 

wird,   wo   also   der  Nenuer   algebraisch  von   der  Ordnung   gwei   ver- 
schwindet. 

Inclem  wir  die  oben  fur  die  Differentiale  erster  Ordnung  betreffs 
ihres  Verscnwindens  uncl  Dnendlichwerdens  verabredete  Sprecliweise 
sofort  auch  auf  Differentiale  zweiter  Ordnung  llbertragen  konnen,,  kaben 
wir  das  Eesultat:  E(x,  y)  ist  ein  wn  mei  Stellen  x,  ij  der  Fn  abMn- 
gendes  Differential  swAter  Ordnung,  welches  allenfkalben  von  Null  ver- 
scUeden  ist;  mglekli  ist  dasselbe  stets  endlich,  ausser  im  Falle  der  Coin- 
cident der  leidm  Stellen  x,  y,  wo  E(x,  y)  in  der  Ordnung  mei  unendlich 
wird.  ^  Dass^  wirklicli  diese  Regel  auch  fiir  die  Verzweigungspunkte  der 
Fn  gilt,  wird  man  jetzt  hinterlier,  wenn  man  will,  am  Ausdruck 
(5)  leicht  direct  bestatigen.  In  der  That  wird  der  Esponentialfactor 
(5)  im  einzelnen  Yerzweigungspunkt  >'*  —  l)-fach  oo  und  compensiert 
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solcherweise  das  (K  —  l)-fache  Nullw^erden  von  d£x  bez.  d£y   gerade 

vollst'andig,  u.  s.  w. 

Um  wleder  zu  einer  endliehen  Grosse  cler  Flache  Fn  zn  gelangen, 
multiplicieren  wir  das  Product  —  dt&  d%y  mit  dem  reciproken  Werte 
YOU  E.  Dann  aber  wollen  wir  der  Einfacnheit  halber  gleicli  nocli  das 
Normalintegral  TT  dritter  Gattung  an  Stelle  des  ailgeDieinen  Q  ge- 
brauclieu  *)  ;  und  bilden  soinit  den  Ausdruck: 


_  -rrx  +  dx 

(7)  —  d^xd^jG       X">J  ,    iim 


Von  deu  Eigenseliaften  dieses  Ausdrueks,  die  aus  denen  der  drei  zu- 
samniensetzenden  Factoren  unmittelbar  hervorgelien,  betoneE  wir  zu» 
nachst  nur;  dass  derselbe  bei  Coincidenz  der  beiden  Stellen  x,  y  alge- 
braiscli  von  der  Ordnung  %wei  verscliwindet,  dass  er  nirgends  itnstetiy 
wirdj  nnd  class  sonstige  Nullpunkte  nur  nocli  durch  die  von  der  ein- 
zelnen  Stelle  x  bez.  y  allein  abhangenden  Factoren  d&^dZy  in  be- 
kannter  Weise  geliefert  werden.  Bei  dieser  Sachlage  entscliliessen  wir 
uns,  aus  dem  Ausdruck  (7)  auch  noch  die  Quadratwurzel  zu  ziehen 
und  gelangen  solcherweise  zu  derjenigen  Form  P(xl9  %  ]  yi,y«)  oder 
kurz  P(oDy  y\  welclie  wir  weiterhin  als  die  0ur  Flache  Fn  geliorende 
Pnmform  benennen;  die  Definition  derselben  ist  soinit  gegeben  durck: 


.  __  .__^^___^^ 

und  wir  mogen  aus  (5)  nebenher  aucli  nocli  die  Darstellung: 


(9)  P(x,  y}  =  (x,y,  -  ^yi)  e  fc==1 

anmerken. 

Die  Fnndamentaleigenschaften  der  Primform  sincl  aber  zufolge 
der  bislierigen  Entwicklungen  diese: 

1)  Sie  ist  eine  von  wvei  Stellen  der  Fn  dbliangende  analytiselie,  aber 
niclii  meJir  algebraisclie.  Form  der  Flaclic  vm  der  Dimension  +  1   in 
jeder  Variabelenreihe. 

2)  Sie  ist  auf  der  Flaehe  allentlialben  endlicli  und  stetig. 

3j  Sie  verschwindet  auf  der  Fn  algebraiscli  in  erster  Ordnung  falls 
x  und  y  coincidieren;  ausserdem  verschwindet  sie  im  Grade  ^(K — 1) 
als  Function  ihres  einen  Argumentes  x  oder  y  im  dngelnen  Vergweigungs- 


*)  In  den  genannten  Arbeiten  der  Herren  Klein  tind  Bnrkhardt  wird  von 
der  hierin  liegenden  Specificierung  der  Primform  kein  Gebrauch  gemacht.  Die 
in  diesen  Arbeiten  gebraucMcae  BezeicLnung  S2(a,y)  stellt  demgenfass  die  all- 
gemeine  Primform  vor,  der  gegenuber  das  im  Texte  sogleick  einzufuhrende 
P(x,  y)  die  „ transcendent  normierten'1  Primform  liefert. 
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punJct,  (jans  unabliangig  von  der  lesonderen  Lage  des  anderen  Argumenfes 
y  fats.  a;*).     Sonstige  Niillpurikte  dber  treten  niclit  auf. 

4)  Bind  unter  den  K  aucli  gerade  ZaUen  entlialten,  so  wird  die  ekwelne 
Prmifww,  P(#  ,  y)  an  den  lemgliclien  Vergiveigungsstellen  auf  Fn  verzweigt 
sein.  Aber  es  wird  evident,  dass  sowolil  das  Product  als  der  Quotient 
weier  Prmiformen  P(#;  j/W)  und  P(x,y^}9  mit  specificierten  Stellen 
yM,  y(*\  auf  der  Fn  toicder  allenflialben  unverwodgt  ist.  Urn  derartige 
Verbindungen  von  Priinformen  wird  es  sich  aber  spater  in  erster 
Linie  ijancleln. 

§  10.     Fortsetzung:  Periodicitatselgenscliaften  der  Primform, 

Bezieliiing  derselben  zn  den  ^-Functionen. 
Um  die  Periodicitatseigenschaften  der  Prirnforin  P(x,  y)  festzu- 
stellen,  denken  wir  erstlicla  y  auf  der  Flache  irgendwie  specificiert 
und  lassen  x  die  2p  elenientaren  Periodenbabnen  ah  T)t  des  kanonisclieii 
Systems  nacli  einander  beschreiben,  um  in  jedem  Falle  das  Verhalten 
von  P(a,  y)  zu  beobachten.  Letzteres  liangt  offenbar  wesentlich  nur 
von  dem  Exponentiaif  actor: 


ab?  und  hier  inlissen  wir  nun  das  wArgumentw  x  +  dx  sowie  den  ,,Para- 
meter"  x  dicht  hinter  einander  tiber  eine  gerade  vorgelegte  Perioden- 
balin  hinbewegen. 

Aber  wir  werden,  wie  man  aus  den  Eigenschaften  der  Integrale 
dritter  Gattung  leicht  schliesst,  zu  genau  demselben  Endresultat  gelangen, 
wenn  wir  vorab  bei  unverandertein  Parameter  x  das  Argument  x  tiber 
die  Periodenbahn  Mnbewegen  und  liernaeh  bei  festliegendein  Argument 
den  Parameter  x  dieselbe  Balm  beschreiben  lassen.  Diese  Massnahme 
ermoglicbt  die  Anwendung  der  in  §§  1;  2  entwickelten  Formeln,  wo- 
bei  insbesondere  der  Satz  fiber  Vertauscbbarkeit  von  Parameter  und 
Argument  folgenreieh  wird. 

Besckreibt  das  Argument  x  die  Balm  a,,  so  gelit  nacli  (2)  p.  479 
das  Ini  Exponenten  (1)  stehende  Integral  TT  iiber  in: 

(2)  n'  -  n  +  2i^<»*, 

sofern  wir  bei  der  Durchlaufnng  Ton  at-  die  Richtung  in  der  riektigen 
Weise  gewahlt  haben.  Statt  nun  in  IT'  den  Parameter  x  die  Balm  at- 
besehreiben  zu  lassen;  benutzen  wir  den  Urnstand,  dass  TT'  Vertausch- 


*)  Im  letzteren  Falle  sumxnieren  sich  nattirlicla  die  Ordnungen  des  Verschwin- 
dens,  falls  x  und  y  zugleich  Verzweigungspunkte  der  Flache  Fn  sein  sollten. 
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barkeit  von  Parameter  und  Argument  erlaubt.  Eben  deshalb  gelangen 
wir  zu  clem  richtigen  Schlusswerte  TT",  wenn  wir  In  TT'?  d.  i.  in 

TT  -j-  *2iwjixy,  nocli  einmal  das  Argument  $  iiber  die  Balm  a/  tiilireir, 
aber  hierfiir  stellen  uns  (2j  p.  479  und  I  p.  530  die  notigeu  Formeln 
zur  Verfilgung?  und  wir  gewinnen  offenbar: 

(3)  n"==n 

Indem  Bian  die  elnzelne  Periodenbahn  6t-  einer  analogen  Discussion 
unterzieht,  findet  man,  dass  TT  bei  Durehlaufuug  derselben  am  Scliluss 
seinen  Anfangswert  wiederanninimt  Durch  Rtiekkehr  zur  Exponential- 
grosse  (1)  ergiebt  sich  die  Forme!  : 


falls  der  Punkt  x  den  Weg  at-  bescbreibt,  wahrend  E  direct  in  sick 
fiber  gelit?  falls  x  fiber  die  Balm  &/  lauft. 

Wenn  wir  von  JE7(#;  y)  aus  zur  Primforni  selbst  zuruckgeiien?  so 
ist  die  zusatzliche  Bestimmung  zu  treffen;  dass  nicht  nur  der  Punkt  x 
nach  Durclilaufung  der  Periodenbahn  wieder  seine  Anfangslage  annehmen 
soil,  sondern  dass  aucli  die  liomogenen  Variabelen  #1;o?3  wieder  ilire 
ursprungHchen  Werte  annehnien  mogen.  Dann  aber  gewinnen  wir 
von  (4)  aus  unter  Rucksiclit  auf  (8}  §  9  das  Resultat:  Durchlauft  x 
die  PeriodenbaJin  at,  so  gelit  P(%,  y)  fiber  in: 

($)  p\x?  »)  =  ±  rai^'  + 

durcUmft  x  die  Satin  &f,  so  reprocktciert  sich  P  Us  auf  cinen  etwaiyen 
Zeiclienweclisel  : 

(6)  P'(Xy)  =  +  P(^2/> 

Hiermit  ist  der  Periodencbarakter  der  Primform?  soweit  wir  denselbeu 

gebrauchen  werden,  angegeben. 

Den  Wert  des  Vorzeicbens  der  rechten  Seite  niussten  wir  in  (5) 
und  (6)  unentschieden  lassen.  Aber  nach  den  im  vorigen  Paragrapheu 
abgeleiteten  Eigenschaften  der  Primform  ist  das  Vorzeichen  doch  in 
jedem  Einzelfalle  eindeutig  bestimmt;  wenn  wir  nur  neben  dem  Pe- 
riodenwege  von  x  noch  angeben  wollen?  welche  geschlossene  Wert- 
anderung  dabei  die  eine  der  homogenen  Yariabelen,  etwa  xl}  erfahren 
soil.  Dabei  merken  wir  uns  vor  allem  fur  spater,  dass  der  Wert  des 
fraglicfien  Vorseichens  offenbar  gang  tmabMngig  von  der  lesonderen  Lagc 
des  y  ist  Eben  deshalb  mid  dieses  Vorzeichen  fiir  zwei  Prlmformen 
P(%?y(1}}  tind  P(a?,^2>>  inimer  das  gleiche  sein,  wenn  nur  x  (bez. 
xly  x%)  In  beiden  Primfornien  denselben  Weg  beschreibi 
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Welche  Anderung  P(x,y)  erleidet,  falls  y  "bei  festem  a?  eine  Pe~ 
riodenbahn  beschreibt,  1st  jetzt  sofort  anzugeben.  Es  ergiebt  sicli 
namlicli  aus  den  Formeln  (2)  und  (9)  des  vorigen  Paragraphen  leiclit: 

(7)  Pty,  x)  =  -  P(x,  y). 

Durchlauft  also  y  bei  stehendem  x  die  Balm  ft/,  so  folgt  ans  (5): 


wahrend  bei  Durchlaufung  einer  Bahn  6$  die  Form  P,  von  einem 
etwa  eintretenden  Zeichenwechsel  abgesehen,  in  sich  selbst  iibergelit.  — 
Es  1st  interessant  zu  iiberlegen,  was  aus  der  Priinform  in  dem 
Falle  wird,  class  das  G-escIilecht  der  Riemanrischen  Flaclie  p  =  0  ist. 
Docli  wollen  wir  liier  gieicli  im  speciellen  ss  als  zugehorige  Haupt- 
tunetion  wahlen  und  gewinnen  danu  aus  Forrnel  (9)  p.  505  als  He- 
deutimg  der  sugeliorigen  Primform: 

(9)  J?(^,y)  =ffi!fc  —  ^2^1, 

ein  Ausdruck,  an  clem  die  Eigenscitaften  der  Primform  ja  in  der  That 

uuinittelbar  in  Evidenz  treten. 

Aucn  ini  Falle  der  Gebilde  des  Gcsclileclitcs  p  =  1  wollen  wir  vom 
allgemeinen  Ansatze  etwas  abweichen.  Wir  werden  namlich  Her 
an  Stelle  des  in  den  Verzweigungspunkten  verscnwindenden  Diffe- 
rentials d£s  lieber  das  auf  der  Flaclie  uberall  endliche  und  nicht  ver- 
schwindende  Differential  djs  verwenden,  wo  j  das  zugeliorige  Integral 
erster  Gattung  ist.  Das  hat  zur  Folge,  dass  wir  auf  einer  Flache 
p  =  1  mit  der  Primfwiction: 


_fja!-f  <Z«,0-My 

(10) 

arbeiten  wollen.     Setzen  wir,  um  Anschluss  an  unsere  friiheren  Be- 
zeichnungen  fur  ju  =  1  zu  gewinnen,  bei  stehendem  y: 

•„„        u 

fj  =  __.         T  ==  Q? 

CD2 

so  liefern  die  Formeln  (5)  und  (6)  das  Eesultat: 


und    das  sind;    bis    auf    das    sich    unserer  Beurteilung   zunacht    ent- 

ziehende  Vorzeicten,    dieselben   Formeln ,    welche    das  Verhalten    der 

Function  ^  (~ ;  rj    gegeniiber   Periodenwegen   charakterisieren   (cl  I 

p.  161).  Uberdies  ist  hier,  bei  p  =  1,  P(%,y}  eine  Function  der  Fn} 
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die  auf  dieser  Flacbe  nur  einen  einzigen,  bel  u  =  0  gelegenen  Null- 
punkt  erster  Ordnung   aufweist,     JEs  ergiebt  sicli  da/raws  die  Identical: 

(11)  P(*,»)-c- 

wo  c  eine  von  u  undblmngige  Zalil  ist,  die  ivir  unbestimmt  lassen. 

Der  blerniit  erkannte  Zusammenhang  der  Primforin  mit  der 
Function  ^  ini  Falle  p  =  1  liefert  einen  interessanten  Ansatz  aucb  fiir 
p  >  1.  Im  Falle  p  >  1  gescbiebt  der  tJbergang  vom  Differential  d%  zum 
Differential  eines  Integral-s  erster  Gattung,  ebenso  wie  beij>=l?  durcli 
Multiplication  von  d^  mit  der  beziigliclien  Form  <p.  Aber  man  bedenke? 
dass  das  einzelne  (p  auf  Fn  (2j)  —  2)  bewegliclie  Nullpunkte  hat. 
Falls  wir  also,  dem  Ausclruck  (8)  p.  505  der  Primform  gemass,  irgend 
einen  Factor]/^  anbringen  wiirden?  miisste  das  Product  an  gewissen 
2-p  —  2  Stellen  von  Fn  verzweigt  sein.  Wir  entsetdiessen  uns  bei 
dieser  SacUage?  nur  solche  Formen  g?  heranzuzielien?  deren  2p  —  2 
l)ewegliclie  Nullpunkte  &u  Paaren  an  (p  —  1)  Stellen  tder  Flacfie  coinci- 
dieren.  Aus  der  Theorie  der  Zweit&ilung  der  zu  unserem  Gebilde  ge- 
liorenden  AbeFscben  Fnnctionen*)  folgt?  dass  es  ^~1(2^—  1)  parti- 
culare  Formen  9?  dieser  Art  giebt.  Im  Eaume  JRp—i  der  Nornaalcurve 
der  cp  (cf.  I  p.  569)  wlirden  diese  speciellen  Formen  9?  solche  Ebenen 
liefern,  welche  die  Normalcurve  iiberall  da?  wo  sie  dieselbe  treffen? 
gleich  berilliren*,  fur  p  ==  3  erlaalten  wir  z,  B.  die  28  Doppeltangenten 
der  ebenen  Curve  vierter  Ordnung.  Eben  dieserhalb  bezeichnet  man 
jene  2^~~1(2^ —  1)  verscliiedenen  Formen  9  auch  wohl  als  Beruhnmgs- 
formen  g?  der  Flacte  Fn. 

Man  wahle  jetzt  aus  den  2-^~1(2^ —  1)  Formen  g>.  eine  einzelne 
aus  und  bilde  den  Ausdruck  Yq>x  cpy  •  P(x,  y).  Derselbe  ist  vor  allem 
von  nullter  Dimension  so  wohl  in  xly  x%  w^e  ^i?  *Jzi  er  stellt  also  eine 
von  zwei  Stellen  der  Flache  abh'angende  Function  derselben  dar?  welche 
das  Periodenverhalten  der  Primform  teilt.  In  den  Yerzweigungspunkten 
bleibt  unsere  Verbindung  y<px<py*P(&9  y}  endlich  und  nicht-verschwin- 
dend?  wie  dieselbe  denn  aueh  auf  der  ganzen  Flache  stetig  ist.  Aber 
neben  dem  Nullpunkte  x  =  y  treten  bei  stehendem  einen  Arguments 
x  oder  y  fur  das  variabel  gedachte  andere  Argument  noch  gewisse 
(p  —  1)  auf  der  Fn  festliegende  Nullpunkte  erster  Ordnung  ein;  eben 
die  Nullpunkte  unserer  Beruhrungsform  g??  die  vorhin  ausgewablt  warde. 
—  Und  nun  ist  das  Interessante;  dass  wir  in  dem  Ausdruck  nullter 
Dimension  Yy^yy  *  P(x9  y),  bis  auf  einen  von  x  und  y  unabhangigen 


*)  Cf.  Clebsch-Gordan,  1.  c.  p.  264. 
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Factor  c  (der  wieder  unbestiranit  bleibe),  direct  eine  jener  2f~  1(2^—  1) 
TJiefafunctionen  von  ungerader  Charahteristik  vor  uns  seJien: 


(12) 

Wir  haben  diese  Entwicklung  nur  soweit  gegeben,  uni  Anschluss 
an  das  sonst  gebrauchliche  Hiilfsinittel  der  Thetafunctionen  zu  gewinnen. 
Bei  unseren  eigenen  weiteren  EntwieMungen  wollen  wir  aber  immer 
nur  yon  der  Priniforni  selbst  Gebrauch  machen,  Es  stellt  uns  die 
Prim  form  P(x9y)  den  Bestandteil  vor;  welcher  den  2^~~1(2^  —  1)  unge- 
raden  Thetafunctionen  der  Fn  gemelnsam  ist,  und  dieser  allein  1st 
fernerhin  wesentlick.  In  der  That  sind  die  (p  —  1)  ,,festen"  Null- 

X 

punkte,  welche  ^  (/)    als  Function   von  x  auf   der  Flaehe   aufweist, 

fur  alle  weiterhin  in  Betracht  kommenden  Zwecke  der  Verwendung 
der  Thetafunctionen  durchaus  gleichgiiltig;  sie  liemmen  vielmehr  nur 
gelegentlich  die  Durclisichtigkeit  der  Deduction. 


§  11.     Darstellnng  der  algebraisclien  Functionen  und  Integrale 
der  Fn  durcli  die  Primform. 

Die  centrale  Stellung,  welche  die  Weierstrass'sche  Primfunction 
in  der  Theorie  der  algebraischen  Gebilde  einnimmt,  ist  darin  begrundet? 
dass  sich  vermog£  derselben  die  iibrigen  Functionen  des  einzelnen 
Gebildes  in  einer  besonders  ubersichtlichen  Gestalt  darstellen  lassen. 
Indem  wir  bei  dem  Bericht  uber  diese  Gegenstande  sofort  wieder 
foL'inentheoretiseh  verfahren,  bringen  wir  als  eine  erste  Yerwendung 
der  Pnmform  die  Darstelhmg  der  algebraisclien  Functionen  der  Flaehe 
(lurch  dieselbe.  Sei  also  w  eine  w-wertige  algebraische  Function  der 
Fn,  deren  Nullpunkte  bei  ^  =  x^  x*< . . . ,  xm  und  deren  Unstetigkeits- 
punkte  bei  s  =  y1}  y2?  . . .,  ym  liegen  (wobei  naturlich  unter  x^  %2iy1}  y% 


*)  tlber  die  Thetafanctionen  und  ihre  Bezieliung-  zu  den  algebraischen  Punc- 
tlonen  vergl.  man  ausser  Ble mann's  Abbandlung  fiber  die  Theorie  der  Abel'sclien 
Funetionen  auch  noch  diejenige  iiber  das  Yerschwinden  der  #- Function  en  in 
Crelle's  Journal  Bel.  65  (1865)  oder  gesammelte  Werke  p.  198  if.  Ansserdem 
kommen  hier  wieder  Glebsch-Gordan,  AleTsclie  Functionen,  und  im  Anschluss 
daran  die  bezuglielaen  Teile  von  Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  <tiber  Geo- 
metrie,  in  Betracbt,  sowie  far  den  Fall  des  Gescblechtes  ^==3  Weber  )9Tfieorie 
der  Ale?schen  Functionen  wm  GeschlecMe  p  =  3U,  Berlin  (1876).  Als  einfiihrendes 
Buch  nennen  wir  etwa  das  in  Bd.  I  haufig  citierte  Werk  Neumann's  fiber 
RiemaniL's  Theorie  der  Abei'schen  Integrale  p.  322  ff. 
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im  Augenblick  niclit  die  lioinogenen  Variabelen  geinelnt  sindX     Man 
bilde  nun  den  Primformquotienten  : 


und  untersuche  denselben  als  Function  von  &  auf  der  Fn.  Da  im 
Zahler  und  Nenner  die  gleiche  Anzahl  yon  Factoren  steht,  so  haben 
wir  vor  allem  niit  einer  Function  der  Fn  zu  thun,  welche  iiberdies 
augenscheinlich  gerade  in  derselben  Weise  verschwindet  und  unstetig 

wird  wie  w.  Bei  Durchlaufung  der  Periodenbalin  &/  gelit  der  Quotient 
(1)  in  seinen  ursprunglichen  Wert  wieder  iiber;  bei  Durchlaufung  der 
Balm  a>i  aber  reproduciert  er  sidh.  bis  auf  den  Factor: 

-s<*  (2%**  -2  %**}        *i*2***yt 

l 


k 

e 


und  dieser  Factor  ist  zufolge  des  Abel'schen  Theorems  (5)  p.  483 
gleichfalls  mit  1  identisch.  Da  mithin  der  Quotient  (1)  auf  Fn  ein- 
deutig  ist,  so  wird  derselbe  die  Function  w  bis  auf  einen  constanteia 
Factor  darstellen.  Erne  m-wertige  algebraisdie  Function  w  der  Fn  mit 
den  Nulljpunkten  xl9  .  .  .  ,  xm  und  den  Unstetigkeitspimlttcn  yly  .  .  .  ?  ym 
lasst  sicJi  vermoge  der  Primfonn  in  der  Gestalt: 


darstellen,  wo  c  eine  von  0  unabhangige  Zalil  ist. 

Zufolge  (11)  §  10  begreift  diese  Formel  (2)  jene  Darstellung  der 
doppelt-periodischen  Function  en  wten  Grades   durch  die  Function 


oder    ^  (-U}  unter  sicb,  von  welcber  wir  in  I  p.  157  handelten.     Als 

1\G)S/  '  r 

niedersten  Fall  aber  baben  wir  nach  (9)  §  10  in  (2)  fur  p  =  0  die 
rationale  Darstellung  irgend  einer  algebraischen  Function  einer  Flaebe 
p  =  0  durch  eine  zugehorige  Hauptfunction.  Zugleich  ist  Formel  (2) 
als  Verallgemeinerung  dieser  fur  die  Flachen  p  ==  0  und  p  =  1  selir 
bekannten  Darstellungen  auf  die  Falle  p  >  1  anzuselien?  wie  deun  auch 
aus  (2)  der  Grund  fiir  die  Benennung  ??Primform"  ersiclitlicli  ist*). 

Vor   allem  ist  es  nock  interessant?  die  naclifolgende  Darsfellung 
dcs  Normalintegrals  dritier  Gattung  durch  die  Primfonn: 


anzumerken.     Der  Beweis  fur  die  Richtigkeit  dieser  Forme!  entspringt 


*)  Wegcii  der  Darstellnng  algebraiscber  Formen  der  FlJirhe  clnrch  die  Prim- 
form  sehe  nian  Klein,  Math,  Annalen  Bd.  36  pag.  14  ft'. 
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aus  deni  Umstande,  dass  man  an  dern  anf  der  reehten  Seite  (3)  stehen- 
den  Ausdruck  sofort  alle  charakteristischen  Eigenschaften  cles  Integrals 
TTf'f  nackweisen  kann,  wie  man  leielit  ins  einzelne  zeigt.  Die  Forme! 
(3)  ist  deslialb  wicbtig,  well  man  die  Defmitionsgleicliung  (8)  p.  505  der 
Primform  gewissermassen  als  Umkelming  wn  (3)  ansehen  famn.  Nimmt 
man  namlich  i  und  17  in  unmittelbarer  Nahe  von  x  bez.  y  an,  so  wird 
g  =  x  +  dx,  i]  =  y  +  dy  und  daraufhin  P(x7  1)  =  ^g.r?  P(y,  fl)  =  rfgy. 
Mit  Eucksicht  aaf  (7)  p.  508  ergiebt  sicli  also  aus  (3): 


yon   wo   aus  die  Definitionsgleiehung   der  Priniform  sofort  aufs  neue 
entspringt. 

Aus  (3)   kann   man   auch   nocli   ftir   das   Normalintegral   vweiter 
Gattnng  die  Darstellung  gewinnen: 


_ 
*      —  at 

doeh  verweilen  wir  hierbei  niclit  mehr  langer*). 

§  12,     Vom  ITmkehrproblem  mad  seiner  Attflosiuag. 

Eine  zweite  Verwendung  der  Primform  liaben  wir  bei  der  Be- 
sprecliung  des  ~Umltehr$r6blems  zu  machen;  anf  dessen  Discussion  wir 
hier  soweit  eingehen  wollen,  dass  seine  allgenieine  Auflosbarkeit  her- 
vortritt**).  Dieses  Problem,  welches  im  Falle  des  Geschlechtes  p=\ 
in  bekannter  Weise  zur  Einftihrung  der  doppeltperiodischen  Functionen 
ftilirt,  formulieren  wir  fur  unsere  beliebige  Riemann'sche  Flache  Fn 
•vom  Geschlechte  p  vermoge  der  p  Gleicliungen  : 


Dabei  sollen  die  jly  ...,jp  ein   System   unabhangiger  Integrale   erster 


:i")  Endlich  lassen  sick  aucii  nocii  die  Integuale  erster  Gattung  auf  die  Prim- 
form  beziehen,  indem  man  die  Periodeneigenschaften  der  letzteren  nach  dieser 
Riclitung  Hn  ausbeutet.  Die  Primform  erscheint  so  als  getneinsame  Quelle  aller 
auf  der  Eiemann'sclien  Flache  gewolanlick  betrachteten  Eunctionen;  wir  gehen 
aber  auf  diese  Auffassungj  die  Weiers  trass  TerscMedentlick  in  seinen  Vor- 
lesungen  entwickelt  nat,  uicbt  weiter  ein. 

**)  Man  vgl.  betreffs  des  Umkelirproblems  die.  Jacob!'  sche  Originalsckrift  in 
Bd.  13  von  Crelle's  Journ.  (1835),  sodann  weiter  die  schon  p.  510  bei  Gelegenneit  der 
ThetafanctionengenanntenWerke  von  Clebscn-Gordan,  Clebsch-Lindemann, 
"W©  b  e  r  und  Neumann.  Auf  die  bezugliclien  Entwicklungen  von  We  i  e  r  s  t  r  a  s  a  (in 
seinen  Yorlestmgen,  sowie  in  Crelle's  Jonrn.Bd.  47  (1854))  kommen  wir  im  Teste  znriick. 
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Gattung,  also  etwa  unsere  Normalintegrale  bilden;  es  sollen  ^  ,...,<?,„. 
gewisse  m  auf  der  Flache  Fn  willktirlich  ausgewaWte  Punkte  sei»; 
nnd  endlich  verstelie  man  unter  C1?.  .  .  ?  Cp  Irgendwle  gewaHte  p  end- 
liehe  Grossen.  Unser  Problem  sei  dann;  aus  den  p  Gleiclmngen  (1)  ein 
System  von  m  Punkten  rr1?  .  .  .,  xm  auf  der  Flaclie  Fn  zu  bestimm&i,  so 
class  den  G-leietmngen  (1)  daditrch  Genilge  gescJiieht. 

Nehmen  wir  zuvorderst  die  Existenz  einer  Losung  #1;...,o;OT  an; 
so  1st  sogleich  evident,  dass  jedes  mit  xt  ,  .  .  .  ,  xm  aquivalmte  funlrtsystem 
%i,  -  •  -,%'»  der  Fn  gleiclifalls  eine  Losung  von  (i)  liefert.  In  der  That 

folgt  ja  aus  dem  Abel'sclien  Theorem: 

t 

x±  TO'  xm 

(2)  fdjt  +  fdjt  +  -  -  -  +  Jdjt  -  0, 

^  ^  xtn 

so  dass  die  ^>  Gleichungeu  (1)  fur  das  System  xi  ?  .  .  .  ,  xm  erfullt  sind? 
falls  sie  fiir  a;1?  .  .  .  ,  xm  gelten. 

Der  gewonnene  Satz  ist  aber  auch  umkehrbar:  Haben  wir  in 
x1  }  .  .  .  ;  xm  und  x[7  .  ,  .  ,  x'm  0ivei  Losungen  von  (1)?  so  sind  diese  leiden 
Punktsysteme  der  Fn  aquivalent  Dies  zeigt  man  nun  mit  der  Prim- 
form  dureh  die  sogenannte  Umkehraag  des  AbeFsehen  Theorems  (2). 
Es  ergeben  sieh  namlich  durch  Subtraction  der  auf  die  beiden  vorge- 
legten  Losungen  bezogenen  Gleichungen  (1)  .fiir  unsere  beiden  Punkt- 
systeme  die  p  Gleichungen  (2)  des  Abel'sdhen  Theorems  9  und  eben 
dieserhalb  ist 


auf  der  Fn  eindentig,  insofern  bei  Periodenwegen  des  0  Zahler  und 
Nenner  in  (3)  zufolge  der  bestehenden  Gleichungen  (2)  jeweils  den 
gleicnen  Exponentialfactor  annehmen.  In  (3)  haben  wir  sonait  (da 
wesentlich  singulare  Punkte  nicht  Yorkoinmen)  eine  m-wertige  alge- 
braisehe  Function  mit  den  Nullpunkten  %L}  .  .  .  ,  ocm  und  den  TJnstetig- 
keitspunkten  a?/,...?^  Tor  uns?  so  dass  diese  beiden  Punktsysteme 
thatsaehlieh  Equivalent  sind. 

Bei  dieser  Sachlage  giebt  uns;  sofern  uberhaupt  eine  Losung  von 
(1)  existiert?  der  Riemann-Rocli;sche  Satz  sogleieli  die  Gesamtheit  aller 
Losungen  an:  sie  wird  einfach  von  den  OOW—P  +  *  PunJctsystemen  geliefert, 
die  mit  jenem  ersten  System  iigmvalent  sind. 

Unsere  weitere  Besprechung  bezieht  sieh  sonach  auf  die  Frage, 
ob  uberhaupt  eine  Losuog  von  (1)  esistiert.  Hier  aber  ist  zu  be- 
merken,  dass  fiir  m  <_p  zwischen  den  d  jedenfalls  Bedingungen  be- 
stehen  mfissenj  falls  eine  Losung  existieren  soil.  Wie  die  Verhaltnisse 
m  dieseni  Betracht  liegen  mogen?  entzieht  sieh  indessen  unserer  augen- 

ICloin-S'ricke,  ModulfuuGtionen.  II.  lio 
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blicklielien  Betrachtung,  und  wir  nehmen  dieserlialb  m>p  an.  Fur 
m  =  $>  werden  wir  sogleicli  die  E%isten&  einer  Losung  des  Unikelirproblems 
nachweisen  Wnnen.  Damit  ist  ether  mgleicJi  fur  alle  Falle  m>p  die 
Losba/rkeit  bewiesen;  denn  wir  brauchen  fur  m>p  nur  etwa 


'  •  ?  %m  =  CUl 

zu  nehmen  und  die  #n  .  .  .,  xp  nach  den  Regeln  des  Falles  m  =  p  zu 
bestimmeri. 

Die  Existenz  einer  Losung  sslf  .  .,,  ocm  des  Umkelirproblenis  (1) 
fur  m—p  werden  wir  jetzt  vermoge  eines  von  Weierstrass  lier- 
rtihrenden  Gedankenganges  beweisert,  den  wir  sogleicli  'ini  Anschluss 
an  die  unter  (4)  zu  gebende  Potenzentwicklung  daiiegen.  Bei  dieser 
Deduction  werden  wir  die  Yorraussetzung  machen  mussen,  dass  die 
p  Punkte  Cj,  ...;Cp  der  Fn  kein  Specialpunktsystem  im  Sinne  von 
I  p.  552  bilden,  d.  n.  dass  keine  Form  «p  in  diesen  p  Punkten  zugleieh 
verschwlndet.  Sollte  dies  aber  zufallig  bei  den  in  (1)  vorgelegten 
Stellen  cly  .  .  .,  cp  zuizreffen,  so  ersetze  man  sie  durch  ein  System  ci,  ..,, 
Cp,  welches  kein  Speeialpunktsystem  vorstellt  und  scbreibe  dement- 
sprecliend: 


Jede  Losung  des  damit  fomiulierten  Umkehrproblems  : 


wird  dann  obne  weiteres  auch  eine  Losung  des  Problems  (1)  liefern. 
Dass  aber  iiberhaupt  Systeme  zu  p  Punkten  c  existieren;  die  keine 
Specialpunktsysteme  sind?  sieht  man  sofort  von  der  Nortaalcurve  der 
<p  im  Raume  HP—i  aus:  eine  ;,Ebene"  dieses  Raumes  ist  namlich 
dureh  (p  —  1)  Punkte  bestimnibar7  und  j)  Punkte  der  Curve  liegen  ini 
allgemeinen  nielit  in  einer  Ebene,  weil  sonst  die  Normalcurve  der  (p 
nicht  ;;eigentlieh"  im  Bp~.i  gelegen  sein  wlirde. 

Man  denke  ntinmenr  urn  die  p  Stellen  c1>...,cp  der  Flache  p 
encUiche  Bereiche  abgegrenzt  und  benenne  auf  dern  /£ten  unter  ihnen 
durch  |A  ein  en  veranderliehen  Punkt.  Das  Integral  jfk'c*  gestattet  in 
der  Umgebung  von  ck  die  Potenzentwicklung: 

(4)  j/*'c*  =  af'Vfa  -  c$  +  aJ'>V(&  -  ctf  +  -  -  -, 

und  wir  konnen  jenen  endlicti&ii  Bereieh  so  klein  wahlen,  dass  inner- 
lialb  desselben  die  p  fur  i=  1,2,  •••  9p  eintretenden  Potenzentwick- 
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lungen  (4)  allenthalben  convergieren*).  Bier  ist  nun  —  und  das  1st 
ein  wesentlicher  Punkt  unserer  Deduction  —  die  jj-gliedrige  Determi- 
nante  |  a^M  \  von  Null  versehieden:  eben  diesen  Umstand  danken 
wir  unserer  Verabredung,  dass  die  cl?...ycp  kein  Specialpunktsystem 
bilden  sollen;  wie  man  solches  leicht  ins  einzelne  liberlegen  wird. 

Bilden  wir  jetzt  die  p  Integrals  ummen  (1)  fur  m  —  p  und  xk  =  ^, 
so  werden  jedenfalls  die  Werte  dieser  Sunamen  gewisse  endliche  Be- 
trage,  dem  absoluten  Werte  nacli?  nicht  tiberselireiten  konnen.  Von 
diesem  Unistande  geleitet,  forninlieren  wir  die  Gleiclmngen  : 

l 
(5) 

mit  der  Bedeutung: 

(6)  D,_-£*, 

/  m    ? 

wo  m  eine  hinreichend  gross  zu  wahlende  ganze  positive  Zalil  sein  soil; 
solcbergestalt  kann  man  fur  jedes  Dz-  einen  absoluten  Betrag  erreichen, 
der  innerhalb  des  gerade  bezeichneten  Wertbereichs  fur  unsere  auf 
die  §fc  bezogenen  Integralsunimen  liegt. 

Urn  jetzt  zunacnst  das  besondere  Umkehrproblein  (5)  zu  Idsen, 
tragen  wir  die  Entwicklungen  (4)  ein  und  erhalten  die  p  Gleichungen: 


fur  i  =  1,  27  .  .  .,  p.  DSL  die  Determinante  |  a^''A")  |  ^  0  ist?  so  konnen 
wir  nacn  Satzen  der  Reihentlieorie  durcn  Inversion  dieses  Gleieliungs- 
systems  die  p  Grossen  (%&  —  c*)  in  Potenzreihen  : 

(8)  &-c*-?*(A»A,---,I>p) 

entwickeln?  von  denen  sich  zeigen  lasst;  dass  sie  convergieren,  falls 
die  Betrdge  von  DlJD^...JDp  gewisse  p  endlicJie  wn  0  verschiedene 
Zahlen  nicht  uberst&igen.  Ungeachtet  der  besonderen  Werte,  die  for 
die  C{  gegeben  sein  mogen?  haben  wir  so?  falls  nur  m  als  ganze  po- 
sitive endliche  Zahl  binreiehend  gross  gewahlt  wurde?  in 

(9)  &  —  ^  +  5p*CA,A,---,A) 

hatsaclilicli  ein  Losungssystem  des  ftesonderen  Umkehrprdblems  (5)  ge- 
wonnen. 

Nacn  Gewinnung  dieses  Eesultates  gelingt  der  Absehluss  unserer 
Dntersuchung  vernaoge  einer  aueh  sonst   mehrfach  gebrauchten  Uber- 


*)  Betreffs  der  BedeutiiBg  der  EntwicklungsgrSssen  (i  —  c)  miissen  wir  an 
der  Bestimmung  von  I  p.  497  u.  f.  festhalten. 
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legung*),  die  auf  der  Construction  einer  algebraischen  Function  init 
fest  gegebenen  Unstetigkeitspunkten  und  mit  teilweise  fixierten  Null- 
punkten  berulit.  Urn  fur  die  Her  gemeinte  Function  die  in  I  p.  540 
abgeleitete  Darstellung  durch  Integrale  2ter>  Gattung  zu  benutzen,  ver~ 
stehen  wir  unter  d19  d%}  .  .  .,  dp(m+-q  irgend  ein  Punktsystem,  welches 
mit  dem  (m  +  l)-faeh  gezahlten  System  der  Punkte  C19...,cp  aqui- 
valent  1st;  und  zwar  mogen  YOB  den  Punkten  d  keine  zwei  coincidieren. 
Die  allgemeinste  p(m  -{-  l)-wertige  algebraisclie  Function  w  der  Fn, 
welche  an  den  Stellen  d  der  Flache  je  einfach  unendlich  wird;  ist  als- 
dann  nach  I  1.  c.  in  der  Gestalt: 

(10)  w  =  #0  +  ffj  ^  +  «2  ^2H  -----  1-  Op(TO+l)  Zdp{m+1) 

darstellbar7  und  hier  bestehen  zufolge  des  E.iemann-Rocb.7sctien  Satzes 
fur  die  Coefficienten  a  gerade  p  lineare  Bedingungen,  so  dass  nocli 
(mp  +  1)  Coeffieienten  unbestimmt  bleiben.  Scbreiben  wir  jetzt  vor, 
dass  mp  Nullpunkte  von  w  auf  Fn  particulare  Lagen  haben  sollen,  so 
hat  dies  mp  weitere  lineare  Bedingungen  fur  die  a  im  Gefolge.  Dabei 
ist  es  gleictgultig?  ob  diese  Nullpunkte  durchgehends  getrennt  liegen 
oder  in  irgend  welcken  Anzahlen  coincidieren  inogen;  nur  hat  man 
leicht  ersichtlicher  Weise  im  letzteren  Falle  von  den  Reihenentwick- 
lungen  der  Z  neben  den  Absolutgliedern  auch  noch  bohere  Potenzen 
bei  der  Rechnung  mit  in  Betracht  zu  ziehen. 

Die  vorzusclireibenden  mp  Nullpunkte  identificieren  wir  nun  mit 
dem  m-fach  genommenen  System  der  in  (9)  berechneten  Punkte  |A. 
Es  kann  sein,  dass  die  Verhaltnisse  der  Coefficienten  a  dadurch  gerade 
eindeutig  bestimmt  sind;  es  kann  aber  auch  sein,  dass  die  mp  linearen 
Bedingungen  nicht  von  einander  unabhangig  sind,  und  in  diesem  Falle 
wahle  man  w  unter  den  verschiedenen  Moglichkeiten  particular  aus. 
Die  so  gewonnene  Function  w  wird  dann  aber  noch  weitere  p  Null- 
punkte auf  Fn  besitzen?  und  diese  Punkte  nennen  wir  x1}  %2}  .  .  .,  xp. 
Alsdann  haben  wir  nach  dem  Abel'schm  Theorem  die  p  Gleichungen: 


*«=!        ck  fc=l    CA 

Denn  in  der  That  bilden  zufolge  der  Existenz  jener  Function  w  die 
j)(m+l)  oberen  Grenzen  in  (11)  ein  mit  dem  (m  +  l)-fach  ge- 
zahlten System  cly  .  .  .,  cp  aquivalentes  Punktsystem.  Hierbei  haben  wir 
in  (11)  sogleich  von  einer  sehr  speciellen  Zuordnung  der  Punkte  beider 
Systeme  Gebrauch  gemacht;  aber  man  bemerke;  dass  eine  Abanderurig 

*)  Siehe  z.  B,  Clebsch-Gorclan,  1.  c.  pag.  137. 


VI,  1.    Neue  Ausfuhrungen  zur  Theorie  der  aigebraischen  Ftractionen.       517 

dieser  Zuordnung  die  j)  Integralsnmmen  (11)  nur  nni  ein  System 
siinultaner  Perioden  modificiert,  welclies  man  durcli  geeignete  Ausge- 
staltung  etwa  des  Integrationsweges  von  GI  nacli  x±  wieder  zum  Wegfall 
brlngen  kann. 

Letzten  Endes  trage  man  in  (11)  fur  die  an  erster  Stelle  stehende 
Sumnie  iliren  Wert  ans  (5)  and  (6)  ein  und  findet: 

(12)  ^fdjt—C(,    ^  =  1,2,..-^, 

fcassl     Cfc 

so  dass  thatsacJilicJi  im  System  der  Pwikte  xl?  x%,  . ..,  xp  die  gesuclite 
Losung  des  UmTceJirproblems  (1)  fur  m  =jp  getvonnen  ist  Damit  ist 
also  das  in  Rede  stehende  Problem  in  deni  oben  in  Anssiclit  genom- 
menen  Umfange  wirklicli  gelost. 


Eine  Frage,  die  sich  fur  uns  jetzt  an  die  mannigfachen  GesicKts- 
punkte  des  vorliegenden  Kapitels  unmittelbar  anscliliesst7  ist  die7  wie 
sich  dieselben  im  Gebiete  der  Theorie  der  Modulformen  anwenden 
und  ausgestalten  mogen.  Wir  konnen  indessen  auf  die  hiermit  ge- 
gebene  Problemstellung,  wie  wir  schon  gelegentlicli  andeuteten,  erst 
irn  tibernachsten  Kapitel  eingehen,  da  wir  vorab  unsere  allgemeinen 
functionentheoretischen  Entwicklungen  erst  noch  naeh  einer  anderen 
Richtung  auszubauen  habeu. 


Zweltes  Kapitel. 

Allgemeine  Tlieorie  cler  algebraiselieu  Correspondenzen  mid  des 
Correspondenzprincips. 

Urn  sp'aterhin  innerhalb  der  Modullelare  die  besonderen  Corre- 
spondenzen der  Transformation stheorie  mit  Erfolg  beliandeln  zu  konnen? 
gehen  wir  hier  zun'achst  auf  die  allgemeine  Tlieorie  der  algebraischen 
Correspondenzen  naher  ein;  wie  sich  dieselbe  zumal  in  neuerer  Zeit 
herausgebildet  hat 

Die  Theorie  der  Correspondenzen  untersucht  das  auf  Grand  ana- 
lytischer  Gesetze  geregelte  Entsprechen  von  Punkten  anf  algebraisclien 
Curven,  wie  wir  es  in  nnseren  schon  friiher  (p.  156)  besproclienen 
speciellen  Beispielen  von  Modular  Correspondenzen  zu  betraehten  batten. 
Es  verdankt  die  Tlieorie  der  Correspondenzen  ihre  Entstehung  den 
Gedankenentwieklungen  der  Geometer;  in  der  That  ist  es  Chasles*) 
gewesen,  welcher  um  1864  zuerst  besondere  Untersuchungen  fiber 
derartige  Correspondenzen  auf  algebraischen  Curven  anstellte,  und 
welcher  fiir  den  in  unserem  Sinne  sehr  besehrankten  Bereich  seiner 
Betracbtimg  dasjenige  Theorem  formulierte,  welches  wir  weiterhin  als 
?jCorrespondenzprincip"  kennen  lernen  werden*  Die  Beschrankung  der 
Chasles'schen  Untersuchung  aber  bestand  darin,  dass  das  Geschlecht  p 
der  Grundeurve,  auf  welcher  Correspondenzen  betrachtet  werden,  gleich 
Null  ist.  Die  Erweiterung  des  fraglichen  Correspondenzprincips  auf 
Curven  eines  hoheren  Geschlechtes  wurde  dann  von  Hrn.  Cay  ley**) 
ohne  Beweis  gegeben  und  spaterhin  durch  Hrn,  Brill***)  zum  Nach- 
weis  gebracht. 


*)  Siehe  die  Comptes  rendus  der  Pariser  Akademie  vom  27.  Juni  1864. 
**)  On  the  correspondence  of  two  points  on  a  curve,  Proceedings  of  the  London 
mathematical  society  (1866);   Second  memoir  on  the  curves,  which  satisfy  given 
conditions,  Philosophical  transactions  (1868). 

***)  Uber  JEntsprechen  von  Punktsytfemen  cwf  einer  Curve,  Math.  Ann.  Bd.  6 
(1873);  Uber  die  Correspondent formel ,  Math.  Ann.  Bd.  7  (1874).  Hr.  Brill  ist 
spaterhin  in  zwei  Arbeiten  Math.  Ann,  Bd,  31  (1887)  und  Bd.  36  (1890)  auf  die 
Correspondenztheorie  zuruckgekommen  Tergl.  auch  die  neuerdings  erschienene 
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Indessen  war  bei  dem  Merarit  erreichten  Entwicklungsstadiuin  der 
Correspondenztheorie*)  elne  specielle  Classe  von  algebraisclien  Corres- 
pondenzen  auf  besonderen  algebraisclien  Curven  deni  Verstandnis  nocli 
unzug'anglich  geblieben^  und  hier  war  es  erst  den  Riemann'schen 
Methoden  vorbenalten ,  die  fiir  das  Gesamtgebiet  der  algebraischen 
Oorrespondenzen  erschopfende  Aufklarung  zu  geben.  Diesen  ent- 
scheidenden  Schritt  in  der  Correspondenztheorie  gethan  zu  naben, 
ist  das  Verdienst  des  Hrn.  Hurwitz**).  Dnrch  Verwertung  der  zur 
Grundcurve  gehorenden  Integrate  &rster  Gattung,  welche  in  HurwitzJ 
Hand  bereits  vorher  bei  den  Modularcorrespondenzen  zu  uberrasclien- 
den  Erfolgen  gefiihrt  hatten?  gelang  es  ihm?  fiir  die  allgemeine  Cor- 
respondenztheorie  iminer  gtiltige  Grundlagen  zu  gewinnen.  Insbesondere 
warden  dabei  jene  bis  dahin  unzuganglich  gebliebenen  Correspondence!! 
ihrem  Wesen  nach  vSllig  aufgeklart;  wir  werden  dieselben  weiterhin 
als  singuldre  Correspondenzen  kennen  lernen. 

Fiir  nns  kommt  es  ganz  wesentlieh  nur  auf  die  Hurwitz?sclie 
Theorie  an.  Diese  allein  soil  also  weiternin  entwickelt  werden;  frei- 
lich  werden  wir  uns  dabei  mehrfache  Abweichungen  von  der  ursprling- 
lienen  Hurwitz?schen  Darstellung  erlanben,  die  aber  nur  methodiscbe 
sincl.  Vor  all  em  mag  sogleien  hervorgehoben  sein?  dass  wir  an  Stelle 
der  von  Hrn.  Hurwitz  verwendeten  ^-Function  allenthalbeu  die  Prini- 
forin  gebrauchen  werden,  was  nach  den  beziigliclien  Bernerkungen  im. 
vorigen  Kapitel  unmittelbar  gerechtfertigfc  erscteint.  She  wir  iibrigens 
Hurwitz'  allgemeinen  Ansatz  formulieren  (in  §  2)  und  dann  weiter 
entwiekeln,  sollen  in  §  1  einige  vorbereitende  und.  einleiteiide  Betraeh- 
tungen  gegeben  werden, 

§  1.    Von  den  Correspondenzen  imd  dem  Oorrespondenssprineip 

dor  Geometer* 

Die  Fragestelkmg  der  Geometrie^  welche  mm  Ausgangspunkt  der 
Correspondenztheorie  wurde,  konnen  wir  in  der  folgenden  Art  angeben: 
Auf  einer  ebenen  Grundcurve  Cn  der  wtea  Ordnung  seien  xl9  x^  x% 
und  j/1;  ys,  2/3  die  Coordinaten  irgend  zweier  Ponkte.  Dieselben  sollen 
an  die  Bedingung: 

Arbeit  von  Zeuthen  in  Bd.  40  der  Mathem.  Annalen  (1892),  wo  man  mannig- 
fache  sonstige  Citate  findet. 

*)  Yon  welchem  insonderheit  die  oft  genaanten  Yorlestingen  liber  Geometrie 
von.  Glebsch-Lindemann  ein  vielseitiges  Bild  entwickeln. 

**)  liber  algebraisclie  Correspondewsen  und  das  verattgemeinertts  Correspondent - 
prindps  Berichte  der  Kgl.  Sachs.  GeselL  d.  W.  vom  11.  Januar  1886 ,  wieder  ab- 
gedruckt  in  den  Mathem,  Ann.  Bd.  28  p.  661  ff. 
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(1)  g($i,  #2*  ^3  I  Vu  Vzi  &)  =  ° 

gebunden  sein,  wo  g(x\y)  eine  ganze  rationale  Function  der  #t  mad 
yf  ist,  die  Eomogeneitat  in  jeder  der  beiden  Variabelenreihen  zeigt. 
Fur  stehenden  Pnnkt  x  wird  alsdann  (1);  in  den  laufenden  Coordinaten 
y  gedeutefc,  eine  neue  Curve  darstellen,  und  die  Schnittpunkte  y  dieser 
letzteren  mit  der  Grundcurve  Cn  sind  es,  welehe  dem  Punkte  x  eor- 
respondieren  sollen,  Die  so  begrtindete  Correspondent  auf  der  Cn  lasst 
sich  sofort  auch  invertieren?  eben  dadurch,  dass  wir  den  Punkt  y  als 
steliend  annehnien  und  die  Schnittpunkte  der  in  den  x  gedeuteten 
Curve  (1)  mit  der  Grundcurve  aufsuchen. 

Zur  Erl'auterung  betrachten  wir  ein  einfaches  Beispiel  aus  der 
Th%orie  der  Curven  dritter  Ordnung,  das  uns  zugleich  mit  einer  in 
der  Theorie  der  Correspondenzen  setr  friih.  bemerkten  wichtigen  Er- 
scheinung  vertraut  maclien  soil:  Durch  /"=0  sei  eine  ebene  Curve 
dritter  Ordnung  C3  des  Gesclaleclites  p  =  1  dargestellt.  In  eineni  be- 
liebigen  Punkte  xt  derselben  ziehen  wir  die  Tangente,  welehe  nock 
einen  weiteren  Punkt  ?  namlich  yT)  auf  der  C9  aussclmeidet.  Ftir  die 
hiermit  begrundete  Correspondenz  lautet  die  Gleichung  (1): 


Betraclitet  man  nun  die  linke  Seite  von  (2)  als  Form  auf  der  (73,  so 
wird  bei  stehendem  x  diese  Form  offenbar  drei  Nullpunkte  haben, 
von  denen  aber  stets  $wei  mit  dem  gewahlten  Pwikte  x  coincidieren.  Aber 
wir  wollen  doeh;  wie  scbon  angedeutet^  nur  jenen  dritten,  von  xt  ver- 
schiedenen,  Schnittpunkt  der  Tangente  (2)  mit  der  G3  deni  Punkte 
Xi  correspondieren  lassen. 

Wir  lernten  an  diesem  Beispiel  die  bereits  erwaknte,  auch  schon  der 
alteren  Correspondenztheorie  sehr  bekannte  Erscheinung  kennen.  In 
diesem  Sinne  werden  wir  unter  Ruckgang  zur  Gleichung  (1)  jetzt  gleich 
annehmen;  dass  lei  stehendem  x  unter  den  einfacJien  Nullpunkten  der  in  y 
gedeuteten  Form  g  (x  \  y)  stets  eine  gewisse  Anzahl  —  sagen  wir  w  —  mit 
x  coincidieren;  nur  die  Obrigen  Nidfynmbte,  der  en  Zalil  a  sei,  setzen  wir  als 
dem  x  correspondierend.  Diese  Zahl  w  aber,  die,  wie  wir  noch  sehen 
werden,  einen  wesentlichen  Gharakter  der  gerade  betrachteten  Corre- 
spondenz angiebt,  bezeichnen  wir  mit  Hrn.  Brill  als  WertigTceit  der- 
selben. Indem  wir  gleich  auch  die  inverse  Correspondenz  betrachten? 
bei  welcher  der  Punkt  y  gegeben  ist,  wird  offenbar  g(x  \  y)  als  Form 
der  Stelle  x  iin  Punkte  y  auch  einen  w-fachen  Nullpunkt  haben;  aber 
wieder  nur  die  ubrig  Ueibenden  ft  Nullpunkte  seien  diejenigen,  welehe  wir 
der  Stelle  y  correspondieren  lassen.  So  oft  es  nicht  gerade  erforderlich 
ist;  die  Inversion  der  Correspondenz  zu  betonen,  inogen  wir  auch  beide 
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eben  betrachtete  Correspondenzen  in  eins  fassen  und  erhalten  daun, 
was  wir  hinfort  als  eine  a-($-deittige  algebraisclie  Correspondent  dcr 
Wertigkeit  w  auf  Fn  bezeichnen. 

In  belner  Weise  ist  ausgeschlossen,  dass  fur  spedelle  Lagen  x 
auch  unter  den  a  correspondierenden  Punkten  y  einer  oder  mehrere 
niit  x  coincidieren ;  es  wird  vielmehr  flir  uns  weiterhin  geradezu  das 
wesentlichste  Problem  sein,  diese  speciellen  Stellen  x  anzugeben,  was 
roan  dureh  Yollstandige  Discussion  der  Gleichung  g  (x  \  x)  =  0  wird 
thun  wollen.  Olme  diese  Frage  sclion  hier  naher  zu  verfolgen,  be- 
nennen  wir  durch  v  die  Anzahl  derjenigen  Punkte  a?,  ftir  welche  in  der 
bezeichneten  Art  wenigstens  einer  der  correspondierenden  Punkte  y 
rn.it  x  coineidiert.  Das  bereits  in  der  Einleitung  erwannte  Corres$on- 
dengprincip  von  Cayley  und  Brill  sagt  dann  aus,  dass  die  Anzdlil  v 
der  Colncidensen  unserer  &~(f-deutigen  Correspondent  der  Wertigkeit  w 
gegeben  sei  durch: 

(3)  !/  =  «  +  j3  +  2jpze?; 

wo  p  das  GescJilecM  der  Fn  ist;  wir  werden  diese  Formel  weiter  unten 
zu  beweisen  haben. 

Den  hiermit  entwickelten  Ansatz  wollen  wir  nun  allgenieiner  ein- 
kleiden.  An  Stelle  der  Grundcurve  Cn  setzen  wir  vor  allem  eine  Eie- 
mann'sche  Flaehe  Fn,  wo  dann  zwecks  Darstellung  der  auf  der  Fn 
zu  betrachtenden  Correspondenzen  an  Stelle  der  rationalea  ternaren 
Formentheorie  x19  X2,  XB  irgend  eine  andere  treten  darf?  z,  B.  die  im 
vorigen  Kapitel  begrilndete  algebraisclie  binare  Formentheorie  ^1?  &2a 
Wir  legen  dann  den  allgemeinen  Begriff  einer  gan&en  algebraisclim  Form 
Mveier  Flachenpunkie  vor,  die  wir  nacli  Analogie  des  frtiheren  Branches 
ini  Gegensatz  zu  den  rationalen  Verbindungen  g  durch  Gr(x,  ij)  be- 
zeichnen.  Es  soil  G-(x,y)  eine  solche  Grosse  sein;  die  fur  steiienden 
Wert  des  einen  Argumentes,  in  Abhangigkeit  vom  anderen  gedeutet? 
eine  ganze  algebraisehe  Form  im  fruheren  Sinne  bildet,  wofiir  man  ein 
specielles  Beispiel  in  der  linken  Seite  der  Gleichung  (1)  vor  Augen  hat. 
Es  kann  zwar  in  keiner  Weise  unsere  Absicht  sein?  fur  die  Darstellung 
solcher  Formen  Gr(x,  y)  schon  jetzt  die  von  dem  vorigen  Kapitel  zu 
diesem  Zwecke  geiieferten  Hiilfsmittel  wirklich  in  Anwendung  zu 
bringen;  das  wird  eine  Aufgabe  sein;  die  wir  weiterhin  auf  verschiedene 
Weisen  zu  behandeln  haben.  Hier  aber  soil  uns  der  Begriff  der  von 
zwei  Punkten  &,  y  der  Fn  abhangenden  Form  nur  erst  dazu  dienen,  um 
vermittelst  desselben  die  eben  entwickelten  Grundziige  der  Correspon- 
denztheorie  einer  ersten  Verallgemeinerimg  zu  unterziehen. 

Vorab  bemerke  man  noch,  dass  die  Form  G  (#;  y)  sehr  leiclit  zu 
einer  Function  der  Fn  ausgestaltet  werden  kann?  welche  algebraiseh 
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von  zwei  Punkten  der  Flache",  abhangt.     Seien  namlich  |  und  q  zwei 
particulare  Lageu  Yon  x  und  y,  so    bilde  man  folgendeii  Quotienten: 


derselbe  stellt,  wie  man  sieht?  elne  Function  der  gewimschten  Art  dar; 
wir  werden  Quotienteu  Yon  der  Gestalt  (4)  in  der  Folge  oft  wiederholt 
zu  betrachten  haben.  Uni  aber  die  Function  (4)  in  derselben  Weise 
fiir  die  Definition  einer  algebraischen  Oorrespondenz  auf  Fn  gebrauchen 
zu  konnen,  wie  die  Form  <?(#,#),  muss  man  natdrlich  derartige  par- 
ticulare  Punktepaare  |?  ^  meiden,  far  welche  ff  (|,  ij)  mit  Null  identiscli 
1st.  Wenn  man  will,  kann  man  iibrigens  (4)  auch  als  eine  von  vier 
Punkten  der  Fn  algebraisch  abhangende  Function  auffassen,  indem  man 
auch  |  und  *j  als  beweglich  ansieht;  dabei  wird  dann  die  Identitat 
bestehen: 

(5)      *  F&,  n  \x,y)=*F(*,y\  %>$• 

Die  Binfiilirung  der  Corresponded  zwisclien  Punkten  a?;  y  der 
Flaclie  Fn  vermoge  der  Gleicnung  F(x,  y  \  g,  i?)  ==  0  oder  <?(a?,  y)  =  0 
geschieht  nun  genau  mit  denselben  Worten  wie  vorhin  im  Anschluss 
an  die  specielle  Gleichung  (1).  Auch  die  Wertigkeit  w  unserer  Corre- 
spondenz  werden  wir  genau  wie  oben  definieren,  namlich  etwa  als 
Anzahl  der  Nullpunkte  x  yon  F  oder  G,  welche  sich  bei  stehendeni 
y  immer  eben  an  dieser  Stelle  y  vereint  finden.  Endlieh  kornmt 
wieder  das  Problem  der  Bestimmung  der  Coincidenzenanzahl  in  Be- 
traclit,  und  wir  werden  zeigen  konnen,  dass  fur  alle  jetzt  in  Eede 
stehenden  Correspondenzen  das  Prineip  (3)  seine  Giiltigkeit  bewahrt. 

Nun  aber  miissen  wir  auf  den  auch  jetzt  nocli  sehr  beschrankten 
Oharakter  unseres  bisherigen  Ansatzes  hinweisen.  Zunachst  ist  ja,  wie 
wir  eben  die  Function  F(x,  y)  bildeten;  nur  erst  angenomnien?  dass 
F  bei  stehendem  y  an  der  Stelle  x  ==  y  endlich  bleiben  oder  in  ge- 
wisser  Ordnung  versctnvinden  sollte.  "Wenn  wir  aber  mit  den  Func- 
tionen  F(x?y)  arbeiten  wollen,  so  hindert  doch  nichts,  auch  solche 
F(x,  y)  zu  bilden,  die  etwa  far  stehendes  y  in  $  gedeutet,  an  der 
Stelle  x  =====  y  immer  in  gewisser  Ordnung  unendlich  werden.  Ist  w  die 
Ordnung  dieses  Unendliehwerdens;  so  wird  man  sofort  gutheissen,  wenn 
wir  der  durch  Nullsetzen  eines  solchen  F(oc}  y)  zu  definierenden  Oor- 
respondenz die  negative  Wertigkeit  —  w  zuerteilen.  Mit  den  gan&en 
Formen  Gr(x,  y)  der  Fn  beherrschen  wir  freilich,  wie  selbstverstandlich, 
nur  erst  die  null-  und  positiv-wertigen  Correspondenzen;  die  Aufnahme 
der  Functionen  oder  aber?  wenn  man  so  will,  die  Aufnahme  der  Formen 
YOU  gebrockener  Ordnung  ermoglicht  indes  den  Fortschritt  zu  den  negatiY- 
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wertigen  Correspondenzen,  welch*  letztere  iibrigeus  aucli  bereits  von 
Cayley  und  Brill  In  zalilreiclien  Beispielen  betraehtet  warden.  Aucli 
auf  diese  negativ- wertigen  CorresporLdenzen  bezieht  sich  dann  das 
durch  Formel  (3)  zum  Ausdruck  gebraclite  Cayley- Briirsche  Corre- 
spond enzprincip. 

Aber  auck  die  so  unigrenzten  WertigkeitseorrespondeDzen  bilden 
nur  erst  eine  Classe  aller  denkbaren  algebraischen  Correspondenzen; 
ihnen  reiht  sich  nun  die  andere  schon  in  der  Einleitung  erwahnte  Classe 
der  singuldren  Correspondenzen  an,  denen  gegenuber  wir  jene  auch 
wolil  kurz  als  die  gewohnlichen  Correspondenzen  bezeichnen,  Indem 
wir  aber  eine  singulare  Correspondenz  nicht  mehr?  wie  eben?  durck 
Nullsetzen  einer  algebraischen  Function  F(x,  y)  zweier  Plackenpunkte 
darstellen  bez.  definieren  konuen,  werden  wir  tins  bei  ilirer  Einfilkrung 
von  senr  viel  allgemeineren  und  abstracteren  Gesichtspunkten  leiten 
lassen  mlissen.  Letzteres  1st  um  so  mekr  geboten;  als  die  spater  zu  be- 
trachtenden  Modularcorrespondenzen  in  der  Mehrzahl  der  F'alle  singu- 
lare  Correspondenzen  sind,  wobei  Gberdies  die  seinerzeit  zu  gebende 
Einfiihrung  der  Modularcorrespondenzen  vermoge  des  a  in  eine  trans- 
cendente  Gestalt  gekleidet  1st.  Wir  werden  demnach  jetzt  mit  Era. 
Hurwitz  die  Voraussetzungen  unserer  weiteren  Besprecliung  gleicb 
so  formulieren,  dass  davon  alle'  denkbaren  algebraisclien  Correspon- 
denzen, die  gewohnlichen  und  die  singulSren,  gleicliniassig  umfasst  sind. 
Dies  wird  dadurch  ermoglicht,  dass  Hr.  Hurwitz  unter  vorlaufiger 
Beiseitelassung  irgencl  welcher  Ausdrucksformen  F(x,  y)  oder  G  (a?,  y) 
die  principielle  Frage  nack  der  allgemeinsten  algebraischen  Abhangig- 
keit  aufwirft,  die  zwischen  zwei  Punkten  x,  y  einer  Flache  F*  be- 
stehen  mag.  — 

§  2.  Der  allgemeine  Ansatz.  Die  fundamentalen  Belationen  swisehen 
den  Integralen  j,  sowie  zwischen  den  Perioden  tti . 

Von  der  Riemann'schen  Flache  Fn  iiber  der  ^-Ebene  nehmen  wir 
des  weiteren  an,  dass  sie  ein  Geschlecht  p>Q  aufweise.  Den  Fall 
p  =  0  wird  man  iibrigens  zwischendurch  leicht  mit  erledigen  konnen; 
im  Gebiete  der  Modularcorrespondenzen  wiirden  wir  fQr  f  =  0  nur 
wieder  auf  die  im  vierten  Abschnitt  bereits  behandelten  Modularglei- 
chungen  zuruckkommen.  —  Einzelne  Punkte  auf  der  Flache  F*  sollen 
nach  wie  vor  in  dem  bisher  ablichen  Sinne  durch  x  und  y  bezeichnet 
werden.  Wir  forniulieren  dann  folgende  allgemeine  Annahmen: 

Zwischen  md  Stellen  d&r  Fny  x  und  y,  soil  eine  analytisclie  Ab- 
Jiangigkeii  lestehen,  dermfolge  jedem  Punkte  x  der  Fn  lestimwte  a 
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y,  die  ww  yl9  ya,  , . .  .,  y«  nennen,  correspondieren;  die  a  PwnJde  ?/,.*) 
sollen  im  allgemeinen  von  x  verscMeden  sein  und  sollen  sicli  mit  x  samt- 
licli  stetig  auf  der  Fn  lewegen**}.  Durcli  diese  Pestsetzungen  ist  das 
Auftreten  wesentlich  singularer  Punkte  x  far  die  analytisclien  Func- 
tionen  yr  von  x  bereits  ausgesehlossen.  Indem  wir  also  sagen,  es  sei 
auf  der  Fn  durcli  die  gesehehenen  Bestimniungen  eine  a-deutige  Corre- 
spondent! definiert,  werden  wir  dieselbe  gleich  auch  als  eine  algebraische 
zu  bezeichnen  liaben. 

Wir  invertieren  die  vorgelegte  -Correspondent,  indem  wir  die 
einzelne  Stelle  der  Fn  als  Pnnkt  y  fixieren  und  alle  Punkte  x  suchen, 
denen  im  Sinne  der  ersten  Corresponded  jener  Punkt  y  entspricht. 
Die  somit  yollzogene  Inversion  der  analytisclien  Gesetzinassigkeit  y(x) 
kann  for  einen  einzelnen  Punkt  y  nur  zu  einer  endliclien  Zahl  /J  von 
Punkten  xl9x^t...9x^  fiihren;  fanden  sich  namlich  unendlich  viele 
Punkte  x9  so  miissten  sick  dieselben  wenigstens  an  einer  Stelle  der 
Fn  liaufen  und  tier  ware,  der  Annahme  zuwider,  eine  wesentlich  sin- 
gulare  Stelle  fur  die  y(x).  Fanden  wir  aber  einraal  einern  y  insge- 
samt  ft  Punkte  x  zugeordnet;  so  zeigt  nun  die  analytische  Fortsetzung 
der  x(y),  dass  jedem  y  genau  ft  und  nur  ft  PunMe  x  correspondieren. 

Indem  wir  so  den  Bereicli  unserer  Untersuchung  eingrenzen,  sollen 
nun  weitere  Beschrankungen  fur  die  gewonnene  u-f$-deutiffe  Corre- 
sponde/}^#  in  keiner  Weise  eingefuhrt  werden.  Insbesondere  bleibt 
ganz  unentschieden,  ob  die  Correspond enz  im  bekannten  functionen- 
tlieoretisclien  Sinne  eine  reducibele  oder  irreducibele  ist,  eine  Unter- 
sctieidung,  auf  die  wir  nur  erst  spaterhin  bei  Specialuntersucliungen 
wieder  zuruckkommen. 

Unsere  Hauptaufgaben  aber  sind;  fur  die  vorgelegte  Correspondent 
analytisclie  Darstellungen  zu  erbringen,  sowie  filr  die  Abzahlung  ihrer 
Goincideng&n  Eegeln  mi  entwickeln.  Bei  der  Losung  dieser  Aufgaben 
werden  *  wir  niclit  nur  klaren  Einblick  in  das  Wesen  der  bereits  irn 
rorigen  Paragraphen  vorlaufig  getroffenen  Fallunterscheidung  in  ge- 
wolinlicne  und  singul'are  Correspondenzen  gewinnen;  sondern  wir  werden 
zumal  auen  die  gesamten  im  vorigen  Paragraphen  nur  erst  historiscli 
gemachten  Angaben  beweisen  konnen. 

Um  diese  Ziele  zu  erreichen?  zielien  wir  mit  Hrn.  Hurwitz  die 
Integrale  erster  Gattung  der  Flache  Fn  beran,  nnd  zwar  der  Emfach- 

*)  "Wir  braucheB  im  vorliegenden  Kapitel  r  stets  als  Summationsbudbstaben 
im  Mer  getneinten  Sinne  r  =  1,  2,  •  •  • ,  a. 

**)  Wir  denken  uns  die  Fn  selbstverstandlich  als  Eiemann'sche  Kugelflache, 
damit  die  Stellen  x  =  oo ,  y  =  oo  fiir  den  Wortlaut  dieses  Satzes  keine  Aus- 
nalime  notig  maelten. 
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heit  halber  die  zu  einem  ausgewahlten  kanonischen  Querschnittsystem 
gehorenden  Normalintegrale  Ji9fai...,jp.  Bei  der  nachstfolgenden 
Untersuehung  spielen  die  unteren  Grenzen  der  Integrale  eine  vollig 
nebensachliche  Rolle;  mogen  wir  dieserhalb  nur  die  oberen  Greiazen 
explicite  in  die  Bezeichnung  aufnehmen,  indem  wir  z*  B.  unter  ji(z) 
das  Integral  jiy  gefiihrt  von  einer  beliebig  zu  wahlenden  Stelle  der  Fn 
auf  irgend  einem  Wege  bis  zur  Stelle  0,  verstehen. 

Indem    wir    zur    vorgelegten  Oorrespondenz    zuriickgehen?   bilden 
wir  uns  die  p  Integralsummen: 

(i) 


und  wollen  dieselben  als  Functionen  der  Stelle  as  interpretieren.  Offenbar 
werden  wir  da  p  auf  der  gangen  Flache  endliclie  Functionen  der  Stelle 
x  haben.  Uin  dieselben  aber  naher  zu  untersuchen,  lassen  wir  x 
irgend  einen  geschlossenen  Weg  auf  der  Fn  durchlaufen.  lin  Sehlusse 
des  Weges  werden  aucli  die  a  Stellen  yr  insgesamt  ihre  Anfangslage 
wieder  angenommen  haben;  nur  dass  ihre  Reihenfolge  im  allgemeinen 
eine  andere  geworden  ist.  Wenn  man  aber  die  dergestalt  vollzogene  Per- 
mutation der  yr  in  ihre  Cyclen  au£lost;  so  wird  man  leicht  gewahr, 
dass  beim  geschlossenen  Wege  des  x  die  einzelne  Summe  (1)  in  sich 
selbst  vermehrt  um  eine  Periode  von  jt-  iibergegangen  ist.  Die  dieser 
letzteren  Periode  zu  Grunde  liegende  Bahn?  welche  sich  aus  einzelnen, 
den  Cyclen  der  fraglichen  Permutation  entsprechenden7  Zilgen  zu- 
sammensetzt;  ist  offenbar  von  dein  Index  i  der  besonderen  Summe  (1) 
gauz  unabhangig.  Demgeinass  haben  wir  als  Resultat:  Die  p  Integral- 
summm,  (1),  betrachtet  als  Functionen  der  Stelle  x,  vermeltren  sich  &ei 
einem  geschlossenen  Wege  des  x  um  ein  ^System  simultaner  Perioden" 
der  J19...,jp. 

Die  fraglichen  p  Integralsummen  werden  hiernach,  in  Abhangig- 
keit  von  x}  p  Integrale  erster  Gattung  der  Fn  vorstellen;  denn  wir 
haben  rnit  iiberall  endlichen  Functionen  zu  thun,  die  bei  Perioden- 
wegen  des  Argumentes  x  additive  Oonstante  annehmen.  Stellen  wir 
die  gewonnenen  p  Integrale  durch  Ji(x),  .  .  .,jp(x)  explicite  dar,  so  er- 
geben  sich  damit  die  p  fur  die  wrgelegte  Correspondents  diaraUeristisehm 
Integralrelationen  : 

(2) 

Die  itu  sincl  hierbei  j?2  constante  Grossen?  welche  als  die  massge- 
benden  Bestanclteile  innerhalb  der  Relation  (2)  anzusehen  sind.  Dem- 
gegentiber  sind  die  p  Zahlen  rii  ganz  unwesentlich;  sie  hangen  einzig 
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von  den  unteren  Grenzen  der  j  ab?  welche  wir  uns  iibrigens  fiir  jedes 
einzelne  in  (2)  enthaltene  Integral  particular  ausgewahlt  denken 
konnen. 

Uni  nahere  Angaben  tiber  die  Constanten  KM  abzuleiten,  gehen 
wir  auf  das  kanonische  Quersclinittsystem  der  Fn  zuriiek  und  lassen 
x  erstlich  den  Sehnitt  bi  In  geeigneter  Richtung*)  durchlaufen.  Das 
Integral  ji(x)  wachst  dabei  um  den  Betrag  1  (cf.  I  p.  530)  ;  wahrend 
die  p  —  1  anderen  Integrale  j*(#)  unverandert  bleiben.  Die  linken 
Seiten  der  p  Glelchungen  (2)  erhalten  (wie  "wir  im  vorletzten  Absatze 
bewiesen)  p  simultane  Perioden  als  Zuwiichse,  und  die  letzteren  haben 
die  Gestalt: 

(3)  hn 

wo  die  7*  und  g  ganze  Zablen  sind,  von  denen  die  letzteren,  g,  von  i 
unabhangig  sind.  Indem  wir  die  Anderung  der  reeliten  Seite  von  (2) 
init  derjenigen  der  linken  Seite  identiseh  setzen?  entspringen  fur  die  p2 
Coefftcient&n  vtli  der  Eelatlonen  (2)  die  Darsiellnngen  : 

P 

(4)  ST.,  =  hn  +^  gmi  rim  ,  (i,  I  =  1,  2?  -  -  •  ,  p)  , 

7M=sl 

in  denen  die  g,Ji,  um  es  &u  wiederholen,,  gewisse  2p*  gange  Zafilen  sind. 
Ein  zweites  System  von  p®  ahnlich  gebauten  Relationen  ver- 
schaffen  wir  uns  dadurcli,  dass  wir  in  (2)  den  Punkt  x  nunmehr  die 
Perlodenbahn  ai  des  kanonischen  Schnittsystems  ini  bestimniten  Sinne 
durcnlaufen  lassen.  Rechter  Hand  tritt  bei  der  iien  Relation  (2)  der 

*> 
Betrag  *^y  rtikVki  hinzu,  wahrend  in  den  linken  Seite-n  dieser  Relationen 


wieder  ein  System  simultaner  Perioden  additiv  hmzukommt.  Sind 
also  HH  und  G&I  gewisse  2p*  neue  ganm  Zalilen,  so  haben  wir  den  Glei- 
chungen  (4)  die  weiteren  p*  Relationen  anzureihen: 


(5)  Xikiki^Hti  +          GkiVikj  (i,  1=  1,2,  "  -,P)- 


Endliela  bietet  sicli  die  Moglichkeit;  die  Grossen  KM  aus  den  Re- 
lationen (4)  und  (5)  dadureh  ganzlich  zu  eliminieren;  dass  man  die 
aus  (4)  entspringenden  Werte  von  it^  in  (5)  eintragt.  Diese  Hechnung 
fuJirt  auf  die  jp2  G-leichungen: 

*)  Es  ist  stets  diejenige  Richtung  zu  ne"binen7  welche  vom  linken  zum 
rechten  Ufer  des  coBJugierten  Schnittes  fiilirt. 
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(i,  I  =  1,2,;  ••,#); 

dieselben  stellen  p2,  unserer  Correspondent  eigenU'wiliclie,  gan^alilige  Identi- 
tdten  gweiten  Grades  0^viscJ^&t^  den  Perioden  v  der  von  uns  ausgeivaldten 
Normalintegrale  ersier  Gattung  j  vor. 

Die  Gleichungssysteme  (2),  (4)  und  (6)  blldeii  das  wesentliche 
Fundament  der  weiteren  Untersucliung.  Dabel  muss  man  freilich  niclit 
annekmen,  dass  allein  durcli  die  letzten  Gleichungssysteme  (4)  bis  (6), 
in  denen'  die  ya  nicht  mehr  vorkommen?  die  Yorgelegte  Correspondenz 
bereits  eindeutig  definiert  sei.  Wir  werden  vielnielir  spaterhin  sehen, 
dass  211  dem  gleichen  Coefficientens}7stein  ^/A-  immer  unendlich  viele 
verschiedene  Correspondenzen  gehoren. 

§  3.     Yon  der  G-esamtlieit  der  algebraischen  Gebilde  des 
GescMeclites  p, 

Um  die  Verwendung  der  Gleichungssysteme  des  vorigen  Para- 
graphen  fiir  eine  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Correspondenzen 
durchzufuhren,  miissen  wir  vorher  einen  neuen  Excurs  einschieben,  der 
zum  Ziele  hat,  die  Gesamtmannigfaltigkeit  aller  algebraischen  Gebilde 
eines  einzelnen  Geschlechtes  p  zu  fiberblicben  und  insbesondere  die 

Rolle  aufzuweisen?  welche  fur  p  >  0  die  ^     ^        Grossen  r^  hierbei 

spielen. 

Ftir  p  =  0  und  p  =  1  kommen  wir  auf  sehr  bekannte  Yerhalt- 
nisse  zurtick.  Je  zwei  Flachen  des  Geschlechtes  p  =  0  sind  rational 
in  einander  transform]  erbar;  aber  bei  p  =  1  ist  zu  diesem  Zwecke 
notwendig  und  hinreichend,  dass  beiden  Flachen  der  gleiche  Wert  der 
absoluten  Invariante  J"  zukommt.  Walirend  wir  also  uberJiaupt  nur 
ein  ein0iges  GeMlde  p  ===  0  flatten,  existieren  gerade  co1  Gebilde  p  =  1, 
alien  untersehiedenen  Werten  des  einen  Parameters  J  entsprechend. 
Man  driickt  dies  nach  Eieinann  in  der  Regel  dahin  aus?  dass  die  Ge- 
Mlde p  =  1  einen  ,,Modul"  Jiaben. 

Es  ist  uns  nun  sehr  gelaufig,  dass  man  als  Modul  der  Gebilde 
p  —  1  nieht  nur  die  rationale  Invariante  J  gebrauchen  kann.  In  der 
That  konnen  wir  an  Stelle  von  J  auch  eine  irrationdle  Invariante 
setzen,  wie  z.  B.  I  oder  ^  im  ersten  Kapitel  des  ersten  Abschnittes; 
aber  namentlich  sei  Her  noch  besonders  betont,  dass  wir  endlich  auch 
eine  transcendmte  Invariante,  namlich  den  Periodenquotienten  o>  ge- 
brauchen konnen.  Da  koniruen  dann  betreffs  der  fur  das  einzelne  Ge- 
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bilde  charakteristischen  Werte  des  co  die  uns  seit  lange  bekannten 
Verhaltnisse  der  Modulteilimg  zur  Geltung,  insofern  alle  aquivalenten 
03  nun  das  gleiche  Gebilde  geben.  Man  beactte  iibrigens  sogleicb, 
dass  co  nur  eine  andere  Bezeichnung  fur  die  eine  bei  p  =  1  ein- 
tretende  Periode  tn  ist. 

Merken  wir  nns  aber  vor  allem  noch;  dass  die  Gesmntlieit  der 
Gebilde  $  =  1  eine  durchaiis  eontinuierlielie  Mannigfaltiglteit  bildet,  die 
wir  em -dimensional  nennen  wollen,  insofern  die  einzelne  Stelle  dieser 
Mannigfaltigkeit  durch  den  Wert  der  einen  Variabelen  J  bez.  03  fixiert 
werden  kann. 

Der  Fall  des  Geschlechtes  p  =  1  wird  als  Prototyp  dienen  iniissen 
ftir  die  Gebilde  eines  beliebigen  Gescblechtes  jp  >  1.  Den  UbergaDg 
zwischen  den  verscbdedenen  Gebilden  p  vermittelt  man  bier  wobl  am 
zweckmassigsten  dadureh,  dass  man  bei  einer  ersten  Flache  Fn  des 
Gesclilecbtes  p  stetige  Lagenanderungen  der  Verzweigungspunkte  vor- 
nimmt.  Die  hierbei  eintretende  tlberlegung?  der  wir  nicbt  ins  einzelne 
nachgehen  konnen,  selie  man  in  der  in  I  haufig  genannten  Scbrift 
Kleins,  fiber  Eiemann's  Theorie  der  algebraischen  Functionen  and 
Hirer  Integrate,  (p.  64  ff.)  riaek  Es  wird  dortselbst  unter  Benutznng 
der  bezeiehneten  Massnalime  der  bereits  yon  Riemann  aufgestellte 
Satz  entwickelt,  dass  alle  algebmisehen  Gebilde  eines  bestimmten  Ge- 
schlechtes  p  >  1  eine  ein%ige  gusammenJiangende  Mannigfaltigkeit  von 
(3p  —  3)  Dimensionen  Mden.  Der  hiermit  formulierte  Satz  gehort  zu 
den  wichtigsten  Fundainenten  der  ganzen  Theorie  der  algebraiscben 
Functionen.  "Dbrigens  ist  die  Thatsache?  dass  aucli  bei  einem  Ge- 
schleclite  p  >  1  alle  zugeliorigen  Gebilde  nur  eine  eimige  gusammen- 
Jidng&iide  Mannigfaltigkeit  bilden;  von  Riemann  selbst  nie  ausdrueklich 
betont.  Dieser  Umstand  wurde  vielmehr  erst  von  Klein  a.  a.  0.  auf 
Grund  vorangehender  geometriseber  Entwicklungen  von  Liiroth*)  und 
Clebsch**)  hervorgehoben. 

Zufolge  der  Dimensionenzahl  (3jp  —  3)  der  Gesamtmannigfaltig- 
keit  algebraischer  Gebilde  des  Geschlechtes  j>  postulierte  Riemann 
(in  Artikel  12  seiner  Theorie  der  »Abel'schen  Functionen'1)  die  Existenz 
gewisser  (Zp  —  3)  nnabbangiger  Parameter,  vermoge  deren  man  das 
einzelne  Gebilde  p  zu  definieren  verinag.  Die  so  gemeinten  (3jp  —  3) 
Grossen?  die  ,,Moduln"  einer  Riemann'schen  Flacbe?  werden  dann  bei 
beliebiger  eindeutiger  Transformation  derselben,  ahnlich  wie  das 


*)  Note  uber  Verzweigungsschnitte  und  Querschnitte  in  einer  Riemanrischen 
Flaehe,  Mathem.  Aon.  Bel  3  (1871). 

**)  Zwr  Theorie  der  Miemann'schen  IJldchen,  Mathem.  Ann.  Bd.  6  (1873). 
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J  oder  das  co   des   elliptisclien  Falles,   den   Cliarakter   der   Invarianz 
darbleten. 

Eine  directe  Definition  der  (3|>  —  3)  Moduln  kann  man  dadurch 
gelben,  dass  man  in  ihnen  die  absoluten  Invarianten  der  Normaleurve  Her 
Formen  <p  erblickt,  den  Begriff  der  Invarianten  dabei  im  bekannten 
Sinne  der  linearen  Invariantentneorie  gefasst.  Ffir  niedere  Geschlechter 
p  =  2?  3  kann  man  den  Merniit  gegebenen  Ansatz  noch  leicht  durch- 
bilden;  man  kann  dabei  neben  rationalen  Invarianten  ?  wie  bei|)=l; 
natiirlicn  aueh  irrationale  gebrauchen  *).  Dnd  nun  ist  es  far  uns  ganz 
besonders  wichtig,  dass  wir,  dem  &  des  Falles  p  =  1  entsprechend,  auch 
die  Perioden  tn.  der  Integrals  erster  Gattung  als  transcendente  Inva- 
rianten 0u  Moduln  der  Gebilde  des  GescMecIites  p  JieranzieJien  honnen; 
dieser  Ansatz  kann  dann  gleich.  ganz  allgemein  fur  beliebiges  p  ver- 
wendet  werden**). 

Es  findet  der  fragliche  Ansatz  aber  seine  unmittelbarste  Verwendung 
in  der  Massnahme?  dass  man  insbesondere  die  algebraischen  Grossen 
des  einzelnen  Gebildes  vermoge  einer  zngehorigen  •§•- Function  darstellt; 
in  den  Reihenentwicklungen  der  ^7  yermoge  deren  man  diese  Func- 
tionen  in  der  Eegel  einfuhrt,  sind  namlieh  die  T,-*  gerade  allein  die 
ansschlaggebenden  Bestandteile. 

Im  naheren  Verfolg  der  letzten  TJberlegnng  trefifen  wir  nnn  auf 
ein  sear  merkwiirdiges  SaeliTerlialtnis..  Die  Anzab.1  unterscniedener 


*)  Uber  p  =  3  insbesondere  vergl.  man  neben  der  p.  510  genannten  Mono- 
grapbie  von  Weber  auch  noch  den  zweiten  Abscimitt  in  der  gleichfalls  naufig 
genannten  Abhandhmg  von  Klein  y,Zur  Theorie  der  AbeTschm  Functioned 
Matn.  Ann.  Bd.  36.  Wegen  sonstiger  algebraiscber  Definitionswelsen  der  Moduln 
vergl.  man  Brill-Noether  in  Bd.  7  der  Mathem.  Ann.  p.  300—307  (1873); 
eine  neue  transcendente  Definition  der  Moduln  giebt  Klein  in  der  Theorie  der 
automorphea  Functionen;  vergl.  Matn.  Ann.,  Bd.  19  p.  566  u.  f.  und  Bd.  21 
p.  216  u.  1  (1882). 

**)  Dock  bemerke  man,  dass  speciell  die  hyperdliptisclien  Gebilde  eines  be- 
liebigen  GescHlecntes  p  anen  von  algebraischer  Seite  besonders  leicnt  zuganglich 
sind.  Das  einzelne  unter  innen  wird  man  auf  eine  zweiblattrige  Elacte  mit 
(%<p  ^.  2)  Yerzweigungspunkten  beziehen,  nnd  die  Moduln  sind  dann  die  absoluten 
Invarianten  jener  binaren  Form  (2#  +  2)te11  Grades,  durch  deren  Nullsetzen  die 
Yerzweignngsptinkte  gegeben  sind.  Indem  man  durcli  lineare  Transformation 
drei  Verzwelgungspinikte  stets  an  vorgeschriebene  Lage  bri0gen  kann,  bleiben  die 

(2p i)    tibrigen   willkurlich  beweglicn;   es   giebt  also  nocb  2p  — 1  ,?Modu]nu, 

Man  kann  auch  sagen,  die  (Bp  —  3)  Moduln  der  nyperelliptischen  Gebilde  seien 
bis  auf  (2|?-— 1)  unter  Lhnen  specificiert,  oder  endlich,  die  hyperelliptischen  Ge- 
bilde des  Geschlechtes  p  bilden  innernalb  der  (3jp—  3)-fach  ansgedensaten  Gesamt- 
mannigfaltigkeit  der  Gebilde  vom  Geschleclite  jp  ein  Continuum  von  (%p  —  1) 
Dimensionen. 

Klein-Pricke,  ModulfuJQCtioa.0n.  U.  34 
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*|4  ist  nach  I  p.  530  durch  *&±V.  gegeben;  hierbei  niussen,  damit 
die  ^-Eeihen  eonvergieren,  die  imaginaren  Bestandteile  der  KH,  welche 
wir  iff  a  nennen,  der  Bedingung  geniigen?  dass 


eine  &/mife,  und  zwar  jpositfwe  quadratisclie  Form  abgiebt  (was  im 
Palle  p  =  1  einfacli  auf  die  Forderung  eines  der  positiven  Halb- 
ebene  angeli'drenden  CD  liinauslanft).  Aber  die  Einschranbung  V  >  0 
lasst  dein  System  der  *,-*  noch  seine  ^i^-fache  Beweglichkeit 
und  diese  ZaW  stimmt  doch  nur  fiir  p  =  2  und  p  =  3  mit  der  An- 
zahl  (3jp  —  3)  der  Moduln  der  Gebilde  p.  Wir  postulieren  somit  lei 
p  >  3  fur  die  rik  neben  der  Forderung  Y  >  0  noch  weitere  ----  ^  --- 
undbMngige  Bedingungen: 
(2)  <DX  (T<  A)  =  0  ,  •  •  •  ,  <l>(p-2)(j»- 


er/EHZ£  sem  miissen,  damit  die  trzA  vermoge  ihrer  dann  nodi  Uei- 
lenden  (Zp  —  $)-fachm  Varidbilitat  als  Moduln  fur  das  GescMecM  p 
fungieren  Jconnen. 

Was  diese  Bedingungen  (2)  angelit,  so  hat  man  nur  erst  den 
niedersten  Fall  p  =  4  erledigen  konnen,  wo  eine  Eelation  zwisclien 
den  zehn  tik  in  Betracht  kornmt.  Es  ist  in  der  That  Hrn.  Schottky*) 
gelungen,  eine  erste  Gestalt  fur  diese  Relation  wirklich  anzugeben; 
und  zwar  handelt  es  sich  dabei  um  eine  Gleichung  zwisclien  den  Null- 
werten  der  geraden  0--Functionen?  die  fiir  die  *&  einer  Flache  p  =  4 
stets  erfullt  ist.  Im  librigen  aber  ist  die  Frage  nach  der  Eigenart 
der  Eelationen  (2)  zur  Zeit  noch  durchaus  eine  offene. 

§  4.     Von  den   singnlaren  Eiemann'schen  Plachen,     Einteilung  der 
Correspondenzen  in  singulare  und  gewohnliehe. 

Wir  mussten  die  allgemeine  Besprechung  des  vorigen  Paragraphen 
einsclialten,  um  die  Bedeutung  der  Perioden  KM  fiir  die  algebraischen 
Gebilde  des  Geschlechtes  p  in  ihrem  yollen  Umfange  zu  ermessen; 
denn  die  Grossen  ta  sind  nach  den  Formeln  von  §  2  fiir  die  Corre- 
spondenztheorie  insbesondere  von  grundlegender  Bedeutung.  Um 
dies  einzusehen?  gehen  wir  wieder  einen  inductiven  Weg  und  speciali- 


*)  Siehe  die  Abhandlung  99Zur  Theorie  der  AbeTschen  Functionen  von  vier 
Varidbelen",  Crelle's  Journal  Bd,  102  (1888). 
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sleren  die  p2  Gleichungen  (6)  §  2  fur  den  niedersten  Fall  -p  ==  1.  Wir 
erhalten  da,  Indem  wir  rn  =====  &  setzen,  die  eine  Gleichung: 

(1)  gm2  +  (h  —  (?)  CD  —  jff  =  0 

und  sind  mit  ilir  zu  genau  demselben  Ansatze  zuriickgefiihrt,  den  wir 
im  vierten  Abschnitt  (Kap.  5)  der  Einfuhrang  jener  singuldren  Moduln 
CD  zu  Grande  legen  konnten,  fur  welehe  complexe  Multiplication  statt- 
fmdet. 

So  haben  wir  auch  hier  wieder  die  damalige  grundlegende  Fall- 
unterscheidung  : 

Erstlich  "kann  die  Gleichung  (1)  identiscli  erfilllt  sein?  und  dies 
tritt  stets  und  nur  dann  ein1  wenn  die  vier  gangen  Zatilen  g,  li,  &,  H 
die  drei  Bedingungen: 

(2)  ^=:0?J?=0?    A  —  ff 

erfullen.  Ftir  den  Modul  CD  oder  J  des  Gebildes  jp  —  1  liegt  dann 
keinerlei  besondere  Beselirankung  yor, 

Wenn  aber  zweitens  die  ganzen  Zahlen  g,  h,  *  •  der  Bedingung  (2) 
niclit  gentigen^  so  mussen  sie,  wenn  anders  wir  in  (2)  einen  fur  uns 
brauehbaren  Ansatz  haben  sollen,  in  (g,  li  —  G-,  —  J?)  eine  quadra- 
tiscne  Form  negativer  Determinante  bilden.  Das  Gebilde  |>==1, 
welches  wir  nun  als  ein  singuldres  zu  bezeichnen  haben?  1st  durch 
die  Formclasse  (g,h  —  <?,  —  H}  eindeutig  bestinimt?  und  umgekehrt 
geliort  zu  jeder  Formclasse  negativer  Determinante  ein  bestimmtes 
singulares  Gebilde  des  Gesehleclites  p  =  1.  Aus  den  friiheren  Satzen 
aber  ergiebt  sich  unmittelbar:  Innerhalb  der  continuierliclien  Gesamt- 
mannigfaltigJceit  aller  Gebilde  p  =  1  liefern  die  singuldren  Gebilde  dieses 
Gesclileclites  eine  uberall  dichte,  aber  durchaus  discrete  MannigfaltigJceit. 

Ftir  p  >  1  treffen  wir  nun  analoge?  aber  weit  compliciertere  Ver- 
haltnisse  an. 

Als  einfachsten  Fall  liaben  wir  wieder  den  voranzustellen  ?  dass 
die  p2  Eelationen  (6)  §  2  undbhdngig  von  den  Werten  der  t^  erfilllt 
sind.  Es  ist  eine  leichte  Betraclitung;  welcbe  zu  dem  Resultate 
fiihrt;  dass  dieser  Fall  stets  und  nur  dann  eintritt,  wenn  die  2j)  ganzen 
Zahlen  ha}  GH  einander  gleicfi  sind: 


wahrend  alle  p(p  —  2)   ubrigen  ganzen   Zahlen  g,  h,  •  •   verscliwinden. 
Das  Gebilde  ist  hier  wieder  in  feiner  Weise  specificiert,  d.  i.  die  rik 
haben  nur  erst  den  inimer  bestehenden  Bedingungen: 
(4)  V>0,     ^  =  0,-..,     <!>» 


genugen. 

34* 
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Aber  indem  wir  jetzt  aueh  bei  allgemeinein  p  jede  Flache  Fn 
damit  jedes  Gebilcle  p  als  ein  singuldres  bezeichnen,  dessen  Moduln 
TU.  eine  niclit  identisch  verschwindende  ganzzahlige  quadratische  Re- 
lation (6)  §  2  oder  mehrere  solche  befriedigen,  haben  wir  offenbar 
fur  diese  singularen  Gebilde  des  Geschlechtes  p  eine  grossere  Reihe 
moglicher  Falle  zu.  unterseheiden. 

Es  kann  sein,  dass  die  Relationen  (6)  §  2  im  Verein  mit  den 
eben  angegebenen  Relationen  (4)  eine  Reihe  sich  nicht  widersprechender 
Bedingungen  vorstellen,  denen  man  nur  durcla  eine  endliche  Zalil  unter- 
sehiedener  Systeme  von  Werten  r«  geniigen  kann.  Die  so  gemeinten 
Zahlsysteme  t^  werden  alsdann,  insofern  sie  Losungen  des  gan^aliligen 
Gleichungsystems  (6)  §  2  sind,  einen  leicht  zu  nmgrenzenden  arith- 
metischen  Charakter  haben;  wahrend  wir  freilich.  bei  p  J>  4  infolge  der 
Gleichungen  (4)  den  numeriscken  Charakter  dieser  speciellen  Systeme 
ttk  nicht  ersehopfend  anzugeben  vermogen,  da  sich  eben  die  Gleichungen 
(4)  in  diesem  Betracht  zur  Zeit  jeder  Vermutimg  entziehen. 

Aber  das  ist  wieder  nur  ein  Grenzfall;  der  dem  unter  (3)  gemeinten 
Falle  genau  gegenuberliegt.  Dazwischen  liegt  (wenn  p  >  1  ist)  eine 
Reihe  neuer  Moglichkeiten:  In  der  That  mag  ja  ein  einzelnes  vor- 
gelegtes  Gleichungssystem  (6)  §  2  im  Verein  mit  (4)  die  Beweglich- 
keit  der  r<Jfc  auf  eine  (Sp  —  3  —  @)-fache  einschranken,  wo  jetzt  ^ 
irgend  eine  ganze  Zahl  aus  der  Reihe  1?  2,  •••,  %p  —  2  ist.  Die 
Gleichungen  (6)  §  2  reprasentieren  in  diesem  Falle  Q  unabhangige 

Bedingungen;  so  dass  sich  die  <cik  in  2i^t-i  —  ^>  zunachst  willkiirlich 

bleibenden  Grossen  mit  Hulfe  von  Coefficienten  darstellen?  die  einem 
numerisch  wohlbestiinmten  Gebiete  angehoren.  Mit  den  Bedingungen 
(4)  aber  treten  dann  wieder  weitere  Einschrankungen  fiir  die  t^ 
hinzu,  deren  genauer  Charakter  uns  nicht  weiter  bekannt  ist. 

Die  durch  ein  einzelnes  System  niclit  durchgangig  identisch  ver- 
schwindender  Gleichungen  (6)  §  2  definierten  singularen  Gebilde  werden 
bei  dieser  Sachlage,  allgemein  zu  reden,  eine  Mannigfaltigkeit  bilden? 
die  ans  einem  oder  ans  mehreren  Continuen  bestelat;  nur  im  'aussersten 
Falle  (^  =  3p  —  3)  sclirumpfen  diese  Continua  auf  einzelne  Gebilde 
znsammen.  Wir  mitssen  dieserhalb  von  einer  ganzen  Classe  singularer 
Gebilde  des  Geschlechtes  p  sprechen;  in  welche  alle  aus  der  Gesamt- 
mannigfaltigkeit  p  durch  ein  einzelnes  Gleichungssystem  (6)  §  2  aus- 
geschiedenen  Gebilde  zusanamengefasst  sind.  Im  Gegensatz  zu  den 
iibersichtlichen  Verhaltnissen  des  Falles  p  =  1  niuss  man  sich  da- 
bei  vorstellen,  dass  sich  die  verschiedenen  Classen  singularer  Gebilde 
in  der  Gesamtmannigfaltig'keit  der  Gebilde  p  aufs  vielfaltigste  durchdringen. 
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Wir  werden  spaterhin  geradezu  die  Frage  aufzuwerfen  haben,  wieviel 
versehiedene  Classen  singularer  Gebilde  sich  in  eineni  particular  ge- 
wahlten  Gebilde  iiberkreuzen  mogen. 

Die  Theorie  der  singularen  Riemann'schen  Fl'achen  steht  in  enger 
Beziehung  zu  alteren  TJntersuchungen  Kroneckers*)  fiber  Transfor- 
niatioA  der  -^-Reihen,  ein  Gegenstand,  der  spaterhin  ausfilhrlicher  von 
den  Herren  H.  Weber**)  und  Frobenius***)  durchgefiihrt  worden 
ist.  Der  Ausgangspunkt  dieser  Untersuchungen  ist,  wie  bereits  eben 
angedeutet  wurde?  die  Transformation  beliebiger  Ordnungen  einer  eio- 
zelnen  ^-Reihe  von  p  Variabelen,  und  man  fragt?  um  es  durch  eine 
uns  gelaufige  Benennung  auszudriicken;  nacli  den  Fixpnnkten  der  dabei 
auftretenden  linearen  Substitutionen  der  Perioden.  Das  ist  also  genau 
die  Verallgemeinernng  jener  Fragestellung,  wie  wir  fiir  p  =  1  oben 
pag.  176  (in  den  ersten  Zeilen)  formulierten.  Die  Fortbildung  dieser 
zunachst  rein  analytischen  Ansatze  muss;  sofern  man  auch  nocb  die 
Relationen  (4)  in  die  TJntersuchung  einfulirt?  auf  singulare  algebraisehe 
Gebilde  unserer  Art  hinfuhren.  Inzwischen  ist  eine  weitergehende 
functionentlieoretische  Durchforscliung  unseres  Gegenstandes  nur  erst 
ftir  $  =  2  in  Angriff  genommen,  und  zwar  durch  Hrn.  Wiltheissf); 
aber  man  kann  nicnt  zweifeln,  dass  auch  in  den  weiter  folgenden 
niederen  Fallen  p  =  3,  4,  •  -  -  in  dieser  Richtung  noch  interessante 
Resultate  zu  finden  sind,  die  dann  zumal  auch  geonietrische  Bedeutung 
fur  die  zugehorigen  Normalcurven  gewinnen. 

Die  Anwendung  der  entwickelten  Principien  auf  die  Correspondenz- 
theorie  ist  jetzt  leicht  gegeben.  In  §  2  ordneten  wir  jeder  Corre- 
spondenz  auf  einer  Flache  Fn  des  Geschlechtes  p  ein  System  von  4p2 
ganzen  Zahlen  gil6,  hik,  Gik}  &a  eindeutig  zu.  Es  kann  erstlich  sein, 
dass  diese  ganzen  Zahlen  gerade  den  unter  (3)  gerneinten  Bedingungen 
geniigen,  welche  identisches  Bestehen  aller  Gleichungen  (6)  §  2  nach 
sich  ziehen.  Den  gemeinsamen  Wert  der  2p  moglicherweise  noch  von 
Null  verschiedenen  Zatlen  ha,  Ga  nennen  wir  —  w.  Diese  ganze 
Zahl  w9  deren  besonderer  Wert  irgend  welcher  sein  mag,  heisse  als- 


*)  In  den  Berliner  MonatbericMen  vom  15.  October  1866,  abgedruckt  in 
Crelle's  Journal  Bd.  68. 

**)  Uber  die  Transformationstheorie  der  &-Functionen,  insbesondere  derer  von 
drei  VeranderlicJien,  Annali  di  Matematica,  2te  Reihe  Bd.  9  (1878). 

***)  ffber  die  principalen  Transformationen  der  &  -  Functionen  mehrerer  Varia- 
lelen,  Crelle's  Journ.  Bd.  95  (1883). 

f)  Bestimmung  Alel'scher  Functionen  mit  zwei  Argumenten,  bei  denen  com- 
plete Multiplicationen  stattfinden ,  Habilitationssclirift  (Halle  1881),  abgedruckt  in 
Bd.  26  der  Matnem.  Annalen, 
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dann  Wertigkeit  der  vorgelegten  Correspondenz;  letztere  selbst  aber  soil, 
indem  wir  die  Benemmngen  des  §  1  nun  im  vollen  TJmfange  wieder 
aufnehmen,  als  eine  gewohnliche  oder  auch  als  eine  WertigJceitscorrespon- 
den#  bezeiehnet  werden.  Die  grundlegenden  Gleiehungen  (2),  (4),  (5) 
§  2  einer  solchergestalt  definierten  Wertigheitscorrespondenz  liaben  filr  die 
Hoduln  der  %u  Grande  Uegenden  Flaclie  Fn  Jceinerlei  BescJiranJtung  im 
Gefolge.  Es  wird  uns  aber  gleich  im  folgenden  Paragraplien  obliegen, 
zu  zeigen,  dass  die  hierniit  aufs  neue  gegebene  Definition  der  gewohn- 
liclieii  oder  Wertigkeitscorrespondenzen  genau  mit  dein  bereits  in  §  1 
eingefiihrten  Sprachgebrauch  in  Ubereinstimmung  ist. 

Genugen  jetzt  zweitens  die  4j)2  ganzen  Zahlen  g,  h,  G,  H  den 
eben  gemeinten  Bedingungen  niclit,  so  liaben  wir  ein  System  nicht 
durchgangig  identiscli  erfiillter  Gleiehungen  (6)  §  2.  Alle  Corre- 
spondenzen, welche  auf  eben  dieses  Gleiclmngssysteni  fiiliren,  mogen 
wir  dann  (und  zwar  wieder  in  Ubereinstimmung  mit  dem  Spraehge- 
brauch  des  ersten  Paragraplien)  in  eine  Glasse  singularer  Correspon- 
den0en  vereiriigen.  Die  Correspondenzen  der  ein$elnen  solcJien  Classe 
werden  dann  nur  auf  jenen  singularen  Fldclien  vorkommen  Jcownen,  welche 
eben  der  mtgeliorigen  Classe  singularer  algebraischer  Gebilde  p  angelwren. 

Es  wird  Gegenstand  einer  weiterhin  anzustellenden  Untersucliung 
sein  miissen,  inwieweit  innerhalb  der  hierinit  gegebenen  Grenzen  die 
verschiedenartigen  Correspondenzen  auch  wirklich  vorkommen.  Geben 
wir  nur  vorlaufig  an,  dass  auf  einer  singularen  Fldche  neben  gewohn- 
liehen  Correspondenzen  in  der  That  stets  auch  singuldre  Correspondenzen 
der  gerade  in  Betracht  "kommenden  Classen  sicli  finden. 

Durch  Vorstehendes  ist  nun  gezeigt,  worin  im  Grunde  der  Fort- 
schritt  der  Hurwitz'schen  Correspondenztheorie  gegenuber  den  friiheren 
Betrachtungen  der  Geometer  besteht.  Eben  erst  dadurch,  dass  neben 
den  Eigenschaffcen,  die  alien  Gebilden  des  Geschlechtes  p  gemeinsani 
sind;  vermoge  der  seh'arferen  Begriffsbestimmungen  der  AritJimetik  die 
singularen  Gebilde  TO  lie  Wurdigung  und  Aufklarung  fanden,  konnte 
die  Correspondenztheorie  ihren  principiellen  Abschluss  gewinnen. 


§  5.  Darstellung  der  Wertigkeitscorrespondenzen  durcb.  die  Primf  orm, 
*      Ableitung  der  Cayley-Brill'sclien  Correspondenzformel. 

Als  erstes  Ergebnis  der  Hurwitz'schen  Betrachtungen  entwickeln  wir 
eine  besonders  einfache  Theorie  der  WertigJteifscorrespondenzen ,  die  wir 
der  allgemeinen  Theorie  vorweg  nehmen  wollen,  um  solchergestalt 
alle  in  §  1  betreffs  der  gewohnlichen  Correspondenzen  aufgestellten  Be- 
hauptungen  einzulosen.  Sei  also  auf  der  zu  Grunde  liegenden  Plache 
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Fn  irgend  ein  analytisehes  Gesetz  von  der  In  §  2  angegebenen  Art 
vorgelegt,  nacli  welchem  jedem  Punkte  x  der  Fn  a  mit  x  stetig  sich 
andernde  Punkte  y1  ,  .  .  .  ?  ya  eindeutig  zugeordnet  sind?  und  mogen  die 
Integralrelationen  (2)  §  2  dieser  a-deutigen  Corresponderiz  solche 
Ooefficienten  aik  besitzen,  dass  die  Gleichungen  (6)  §  2  saintlich  un- 
abhangig  von  den  Werten  der  rfk  erfiillt  sind.  Nach  den  vorauf- 
gehenden  Entwicklungen  1st  alsdann  &a  =  ha  =  —  w9  wahrencl  alle 
iibrigen  g,  Ji,  Q,  H  verschwinden.  Indeni  wir  aus  (4)  §  2  die  zuge- 
horigen  itik  berechnen,  konimt  das  Resultat:  Die  Integralrelationen 
unserer  gewbhnlichen  Correspondent  der  Wertig'keit  w  lauten: 


(1)  jt  (yr}  +  Wji  (X) 


Wir  gehen  nun  zu  dem  in  §  2  formnlierten  Plane,  nusere  Corre- 
spondenz  in  irgend  einer  Weise  analytisch  darzustellen.  Die  ganzen 
algebraischen  Form  en  Gr(x,y)  des  §  1  miissen  uns  hierbei  zur  Ricnt- 
scbnur  dienen  ;  wir  stellen  in  diesem  Sinne  die  beiden  Stellen  $j  y  der 
Flache  zunachst  als  von  einander  unabhangig  neben  einander  und 
suchen  nacb  einer  von  den  beiden  Stellen  %7  y  abbangenden  Function 
oder  Form  f(x,y)  der  Fn,  welche  bei  stehendem  x  eine  a-wertige 
Function  oder  Form  der  Stelle  y  wird?  die  gerade  in  den  a  Punkten 
y  =  y1:  .  .  -;  ya  je  einfach  verschwindet.  Natiirlich  werden  wir  bei  den 
allgemeinen  jetzt  vorliegenden  Voraussetzungen  von  vornherein  nicht 
verlangen  diirfen?  dass  f(x,  y}  eine  algebraiscne  Form  der  Fn  ist;  in 
der  That  konnen  wir  nur  erst  unter  Gebrauch  der  0wr  Fn  gehorenden 
Primform  der  gestellten  Anforderung  geniigen.  Es  geschient  dies  in 
einfachster  Weise  durch  das  Product: 

(2)  f(x,  y}  =  P(y,  y,)  P(y,  ys)  -  *  -  P(y,  y«), 

wdbei  freilich  die  AVhSngigk&it  des  f(x,  y)  von  x  mil  in  das  in  (2)  nicht 
in  Evident  tretende  analytische  Gnmdgesete  unserer  Correspondent  birgt. 
Die  Gleichung  f(x,  y)  =  0  stellt  nun  unsere  oj-deutige  Correspon- 
denz  rein  dar;  insofern  sie  namlich  bei  stehendena  x  nur  durch  die- 
a  Stellen  y1}  •  •  •  ya  befriedigt  wird*).  Aber  es  ist  sehr  zu  betonen,  dass 
audi  die  inverse  Correspondency  welche  $-deutig  sei,  durch  f—Q  rein 
dargestellt  wird.  Soil  namlich  f(x,  y)  bei  stehendem  Punkte  'y  ftir  die 


*)  Hierbei  sind  freilich.  die  festen  Nullpunkte  der  Primform  in  den  Verzwei- 
gungsptmkten  niciit  mitgerechnet.  Dieselben  lassen  sich,  wenn  man  will,  nach 
p.  494  Immer  dadurch  eliminieren,  dass  man  von  einer  kanonischen  Fi'ache  Fn 
ansgeht  und  bei  der  Construction  der  Primform  mit  dem  auf  dieser  Fn  existie- 
renden  uberall  endlichen  und  nicht- verschwindenden  Differential  d£  operiert. 
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Stelle  x  —  XQ  verschwinden,  so  muss  wenigstens  einer  der  Primfac- 
toren  (2),  etwa  der  rte,  verschwinden,  Dieser  Factor  verhalt  sich  dann 
in  der  Umgebung  der  Stelle  #0  wie  (y  —  yS),  und  es  gilt  dortselbst 
zufolge  unserer  Yoraussetzungen  (Anfang  von  §  2)  eine  Darstellung: 


wo  v  eine  ganze  Zahl  >  0  und  cv  ^  0  1st*).  Durch  Inversion  dieser 
Entwicklung  wird  in  der  That  evident,  dass  von  den  §  jener  Stelle  y 
correspondierenden  Punkten  #1?...,%  im  ganzen  v  bei  XQ  coincidieren, 
falls  f(x,  y)  bei  #0  im  Grade  v  verscliwindet.  —  Hierbei  ist  freilich, 
damit  die  Bntwicklung  von  (yr  —  y)  die  eben  gebrauchte  Gestalt  hat, 
vorausgesetzt,  dass  yr  bei  #0  nicht  auf  der  Fn  verzweigt  sei;  aber  wir 
brauchen  den  hiermit  ausgescHossenen  Fall  gar  nicbt  besonders  zu 
untersuchen;  da  er  nur  in  vereinzelten  Punkten  x  der  Fn  auftreten 
kann  (cf.  §  2). 

Leistet  hiernach  fur  die  reine  Darstellung  unserer  w«-/3-deutigen" 
Correspondenz  die  Form  f(%}  y)  alles  Wiinschenswerte;  so  kann  es 
docL  fur  naanche  Betrachtungen  unzweckmasSig  sein?  dass  f(x,y)  auf 
der  Flache  Fn  zwar  nnverzweigt  ;  aber  nicM  eindeutig  ist.  Dieserhalb 
wollen  wir  f($9y)  in  der  folgenden  Art  zu  einer  eindeutigen  Function 
der  Fn  ausgestalten:  Wie  in  §  1  seien  |  und  q  zwei  particulare  Lagen 
der  unabhangig  ver'anderlichen  Stellen  x,  y,  und  es  mogen  der  Stelle  | 
die  a  Punkte  %,  .  .  .  v\a  correspondieren;  die  Anordnung  sei  so  ge- 
troffen,  dass  ij  weder  mit  |  noch  mit  einer  der  Stellen  ^  coincidiere. 
Vermoge  der  Primform  bilden  wir  uns  dann  unter  Beibehaltung  der 
Bezeiclinung  (2)  den  nachfolgenden  Ausdruck: 

f*c\  ipf*  «  i  *  ^      rP( 

(3)  F(x,  y  |  6,  ^  -   p 


wo  der  ganzzahlige  Exponent  w  die  Wertigkeit  unserer  a-deutigen 
Correspondenz  ist.  Wir  behaupten  zunactst:  Der  Ausdruck  F(x,  y\  |3  vf) 
sttllt  eine  von  den  vier  undbhangig  verdnderlicJien  Punkten  x,  y,  |,  ^  a^' 
hangende  Function  der  Fn  vor,  welche  auf  dieser  Flache  durchaus  ein- 
deutig ist. 

Dass  erstlieh  F  in  den  homogenen  Variabelen  jeder  der  vier 
Stellen  von  nullter  Dimension  ist,  zeigt  der  Ausdruck  (3)  ohne  weiteres. 
Man  untersuche  also  gleich  weiter  F  als  Function  von  y  fur  stehende 
Werte  der  #,  |,  ^;  damit  hierbei  aber  nicht  identisch.es  Verschwinden 
oder  Unendlichwerden  von  F  eintritt,  moge  wie  bisher  ^  weder  mit  | 


*)  Betreffs  der  Bedeutung  von  (x  —  a?0)  fur  #0  =  oo  oder  fiir  Verzweigungs- 
punkte  selie  man  I  p.  497. 
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noch  mit  einer  der  Stellen  %  coincidieren?  desgleiehen  aber  soil  ^ 
auch  YOU  x  und  den  Stellen  yr  verschieden  sein.  Das  Periodenver- 
halten  der  Primforoi  ist  aus  vorigem  Kapitel  bekannt:  durchlauft  y 
eine  Periodenbahn  &,-,  so  geht  F  wieder  in  seinen  An  fangs  wert  iiber; 
leiten  wir  aber  y  iiber  die  Balin  #$,  so  gebt  F  in  sich  selbst,  mul- 
tipl  icier  t  mit: 


iiber.  Aber  wenn  man  x  in  J  iiberfuhrt,  so  gehen  die  Stellen  yr  nach 
yr,  und  also  ist  zufolge  (1)  der  Exponent  des  Ausdrucks  (4)  mit  Null 
identisch.  Auf  der  anderen  Seite  bemerke  man,  dass  unsere  Function 
F  von  y  auf  der  ganzen  Flache  wesentliche  Singularitaten  iiberall 
nicht  aufweisen  kann:  Es  ist  demnach  F  eine  eindeutige  und  gugleich 
eine  alge'braisc'he  Function  der  Stelle  y  der  Flache. 

Man  betrachte  jetzt  F(x,  y  \  %,  vf)  als  Function  der  Stelle  x.  Da- 
bei  wird  die  schon  in  §  2  ausfuhiiich  betrachtete  Art,  wie  bei  Perioden- 
wegen  des  x  die  a  Punkte  yr  in  ihre  Anfangslage  zuriickkehren  ,  von 
Bedeutung.  Onne  liier  noch  einmal  die  Uberlegung  ausfiihrlich  zu 
wiederholen,  sagen  wir  gleich,  dass  F  bei  eineni  Periodenwege  des  x 
in  sicli  selbst;  multipliciert  mit  eineni  Factor: 

j?<y?'* 

(5) 

iibergehen  wird.  Dabei  sind  die  C  constante^  nur  vom  Periodenwege 
abbangende  Zahlen;  aber  dieselben  mtissen  samtlicn  verscbwinden,  weil 
anderenfalls  F  nach  Durchlaufung  der  Periodenbahn  des  x  augenschein- 
lich  nicht  niehr  eine  dlgebraische  Function  von  y  vorstellen  konnte: 
also  auch  vom  Punkte  x  ist  F  eindeutig  und  damit  algebraiscJi  alihangig. 
Endlich  ist  die  eindeutige,  und  naturlict  wiederum  algebraische 
Abhangigkeit  des  F  von  |  und  q  eine  einfache  Folge  der  Identitat: 

JF(6,  n  \  X)  y}  =  F(x,  y  \  8,  if). 
Vermoge  der  Gleichung: 
(6)  J?(*,j,|i,i,)-0 

ist  nun  zufolge  der  erhaltenen  Resultate  die  algebraische  Darstellung 
unserer  a-p-deutigen  Correspondent  der  WertigJceit  w  0wisehen  PunMen 
X)  y  der  Fn  in  einer  ersten  Gestalt  geleistet.  Aber  diese  Darstellung 
ist  im  Gegensatz  zu  der  durch  Nullsetzen  des  Productes  (2)  entsprin- 
genden  in  alien  Fallen  einer  nicht  verschwindenden  Wertlgkeit  nicht 
eine  reine.  Vielmehr  wird  bei  stehendem  Punkte  x  Q>e#.  y)  neben  den  a 
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(leg.  (f)  correspondierenden  Pmlsten  y  Q>e*.  x)  dwrch  F=0  immer  nock 
der  PunU  x  (beg.  y)  selbst,  w-fach  gesahlt,  mitgeliefert.  Hier  also  sind 
wir  zur  Briirschen  Fassung  des  Begriffs  der  Wertigkeit  einer  Correspon- 
denz  unmittelbar  zuriiekgefiihrfc  (cf.  §  1);  wie  denn  vor  alien  Dingen 
aus  der  Darstellung  (6)  evident  geworden  1st,  dass  die  im  vorigen  Pa- 
ragraphen  gegebene  Definition  der  Wertigkeitscorrespondenzen  sich 
mit  derjenigen  des  §  1  im  Wesen  decki  In  der  That  brauclit  man 
hierbei  nnr  etwa  noch  zu  bemerken?  dass  umgekelirt  auch  jede  durcli 
Nulisetzen  einer  algebraischen  Function  zweier  Flachenpunkte  im 
Sinne  des  §  1  zu  definierende  Correspondenz  vermoge  des  AbeFschen 
Theorems  auf  die  fiir  die  Wertigkeitscorrespondenzen  charakteristischen 
Integralrelationen  fiihrt. 

Es  wtirde  sich  hieran  die  Discussion  schliessen  iniissen,  wie  man 
die  Function  F(x,  y  \  I,  q),  vielleicht  fiir  particular  gewahlte  I,  q, 
vermoge  einer  bi-ternaren  Form  Gr(x±9x^xB  ylty^y^  nach  ^rt  von 
(1)  p.  520  darzustellen  vermag,  wenn  man  nicht  etwa  fiir  eine  der- 
artige  explicite  Darstellung  eine  andere  Formentheorie  der  Flache 
gebrauchen  will.  Solcnergestalt  wiirde  zumal  das  analytische  Grund- 
gesetz  der  Correspondenz;  welches  in  deni  Ausdrucke  (3)  von  F  doch 
nur  implicate  enthalten  ist,  ausserlich  in  algebraischer  Gestalt  un- 
mittelbar  evident  werden.  Inzwiscben  mussen  wir  die  hiermit  ge- 
meinte  Untersuchung  bis  spater  (Kap.  6)  verschieben  und  leiten  vorab 
nur  noch  aus  der  Gleichung  (3)  das  Cayley  -  BrilFsche  Gorrespondenz- 
princip  ab?  welches  wir  gleichfalls  schon  im  §  1  vorlaufig  namhaft 
machten. 

Es  sei  v  im  Sinne  von  p.  521  die  Anzahl  der  Coincidenzen, 
welehe  unsere  oj-j3-deutige  Gorrespondenz  «auf  der  Flache  Fn  aufweist. 
Zur  Berechnung  dieser  Anzahl  v  werden  wir  die  beiden  Punkte  x 
und  y  zur  Coincidenz  bringen,  worauf  zufolge  unserer  obigen  Bemer- 
kungen  iiber  f  (#,  y)  die  Zahl  v  gleich  der  Anzahl  einfacher  Null- 
punkte  der  Form  f(x,  x)  auf  der  Fn  wird?  falls  wir  von  den  in  den 
Verzweigungspunkten  festliegenden  Nullpunkten  dieses  Primform-Pro- 
ductes  absehen.  Zur  Berechnung  der  Anzahl  der  so  gemeinten  Null- 
punkte  von  f(x?  x)  haben  wir  nun  mehrere  Wege;  und  es  schliesst 
sich  an  die  voraufgehende  Entwicklung  am  engsten  die  nachfolgende 
algebraiscke  Deduction  an: 

Setzen  wir  in  der  algebraischen  Function  F(x,  y  \  |,  ^)  nach  ge- 
eigneter  particularer  Auswahl  von  |;  ^  die  beiden  Stellen  x  und  y 
identisch,  so  tritt  zufolge  der  rechten  Seite  von  (3)  in  F  der  identisch 
verschwindende  Factor  P(xy  x)  auf.  Aber  die  Primform  P(x,y)  wird 
bei  unendlich  nahe  liegenden  Stellen  #;  y  bekanntlich  algebraisch,  in- 
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dem    sie   in    das    Differential    d%x   iibergehrt;   naeh   Auslosung    dieses 
storenden  Factors  bleibt  uns  demnaeh  in: 


eine  gleichfalls  algebraische  Form  der  Fn,  welche  nur  noch  von  der 
Stelle  x  abhangt  und  in  den  homogenen  Variabelen  die  Dimension 
—  2w  aufweist. 

Auf  <t>(#1?  #2)  wende  man  nun  den  p.  487  entwickelten  Wertig- 
keitssatz  flir  algebraische  Formen  der  Fn  an;  und  hierbei  ist  es  eine 
besondere  Erleichterung,  dass  die  in  Verzweigungspunkten  festliegenden 
Nullstellen  ftir  den  gweiten  Bruch  auf  der  recliten  Seite  von  (7)  gar 
nicht  zu  beriicksichtigen  sind.  Diese  Nullpunkte  riihren  ja  von  den 
Differentialen  d%x,  d£y  in  der  Defiaitionsgleicnnng  der  Primform  her, 
wobei  offenbar  die  zum  zweiten  Argument  in  f(%,  x)  genorenden  Diffe- 
rentiale  d£x  sicb  gerade  gegen  die  Differentiale  d£x  des  im  Nenner 

(7)  stehenden  Factors  /*(§,  x)  fortheben,  wahrend  in   gleicher  Weise 
die    vom    ersten   Argument   x   in   /*(#,  x)    herriihrenden    Differentiale 
d^lJr  gegen  die  gleichen  Differentialfactoren  in  /*(#,  rf)  sich  heben.    Bei 
dieser  Sachlage  ist  die  Anzahl  einfaclier  Nullpunkte  von  0  direct  mit 
der  Coincidenzenzalil  v  identisch,  und  indern  wir  jetzt  die  Anzahl  ein- 
fecher  Unstetigkeitspunkte  ft  nennen,  wird  iiacli  der  beziiglichen  Regel 
p.  487: 

(8)  v  —  ^  ==s  —  2nw 

sein.  Die  Bestimmung  von  ft  ist  aus  den  Nullpunkten  des  Nenners 
(7)  leicht  geleistet:  f(£,  x)  liefert  deren  noch  a  einfache,  f(x,  iff)  aber 
/3;  jede  der  Primformen  P(x,rj),  P(%fx)  aber  verschwindet  einfach 

yf       _       -I 

an  einer  gewissen  Stelle  der  Fn  (namlich  ^  bez.  |)  und  je  —^  —  fach 
in  einern  Verzweigungspunkte  mit  K  Bl'attern.     Somit  ist: 
^  =  a  +  /J  +  w  [2  +  2J(^  —  1)]  , 

wo  sich  die  Summe  auf  die  gesamten  Verzweigungspunkte  von  Fn 
bezieht.  Mit  Hulfe  der  Formel  (2)  in  I  p.  340  setzt  sich  der  gewonnene 
Ausdruck  ^  in: 


um,  und  also  folgt  durch  Einsetzen  in  (8)  fur  v  der  Wert: 
(9)  v  =  a  +  j3  +  2wp, 

womit  die  Cayley  -Brill9  sche  Corresjpondengformel  thatsaclilich  gewonnen  ist. 
Hiermit  sind  nunmehr  alle  in  §  1  betreffs  der  gewohnlichen  auf- 
gestellten  Behauptungen  eingelost, 
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§  6.    Die  arithmetisefa.©  Gmndleg*ang  der  allgemeinen  Correspondenz- 

theorie, 

Um  spater  nieht  unterbrechen  zu  miissen,  seiiden  wir  einen  Hiilfs- 
satz  liber  die  Perioden  t%^  der  Normalintegrale  erster  Gattung  yoraus: 
SoUen  wir  durch  2p  gan#e  Zdlilen  Aiy  B%  die  p  Gleichungen: 


fafriedigen,  so  Jcann  das  fur  ein  Wertsystem  vlk  einer  leliebig  Jierausge- 
griffenen  Riemann'schen  Flache  des  Geschlecktes  p  nur  dadurcJi  geschehen, 
dass  wir  alle  2p  Zahlm  A,  B  mit  Null  identisch  nehmen.  Man  bilde 
namlieh  das  Integral  erster  Gattung: 


dasselbe  hat  unter  Voraussetzung  von  (1)  lauter  reelle  Periodicitats- 
moduln,  indeni  langs  des  Schnittes  at  die  Wertdifferenz  Si}  langs  bt 
aber  zufolge  (1)  die  Differenz  —  AI  eintritt  Schreibt  man  Hernach 
j  ==  u  J^iv,  so  ist  v  ein  auf  der  Fn  uberall  endliches  nnd  eindeutiges 
Potential.  Also  ist  v  nach  den  beziiglichen  in  I  p.  523  ff.  entwickelten 
Satzen  auf  der  ganzen  Flache  constant  und  damit  ist  dann  auch  j 
mit  einer  Constanten  identisch.  Da  nun  die  J1?  ...,jjp  linear  -unab- 
hangig  sind;  so  folgt  B1  =  0,  .  .  .,  Bp  =  0  und  damit  aus  (1)  Al  =  0. 
Wir  wollen  nunmehr  die  Fragen  der  Theorie  der  algebraischen 
Correspondenzen  auf  der  Fn  in  Toller  Allgeroeinheit  behandeln;  indeni 
wir  von  unserer  Flache  Fn  nichts  weiter  aunehrnen,  als  dass  sie  (3j)—  3) 
specificierfe  Moduln  Jiaben;  denn  in  der  That  wird  die  Correspondenz- 
theorie  der  Fn,  als  eine  arithmetische  Theorie?  nicht  invariant  bei  Ab- 
anderung  der  Moduln  sein  konnen.  Wir  mtissen  nun  die  allgemeinen 
Entwicklungen  des  §  4  tiber  singulare  Flachen  heranziehen  und  er- 
innern  zunacht  daran;  dass  sich  die  damals  besprochenen  Classen  sin- 
gularer  Gebilde  des  Geschlechtes  p  in  der  Gesamtmannigfaltigkeit 
algebraischer  Gebilde*  dieses  Geschlechtes  in  der  vielfaltigsten  Weise 
durchdringen.  Die  damaligen  Entwicklungen  haben  wir  gegenwartig 
noch  weiter  fortzusetzen,  indern  wir  geradezu  fragen:  Wieviel  Classen 
singularer  Gebilde  schneiden  einander  in  wnserem  vorgelegten  Gebilde  Fn, 
und  wie  vermogen  wir  uns  uber  alle  jene  Classen  den  UberUieJc  m  ver- 
sehaffen? 

Wir  kleiden  diese  Aufgabe  des  naheren  so  ein,  dass  wir  lei  ge- 
gebenen  xik  die  p*  Gleiehungen: 
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auf  alle  Weisen  durch  4j>2  gange  Zahlen  </,  Ji}  G,  H  losen  sollen.  Dabel 
ist  freilicli  noch  keineswegs  gesagt,  dass  zwei  unterschiedene  Losungen 
(g?  Jiy  G,  J2")  stets  auch  zwei  verschiedene  Classen  singularer  Gebilde 
liefern  ;  es  mag  vlelmehr  das  System  der  p2  definierenden  Gleichungeo 
der  einzelnen  Classe  sehr  verschiedener  Gestalten  fahig  sein.  Aber 
wir  werden  doch  solchergestalt  durch.  Aufzahlung  aller  Losungen  yon 
(3)  alle  Classen;  an  denen  Fn  Teil  hat,  sicher  je  einmal  gewinnen. 

Man  bemerbe  nun  gleich,  dass  das  einzelne  Losungssystem  von 
(3)  bereits  durch  seine  2p2  Zahlen  g,  Ji  eindeutig  bestimmt  ist.  Haben 
wir  nanilich  zwei  Losungen,  die  in  den  g,  Ji  ubereinstimnien;  so  gelten 
nach  (3)  bei  jedem  stehenden  Wert  I  die  p  Gleichungen: 


niit  i  =  1?  2,  •  *  -?  p]  nach  dem  Hfilfssatze  (1)  sind  also  auch  die 
Zahlen  G,  H  beider  Systeme  bez.  einander  gleich.  Bei  dieser  Sach- 
lage  ist  jedem  Losungssysteme  von  (3)  eindeutig  ein  System  von  p2 

Zahlen  it.^  durch: 

p 

(4)  3tik  ==  Af*  +  ^  gmktim,    (^  %  «=  1  ,  2,  •  •  •  ,  p) 

m  =  l 

zugeordnet,  und  wir  beweisen  wiederum  vermoge  des  Hiilfsatzes  (1) 
den  Satz?  dass  das  einzelne  Losungssystem  (3)  durch  seine  p2  Zahlwerte 
an.  (die  naturlich  im  allgemeinen  niclit  ganwaMig  sind)  'bereits  eindeutig 
'bestimmt  ist.  Es  wird  demgemass  erlaubt  seiri,  auch  von  den  Losungen 
(g,  Ji)  oder  den  Losungen  (n)  unseres  Problems  (3)  zu  spreclien. 

Zuni  Fundament  unserer  ferneren  tJberlegung  wird  nun  das  fol- 
gende  Sachverhaltnis:  Haben  wir  t  Losungen  des  Problems  (3)  ge- 
funden,  so  mogen  wir  sie  durch  obere  Indices  unterscheiden: 

(5)  0<£>;  ¥*\  0W,  ffW)  fiir  s  =  1,  2,  •  •  •  ,t  . 

Sind  dann  x19  %2,...,xt  irgend  welche  t  ganze  positive  oder  negative 
Zahlen  und  definieren  wir  die  4p2  ganzen  Zahlen  g,  h,  G,  H  durch: 

git  =  %  gut  +  x*  gfl  +  -  -  -  +  *  ffik  9 


+    „,     TJW    _|_  _J_ 

%2.£Zz-£    -f-    *  *  *    -j~ 

mit  iy  T\>  =  1,  2;  -  •  -,  p,  so  haben  wir  bei  der  Natur  unseres  Problems 
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(3)  offenbar  aucfi  in  (g,  h,  G,  21)  erne  Losung  desselben  gewonnen.  Diese 
4p2  Gleichungen  (6)  sind  aber,  wie  aus  den  vorangegangenen  tlber- 
legungen  unmittelbar  folgt,  vollig  aquivalent  mit  den  jp2  Gleichungen: 

(7)  #**  =  »i  *$  +  %  tfi*  H  -----  \r  xtiftl, 

welch7  letztere  wir  gebratichen  werden?  wenn  wir  Heber  mit  den  Lo- 
sungen (ri)  unseres  Problems  (3)  arbeiten. 

Einem  gewohnten  Brauche  folgend,  nennen  wir  die  *  Losungs- 
systeme  (g^\  U*\  <?(8),  H&)  oder  (jtW)  von  einander  linear  -  dbMngig 
oder  kurz  dbhangig,  wenn  man  t  nicht  durchgehends  verschwindende 
ganze  Zahlen  %,  %2?  .  .  .,  ^  finden  kann,  welche  den  ^2  Gleiehungen: 

(8)  *!*$  +  ***$  +  '  •  •  +  «**$  -  0 

gentigen;  giebt  es  aber  ein  solches  System  ganzer  Zahlen  tt1;...,tt* 
nicht,  so  heissen  die  i  Losungen  (5)  linear-undbMngig  oder  schlechthin 

unaVhdngig. 

Dann  gilt  als  erstes  Kesultat:  Wie  wir  auch  t  Losungen  unseres 
Problems  aussuchen  mogen,  dieselben  sind  stets  linear  •  abliangig  ,  falls 
t  >  2p2  ist.  Es  lassen  sich  namlich  die  f  Gleiehungen  (8)  durch  die 
2jt)2  Gleiehungen: 


vollstSndig  ersetzen,  welche  wir  als  2f2  lineare  Gleiehungen  ftir  die 
t  Dnbekannten  %  mit  ganzzaMigen  Coefficienten  g,  Ifi  anzusehen  haben. 
Sobald  hier  die  Anzahl  t  der  TJnbekannten  x  die  Zahl  2jp2  der  Glei- 
ehungen ubersteigt,  konnen  wir  nach  den  Elementen  der  Determinanten- 
theorie  .—  zufolge  der  ganzzahligen  g,  ~h  —  Systeme  ganzer,  nicht 
durchgdngig  verscJiwindender  Zahlen  %  aus  (9)  wirklich  berechnen,  die 
dann  die  j>2  Gleiehungen  (8)  befriedigen. 

Mogen  wir  jetzt  insbesondere  t  Losungen  (»(a))  gefunden  haben; 
die  zwar  selbst  unabliangig  von  einander  sind;  die  aber  mit  jedem 
neuen  System  (V)  eine  Eeihe  von  (t  +  1)  abhdngigen  Losungssystemen 
von  (3)  abgeben.  Es  besteht  dann  also  far  jede  fernere  Losung  das 
System  der  j)2  Gleiehungen: 

(10)  Wk  +  ^  ^  +  ----  h  **  *$  =  0 

mit  (t  +  1)  gcmsen  Zahlen  ac,  %19  .  .  .,  xt>  die  nieht  samtlich  verschwinden  5 
insbesondere  wird  K  ^  0  sein,  weil  anderenfalls  die  t  ausgewahlten 
Systeme  (n^}  abhangig  waren*).  Natiirlich  konnen  wir  an  Stelle  der 


*)  Die  t  Zahlen  %±  ,  ,  .  .  ,  %t  konnen  aber  sehr  wolal  alle  verschwinden,  wodurch 
eine  Wertigkeitscorrespondenz  von  der  besonderen  Wertigkeit  w  =  0  angezeigt  Ist, 
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(ft^),  .  •  -,  (it®)  auch  irgend  elne  andere  Reihe  linear -unabbangiger 
Losungssysteme  des  Problems  (3)  zu  Grunde  legen.  Aber  aus  den 
Gleichungen  (10)  entnimmt  man  vermoge  einer  sear  gebrauchlichen 
Schlussweise  der  Arithmetik*),  dass  man  auf  jedem  neuen  Wege  immer 
wieder  gerade  $u  t,  und  nicht  mehr  oder  weniger,  linear -unabMngigen 
Ldsungssystemen  von  (3)  gelangt, 

Die  ganze  Zahl  t  giebt  in  Ansehung  der  am  Anfang  des  Para- 
graplien  aufgeworfenen  Fragestellung  ein  ausserst  wichtiges  Charak- 
teristikum  fur  unser  vorgelegtes  algebraisches  Gebilde  Fn  an.  Wir 
diirfen  als  sofort  verstandlich  ansehen,  was  wir  unter  einer  Eeihe 
linear- abhangiger  bez.  unabbangiger  Classen  singularer  Gebilde?  die 
einander  im  Gebilde  Fn  durchdringen,  zu  verstehen  haben;  dann  aber 
1st  ohne  weiteres  evident ?  dass  sich  in  unserem  vorgelegten  Gebilde  Fn 
gerade  (t  —  1)  unabhangige  Classen  singularer  G-ebilde  durctidringen ,  wo 
t  ^  1  aber  <;  2|)2  ist. 

Der  Fall  t  =  1  zeigt  eine  niclit - singulare  FFache  an;  bier  komnit 
als  linear-unabhangig  nur  das  eine  Losungssystem  (3)  §  4  in  Betracht, 
wobei  wir  den  gemeinsamen  Wert  der  Zahlen  ha,  Cru  irgendwie  von 
Null  verschieden  zu  wablen  haben  und  also  in  einfaclister  Weise  mit 
1  identificieren  niogen.  Das  hiermit  gemeinte  Losungssystem  kann 
nattirlicli  auch  in  alien  Fallen  t  >  1  als  eines  in  der  Reihe  der  t  un- 
abhangigen  Systeme  (ytW)  fungieren.  Wir  merken  aber  gleich  an; 
dass  wir  bei  der  Auswahl  einer  solchen  Reihe  bei  t  >  1  jene  zu  den 
Wertigkeitscorrespondenzen  fiihrende  Losung  offenbar  auch  leicht 
meiden  konnen. 

Ob  wirklich  bei  einem  einzelnen  p  >  1  Gebilde  vorkomnien,  welche 
die  Maximalzahl  t  =  2j)2  aufweisen,  ob  alle  die  Zwischenstufen7  von 
t  ==  1  an  gerechnet;  vertreten  sein  mogen?  und  welches  in  alien  diesen 
Fallen  die  Werte  der  Moduln  der  Flache  sind,  das  alles  sind  wichtige 
Fragen,  denen  wir  aber  an  vorliegender  Stelle  in  keiner  Weise  naher 
nachgehen  konnen. 

§  7.     Bildnng  einer  Minimalbasis  fur  alle  Losungssysteme  (jt) 

der  Plache  Fn. 

Wir  haben  die  Beantwortung  der  Frage  nach  den  gesamten  Lo- 
sungssystemen (V)  des  Problems  (3)  §  6  noch  nicht  bis  zu  ihrer 
denkbar  einfachsten  Gestalt  entwickelt.  Urn  die  letztere  zu  erreichen; 
mtissen  wir  unser e  tJberlegung  in  der  folgenden  Art  fortsetzen: 

Vor  allem  fiihren  wir  fiir  die  ausgewahlten  t  unabhangigen  Lo- 


*)  Siehe  z.  B.  Dirichlet-Bedekind,  Zahkntheorie  p.  489  der  3,  Aufl. 
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sungssysteme  (g&,  ¥*)  die  aucb.  im  vorigen  Kapitel  bei  analoger 
Gelegenheit  (p.  490)  gebrauchte  Benennung  einer  ,,Basis"  ein  und  be- 
zeiehnen  dieselbe  symbolisch  durch: 

(1)  [(^),(^),  ...,(«w)]- 

Sind  3^,...,  a*  irgend  welche  ganze  Zahlen,  so  haben  wir  In: 

(2)  a;,-*  =  HI  41-  +  ^2  4*  H  -----  h  *<  ^* 

sicher  wieder  ein  Losungssystem  (at);  umgekehrt  aber  lasst  sich  irgend 
ein  Losungssystem  (x)  in  der  Basis  (1)?  allgemein  zu  reden?  nur  erst 
in  der  Gestalt: 


darstellen?  wo  se,  HI;  ...,  ««  ganze  Zahlen  sind,  deren  erste  von  Nail 
verschieden  ist.  Der  Zielpunkt  unserer  neuen  Uberlegung  aber  soil 
der  Bxistenzbeweis  einer  Minimalbasis  (im  Sinne  des  vorigen  Kapitels, 
p.  491)  sein;  wir  wollen  also  zeigen,  dass  man  die  Basis  (1)  im  le- 
sonderen  so  wahlen  Jcann,  dass  bereits  alle  Losungssysteme  («)  in  der 
Gestalt  (2)  mit  Eulfe  ganger  Zahlen  K  darstellbar  sind. 

Zu  diesem  Ende  gehen  wir  auf  die  t  Systeme  zu  je  2j?2  ganzen 
Zahlen  g,  h  zuriiek,  die  zu  der  zimachst  ausgewahlten  Basis  (1)  ge- 
horen.  Ist  dann  (g,  fy  irgend  ein  neues  Losungssystem  ,  so  gelten 
2jp2  Gleiehungen: 

(  } 

wo  x,  H1;  %2?  .  .  .  ganze  Zahlen  sind;  deren  erste  von  Null  verschieden 
ist.  Dnter  diesen  2jp2  Gleichnngen  fur  die  (t  +  1)  Jiomogen  vorkom- 
nienden  unbekannten  ganzen  Zahlen  K  sind  genau  t  linear  -unabhangige, 
Wir  w'ahlen  uns  t  solche  Gleiehungen  (4)  aus  und  sehreiben  sie  der 
grosseren  Gleichmassigkeit  wegen  in  der  Gestalt: 

(5)  -  xl*  +  rf  +  **$}  +  •  •  •  +  **$  =  0, 

wobei  sich  also  der  Index  -O1  (gerade  wie  auch  s)  auf  das  Intervall 
&  =  1?  2,  •  •  -,  t  beziehen  soil.  Indem  aber  diese  t  Eeihen  ganzer 
Zahlen  I  nichts  anderes  vorstellen  sollen,  als  gewisse  t  Reihen  ganz- 
zahliger  Coefficienten  (4),  wird  fur  die  Auswahl  der  fraglichen  t  Reihen 
(4)  nur  dies  erforderlich  sein  miissen,  dass  die  Determinate: 


(6) 
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einen  von  Null  verscliiedenen  Wert  liat;  andrenfalls  sind  namlich  zufolge 
%  ^  0  die   ausgewahlten   t  Gleichungen  (5)    nieht  linear  -unabhangig. 


Man  inerke  insbesondere  an,  dass  diese  Bedingung  D(7^)5>0  mit  der 
vorliegenden  (t  +  l)ten  Losung  (g,  Ji)  niclits  zu  tliun  hat. 

Der  Ruckgaug  von  den  Gleichungen  (5)  zum  Systeme  (4)  gestaltet 
sich  nun  so,  dass  wir  offenbar  die  Darstellungen  haben: 


wo  die  a,  j3  bestimmte,  gans  allein  von  der  in  (5)  getroffenen  Auswalil 
von  Gleicliungen  (4)  dblidngende  Coefficienten  sind.  Insbesondere  sincl 
die  a,  §  von  s  nnabhangig,  nnd  wir  finden  fiir  die  in  (5)  gegebenen 
ganzen  Zanlen  Z1?  .  .  ,7  lt  der  (i  +  l)ten  Losung  (g,  Ji)  die  Darstellungen: 


Durch  Vorstehendes  ist  das  Fundament  unserer  Uberlegung  wesent- 
licli  geglattet:  Wir  Jiaben  jeder  Losung  (g,  Ji)  ein  System  gamer  Zatilen 
?1?  Z2?  .  .  .  ,  lt  zugeordnet,  welcties  durcli  die  einmal  getroffene  Auswdkl  (5); 
an  der  wir  fesfhalten,  eindeutig  lestimmt  ist.  Wir  konnen  dieserhalb 
von  einem  Losungssystem  (l&)  unseres  Problems  (3)  §  6  reden?  und 
es  werden  sich  umgekehrt  die  g,  li  aus  dem  System  (l#)  verraoge  (8) 
eindeutig  ergeben.  Unsere  Basis  (1)  geht  jetzt  in  die  Basis: 


iiber,  und  wir  bezeichnen  die  in  (6)  gegebene  Deteraunante  D(Z^)  als 
Discriminante  der  Basis  (9)  5  diese  Discriminate  Jiat  einen  von  Null 
verschiedenen  gan&8a~hligen  Wert.  Sind  xl}  .  .  .,  xt  irgend  welche  t  game 
Zalilen;  so  stellen  aucli  die  t  ganzen  Zanlen: 


(10)  Z*  —  x> 

gebildet  fur  #=!,...,£,  ein  Losungssystem  unseres  Problems  vor; 
aber  ein,  beliebiges  dieser  Losungssysteme  (1$)  lasst  sich.  vermoge  der 
Basis  (9),  allgemein  zu  reden;  erst  in  der  Gestait: 


darstellen,    wo   die  K,  %;  %2?  .  .  .  ganze  Zahlen  sind,    deren    erste,  «; 
von  Null  verschieden  ist. 

Nun  aber  ist  alles  bereit  gestellt;  urn  ohne  weiteres  jene  Deduction. 
wieder  zu  ermoglichen,  welche  uns  auch  oben  (p.  492)  bei  der  Be- 
sprechung  der  ganzen  Formen  einer  Flaehe  Fn  von  der  Existenz  einer 

Klein-Pricke,  Modulfunctioiien,  IL  35 
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Minimalbasis  tiberzeugte.  Giebt  es  eine  Losung  (11),  die  sicii  noch 
nicht  auf  die  Gestalt  (10)  bringen  lasst,  so  giebt  es  auch  eine  solche 
Losung  (11),  bei  welcher  %  eine  Primzahl  ist,  die  alsdann  nicht  in 
alien  Zahlen  %,  .  .  .  %t  zugleich  aufgehi  Ist  etwa  w*  prim  gegen  x, 
so  seien  a  und  ft  ganze,  der  Gleichung  «^  +  ^%=l  geniigende, 
Zahlen.  Wir  werden  alsdann  auch  in: 

(12)  Jg^ah  +  plP 

ein  Losungssystem  haben;  dasselbe  wird  sick  wieder  in  der  Gestalt 
(11)  darstellen,  nur  dass  die  ganzzahligen  Coefficienten  des  Z'ahlers 
geandert  sind  und  K%  insbesondere  dureh  1  ersetzt  erscheint.  Andern 
wir  jetzt  die  Basis  (9)  insofern  ab?  dass  wir  das  System  der  t  ganzen 
Zahlen  yO, ...,  IP  durcli  die  *  in  (12)  gegebenen  Zahlen  l^, ...,  lt<& 
ersetzen?  so  entspringt  wiederum  eine  Basis;  denn  die  zugehorige  Dis- 
criminante  D'  ist,  wie  man  vermoge  der  voraufgegangenen  Entwick- 

lung  aus  Formel  (6)  sehliesst,  gleich  —  und   also  ^  0.     Da  aber  D' 

V>  ^"x"- 

als  Determinante  gewisser  p2  Zahlen  selbst  eine  ganze  Zahl  ist,  so 
war  %  Teller  von  D.  Hier  sieht  man  nun  wieder,  dass  sich  der  somit 
eingeleitete  Eeductionsprocess  nur  eine  endliche  Anzabl  von  Malen 
vollzieben  lasst;  die  Existenz  der  gewiinscliten  Minimalbasis  ist  clamit 
evident. 

ubrigens  wird  man  sicli  vermoge  einer  sehr  bekannten  Uber- 
legung  nun  auch.  noch  tiberzeugen?  dass  nach  einmal  ausgewahlter 
Minimalbasis  die  t  ganzen  .Zahleo  «1?  ...;^/,  welche  bei  der  Dar- 
stellung  irgend  einer  Losung  (g}  Ji)  unseres  Problems  eintreten,  stets 
auch.  eindeutig  bestimmt  sind.  Im  entgegengesetzten  Falle  konnten 
in  der  That  die  t  Losungen  der  Minimalbasis  nicht  unabhangig  sein. 

Indem  wir  nun  fortan  unter  (1)  stets  eine  Minimalbasis  verstehen, 
lasst  sich  natiirlich  auch  diese  in  der  mannigfachsten  Art  auswahlen. 
In  der  That  werden  wir  in 


stets  wieder  eine  solche  haben,  wenn  wir 

schreiben  und  nur  Sorge  tragen,  dass  die  Determinante  |  *£>  \  der 
f  ganzen  Zahlen  %  der  Einheit  gleich  ist.  Eine  besondere  Auswahl 
hier  von  vornherein  zu  treffen,  ist  aber  fur  unsere  ferneren  Zwecke 
nicht  erforderlich.  Bemerken  wir  nur,  dass  wir  offenbar  irgend  eine 
specielle  Losung  bei  der  Auswahl  der  Minimalbasis  imrner  leicht  urn- 
gehen  konnen,  sobald  uns  dies  wunschenswert  ist. 
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§  8.     Wirklicke   Existena   s'amtlielier  arithxnetiscli   moglieher   Corre- 
spondent eii.      AnswaM    einer    Minimalbasis    [J8TJ    von    t    Correspon- 

denzen der  Fn. 

Fiir  irgend  eine   gegebene  Correspondent  der  Fn  von  der  In  §  2 
umgrenzten  Art  stellten  wir  1.  c.  die  j>  Integralrelationen  auf: 

a  __JL. 

CO  >Myr)   =  rtitj*  (X)   +   tth 


und  wir  betonen  jetzt  nochmals,  dass  die  j>2  Coefficienten  it^  diwch  die 
vorgelegte  Correspondent  aucli  eindeutig  bestimtnt  sind.  Die  gegenteilige 
Annahme  wtirde  namlicL.  sofort  lineare  Identitaten  zwisclien  den  p  Inte- 
gralen  jt  (x)  ,  .  .  .  ,  jp  (x)  zur  Folge  habeji,  die  doch  nicht  bestelien 
konnen.  Die  it^  der  Relationen  (1)  werden  sick  jetzt  in  der  Minimal- 
basis  des  yorigen  Paragraphen  in  einer  eindentig  bestimmten  Art  dar- 
stellen?  und  damit  1st  fur  die  eben  gemeinte  Oorrespondenz  der  An- 
schluss an  die  allgemeinen  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen 
vermittelt,  den  wir  im  nachsten  Paragraphen  weiter  yerfolgen. 

Jetzt  aber  ist  die  Pragestellung  geradezn  umznkehren:  Wird  aucli 
jedem  Losungssystem  (n),  welches  ^V'ir  in  %  7  auf  der  Fn  gewannen,  eine 
Correspondent  mgehoren?  Und  Her  ist  die  Ant  wort  zu  geben,  dass  jeder 
eingelnen  Losung  (W)  nicht  nur  erne,  sondern  sogar  unbegrenstt  viele  Carre- 
spondengen  gugehoren*  Die  Mannigfaltigkeit  der?  einer  einzelnen  Losung 
(?r)  ZQgehorenden?  Correspondenzen  vollig  zu  unigrenzen3  kann  freilich 
an  dieser  Stelle  nicht  unsere  Absicht  sein.  Hierzu  fehlen  uns  gegen- 
wartig  noch  die  Mittel;  denn  wahrend  bei  gegebener  Correspondenz 
die  Integralrelationen  (1)  eindeutig  bestimnit  sind,  ist  durch  blosse 
Angabe  dieser  Relationen,  d.  i.  bei  Pestsetzung  der  Werte  2tlk,  itt  und 
der  Gliederanzahl  a  auf  der  linken  Seite  (1)7  die  Correspondenz  im 
allgemeinen  noch  in  keiner  Weise  eindeutig  bestimmt.  In  der  That 
kennen  wir  (aus  dem  Umkehrproblem  (p.  512  ff.))  Bur  einen  einzigen 
Fall,  bei  dem  vermoge  der  Relationen  (1)  sich  die  a  Stellen  yr  aus  der 
Stelle  x  eindeutig  bestimmen:  dies  triU  ein,  wenn  wir  a=p  nehmen 
und  "betreffs  der  Constanten  it*  eine  gleieh  m  lezeichnende  VorausseUung 
machen.  Bei  ct>p  ist  es  die  Regel,  dass  eine  niehrfach  unendliche 
Mannigfaltigkeit  von  Losungssystemen  <yr  des  TJmkehrproblems  (1)  ein- 
tritt,  und  wie  sich  aus  dieser  Mannigfaltigkeit  die  zugehorigen  Corre- 
spondenzen ausschalten,  ist  zunachst  nicht  sichtbar.  Das  Gleiche  kanu 
fiir  ct<*p  bei  besonderen  Werten  der  %  der  Fall  sein. 

Bei  dieser  Sachlage  sehreiben  wir  nunnxehr  fiir  irgend  ein  vor- 

35"11 
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gelegtes  Losungssystem  (it)  winter  der  Annahme  von  a  —  p  an  Stelie 
von  (1)  die  Eelationen: 

J?) 

indem  wir  uns  dabei  die  Constanten  at,-  in  irgend  einer  Weise  gewahlt 
denken.  Bei  gegebenem  x  lasst  sich,  nach  dem  allgemeinen  Umkehr- 
theorem;  ein  Punktsystem  yr  in  Ubereinstimmung  mit  (2)  stets  an- 
geben,  wie  wir  p.  514  u.  f.  bewiesen  haben,  Sollen  aber  noch  weitere 
Losungssysteine  vorkommen;  so  niussen  dieselben  niit  dem  System  der 
schon  gefundenen  Punkte  yr  ,,ac|uivalent"  sein.  Da  indes  eine  ^-wertige 
algebraische  Function  stets  eine  Specialfunction  ist  (I  p.  554);  so  h'atten 
wir  fur  diesen  Fall  in  y1?  . . .,  yp  ein  Specialpunktsystem,  d.  i.  die  $ 
Punkte  yr  wurden  auf  der  Normalcurve  ft^-s  der  Formen  cp  in  einer 
Ebene  liegen.  Dem  hiermit  gemeinten  Ausnahmefalle,  den  man  in 
der  Theorie  der  AbeTschen  Functionen  als  den  Fall  der  Unbestimmt- 
heit  des  Umkehrproblems  bezeichnet,  kann  man  aber,  wie  man  leicht 
zeigt?  durch  Abanderung  der  unteren  Grenzen  der  in  (2)  linker  Hand 
enthaltenen  Integrale  oder  (was  auf  dasselbe  hinauskommt)  durch 
Anderung  der  Werte  #»  stets  aus  dem  Wege  gehen.  Bei  einein  ersten 
gewahlten  Punkte  x  giebt  es  daraufhin  nach  zweckniassiger  Auswahl 
der  &i  nur  ein  eindeutig  bestimmtes  Punktsystem  yly  . . .,  yp9  welches 
die  Gleichungen  (2)  befriedigt.  Dass  dann  aber  fur  alle  ubrigen 
Punkte  x  der  Flache  Fn  das  Gleiche  gilt,  wird  man  vermoge  ana- 
lytischer  Fortsetzung  von  jeneni  ersten  Punkte  x  aus  leicht  wahr- 
nehmen. 

Man  bemerkt  sofort;  doss  wir  solchergestalt  eine  p-detitige  Corre- 
spondent gewonnm  Jiaben,  fur  welclie  alle  Vomussetmngen  des  §  2  er- 
fiiUt  sind.  Aber  selbst  innerhalb  dieses  beschrankten  Bereiches  cc=$ 
haben  wir?  eben  alien  passenden  Wertsystemen  &$  entsprechend,  unbe- 
grenzt  viele,  der  einen  Losung  (y,  Ji)  zugehorige  Correspondenzen  als 
existierend  nachgewiesen. 

Sei  jetzt  irgend  eine  #~/3-deutige  Correspondenz  der  Fn  vorgelegt? 
die  wir  etwa  kurz  K  nennen  mogen.  Um  alsdann  eine  analytische 
Darstellung  dieser  Correspondenz  K  zu  ermoglichen;  benutzen  wir  den- 
selben  Aasatz,  wie  oben  (p.  535)  bei  den  gewohnlichen  Correspon- 
denzen im  speciellen;  d.  h.  wir  bilden  uns  das  Primproduct: 


(3)  f(x,  y)  =  P(y,  yi)  P(y,  yj  -  - 

Die  Gleiekung  f(xt  y)  =s=5  0  stellt  alsdann  in  dem  schon  p.  535  erlau* 
terten  Sirme  unsere  Correspondenz  K  rein  dar,     Uin  aber   die  Form 
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f(x,  y)  zu  einer  freilich  transeendenten  Function*}  der  Flache  Fa  aus- 
zugestalten,  schreiben  wir  unter  Aufnalmie  zweier  neuen  Pankte  |;  y 
gerade  wie  auah.  sehon  in  (4)  p.  522 


Bei  gweckmassig  particularisierten  $,  ^  wird  alsdann  die  Gleicliung 
Q  (x,  y  \  |?  TJ)  =  0  mit  den  allein  noch  veranderliclien  x,  y  niclit  nur 
unsere  a-deutige  Correspondent  K,  sondern  auch  deren  inverse  Correspon- 
dent rein  darstellen*  Aber  wie  wir  sclion  andeuteten,  ist  Q  Her  im  all- 
gemeinen  nur  erst  eine  solclie  transcendente  Function  Yon  Tier  Flaclien- 
punkten?  die  sich  um  eine  multiplicative  Exponentialgrosse  andert; 
falls  einer  der  yier  Punkte  x,  y,  |;  q  eine  Periodenbalin  beschreibt. 
Endlicb.  gebe  man  jetzt  auf  die  iin  vorigen  Paragraphen  ausge- 
wahlte  Minimalbasis  von  t  Losungssystemen  (^)  zuriick.  Fur  jedes 
derselben  sind  wir;  wie  oben  nachgewiesen,  jedenfalls  der  Existenz 
von  ^-deutigen  Correspondenzen  siclaer;  und  wir  mogen  uns  nun  beim 
einzelnen  Losungssystem  (srW)  jeweils  eine  Gorrespondenz  auswahlen. 
Die  dem  System  (^)  zugehorige  Correspondenz  heisse  etwa  jS"e,  und 
alle  t  Oorrespondenzen  Kly  .  .  .,  Kf  niogen  das  bilden;  was  wir  nun 
als  eine  Minimalbasis  von  Correspondenzen  der  Fldche  Fn  benennen 
wollen.  Fur  jede  Correspondenz  Ks  verscliaffe  man  sich  schliesslicli 
genau  nach  Vorschrift  von  (3)  und  (4)  die  von  den  vier  Punkten  x,  y, 
|,  ^  der  Fl*aclie  Fn  abbangende  analytische  Function***): 


*)  Nur  im  Falle  einer  wwZZwertigen  Correspondenz  wird  die  in  Formel  (4)  zu 
gebende  Function  algebraisch. 

**)  Nebenher  naerken  wir  an,  class  sich  die  Form  f(®,y)  auch  noch  in  der 
folgenden  Weise  zu  einer  Function  der  Flache  ausgestalten  lasst: 

p     

(5)  ^  0»  ,  y)  —  IJy<Py  9yr  &  (y  1 2/r)  > 

r=l 

wobei  <p  irgend  eine  Beruhrungsform  erster  Gattung  der  Fn  ist,  cin  Ausdruck, 
der  sich  natiirlich  sofort  auch  bei  jeder  anderen  «-deutigen  Correspondenz 
bilden  lasst. 

Wir  kniipfen  an  diesen.  Ausdruck  eine  Regel  zur  Bestimmung  der  Zahl  § 
unserer  p-p-deutigen  Correspondenz,  Vermoge  der*rechten  Seite  von  (5)  zahlt 
man  n'amlich  leicht  ab,  dass  bei  stehendem  Pimkt  y=^%  die  Function  <K#,2/0) 
Yon  x  auf  Fn  gerade  p  -  §  einfache  Nullpunkte  aufweist,  falls  sich  K  in  eine 
p-deutige  Correspondenz  invertiert.  Da  «/>(#;  ,2/0)  eine  Pimction  der  Fl&che  ist, 
die  uberdies  an  keiner  Stelle  der  Fn  unstetig  wird,  so  hat  man  nach  einer  be- 
kannten  Regel  (cf.  Neumann,  Riemanris  Theorie  der  Abel'sclien  Integrate,  p.  43 
der  2,  Aufi.)  fur  (5  die  Formel: 

(6) 
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(8)  ^'^'^-/frTrai^r 

Vermoge  dieser  f  zur  Minimalbasis  [JBTj,  2T2,  .  .  .,  2TJ  gehorenden  Func- 
tionen Q19  .  .  .  ,  Qt  werden  wir  jetzt  gleicli  eine  eigenartige  algebraisclie 

Darstellung  der  Function  (4)  irgend  einer  weiteren  Correspondenz  K 
der  Fn  durchfUhren  konnen. 

§  9.    Darstellung  aller  Oorrespondenzen  der  Fn  vermoge  der  Minimal- 
"foasis  [2Te].     Die  allgemeiiie  Correspondenzformel. 

Wenn  wir  die  Correspondenzen  der  Minimalbasis  [JTj,  .  .  .,  Kt} 
bez.  ihre  Functionen  Q8  festgegeben  denken;  so  konnen  wir  (immer 
der  Entwicklung  der  Hurwitz'sclien  Theorie  folgend)  vermoge  jener 
Functionen  Qs  und  librigens  nur  algebraischer  Functionen  die  Darstel- 
lung jeder  weiteren  Correspondenz  K  der  Flache  in  der  folgenden 
Weise  leisten: 

Wir  stellen  zuvorderst  die  aw  der  Correspondenz  K  in  der  Gestalt 
(2)  p.  544  durch  die  n^l  der  Minimalbasis  dar.  Die  dabei  als  Coeffi- 
cienten  fungierenden  ,  eindeutig  bestinamten^  ganzen  Zahlen  %,  ...,#* 
sollen  als  die  },CJiaraktere"  der  "Correspondenz  K  in  Bezug  auf  die 
Minimalbasis  [J5TJ  bezeiehnet  werden.  Wie  schon  angedeutet?  nelamen 
wir  hierbei  an,  dass  K  keine  Oorrespondenz  aus  der  Reihe  jSTe  sei; 
im  gegenteiligen  Falle  wiirde  zwar  die  naclxfolgende  Betrachtung  be- 
stehea  bleiben;  aber  docb  ilire  wesentliclie  Bedeutung  verlieren. 

Demnachst  bilde  man  aus  der  Function  Q(x,  y  (  |,  ^)  von  K  und 
den  Functionen  Qs  der  Ks  den  nachfolgenden  Quotienten: 

(1)  g(g>yie^)-      ta(g'yie^       , 


unter  xs  die  Charaktere  von  K  verstanden.  Es  gilt  dann  wieder  der 
Satz:  F(&,  y  \  |,  rf)  ist  eine  wn  vier  PunJcten  x,  y,  |;  ^  abJidngende 
Grosse,  welche  als  Function  jedes  dieser  Punkte  auf  der  Flache  Fn  alge- 
"braiscli  ist. 


integriert  tiber  den  gescWossenen  Rand  der  durcli  die  Sclmitte  ao  6f,  c.  in  einen 
einfacli  zusammenhangenden  Bereicli  verwandelten  FFache  Fn.  Hr.  Hiirwitz  hat 
diese  Integration  wirklicli  ausgefuhrt  (of.  Math.  Ann,  Bd.  28  p.  579),  wobei  unsere 
Mheren  Formeln  (4),  (5)  p.  526  zur  Verwendung  kommen;  es  ergab  sich  dabei 
fur  p  der  symmetriseiie  Ausdruck: 


den  Her  anzugeben  wir  dock  nicht  unterlassen  wollten. 
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Der  Beweis  gelingt  durch  dieselbe  tlberlegung,  wle  wir  sie  bereits 
in  §  5  bei  den  Wertigkeitscorrespondenzen  irn  besonderen  gaben:  Man 
sehe  F  erstlicli  bei  stehenden  x,  |;  77  als  Function  Ton  y  an.  Be- 
schreibt  y  den  Weg  &$,  so  geht  jedes  einzelne  Q.  sicher  in  sich  selbst 
liber;  beschreibt  aber  y  den  Weg  a^  so  ninimt  das  einzelne  Q  den 

Factor  : 

p 
^^fir^r         ***2>j*ik  [&(»>-4fe&] 

r  k=l 

e  =  e 

an.  Da  aber  ist  es  eine  einfache  Folge  der  Gleichung  (2)  p.  544,  dass 
der  Quotient  F  selbst  unver'andert  bleibt;  derselbe  hangt  demnacli 
von  y  sicher  eindeutig  und  also  (da  wesentlich  singulare  Stellen  nicht 
auftreten)  algebraisch  ab.  Man  lasse  weiter  bei  stehendem  y,  |,  ^ 
den  Punkt  x  eine  Periodenbahn  beschreiben;  wie  oben  folgt,  dass  F 
in  sich  selbst;  multipliciert  niit  einem  Exponentialfactor  der  Gestalt: 


ubergeht.  Aber  hier  miissen  wieder  alle  Constanten  G  verschwinden, 
weil  sonst  F  nach  beschriebener  Bahn  x  nicht  mehr  algebraisch  von 
y  abhangen  wiirde:  somit  ist  F  auch  in  x  eindeutig  nnd  also  alge- 
braisch. Die  Pnnkte  |,  y  erledigen  sieh  endlich  durch  die  Bemerkung, 
dass  offenbar: 

(2)  y(|,  n  \  x,  y}  =  F(*>  y\t>*i) 

zutrifft. 

Indem  wir  die  Gleichung  (1)  nach  Q  auflosen,  entspringt  der 
nachfolgende  Hauptsatz:  Die  Function  Q(x,  y  \  £,  ij)9  durch  deren  Null- 
sefaen  ^vir  die  leliebig,  aber  von  J£s  verschieden*},  gewahlte  Correspondents 
K  der  Fn  rein  darstellen  Jconnen,  gestattet  vermoge  der  Minimalbasis 

[K8]  die  Darstellung: 

t 

(3)          Q(x,y\  t,  ij)  -  F(x,  y  \  |,  ,)  JJ  \Q.(x,  y  \  I,  rft*; 

£=1 

wo  xs  die  Charaktere  wn  K  sind,  wahrend  F  eine,  K  eindeutig  mge- 
ordnete}  algebraische  Function  der  vier  Flachenpunkte  x,  y,  |7  n  ist. 

Es  ist  interessant?  zu  beachten,  wie  sich  die  in  §  5  gegebene 
Behandlung  der  Wertigkeitscorrespondenzen  in  das  jetzige  allgemein 
giiltige  Schema  einordnet.  Denken  wir  etwa  gleich  F*  als  eine 
nicht  -singulare  Flache,  so  haben  wir  ^=1,  nnd  eine  Minimalbasis 


*)  Mr  K*=ES  giebt  die  Formel  (3)  einfach  die  Identitat  Q£  =  Qs,  iudem 
dabei  F  constant,  namlicli  ==  1 ,  wird. 
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wlrd  in  einfachster  Weise  von  jener  ein-ein-deutigen  Correspondent 
gebildet,  bei  welclier  jeder  Flaehenpunkt  sich  selbst  entspricht*).  Die 
Wertigkeit  dieser  Correspondenz  1st  —  1,  und  offenbar  wlrd  Q1  Her 
im  speciellen: 


Indem  dann  weiter  —  w?  der  Charakter  einer  w-wertigen  Correspon- 
denz der  JPM  wird;  geht  ersichtlich  die  Fornael  (1)  in  die  in  §  5  unter 

(3)  aufgeschriebene  Gleichung  iiber. 

Aber  au£  der  anderen  Seite  haben  wir  jetzt  den  Yollen  Uberblick 
iiber  die  Gesamfheit  algebraiscJier  Correspondent  auf  unserer  Fldche 
Fn  thatsachlich  gewonnen.  Denn  wir  mogen  in  (3)  fur  %?...,^ 
irgend  ein  System  ganzer  positiver  oder  negativer  Zatlen  wahlen;  fur 
F  aber  irgend  eine  der  Bedingung  (2)  gentigende  algebraische  Function 
der  vier  FlacLenpunkte  %,  y^  |?  TJ,  so  werden  wir  durch  Nullsetzen 
des  so  gewonnenen  Ausdrucks  (3)  aucli  stets  eine  unserer  Correspon- 
denzen definieren?  wie  man  sieh  leiclit  uberzeugen  wird.  Indein  aber 
bei  einmal  gewahlter  Minimalbasis  jede  Correspondenz  der  Fn  nur  zu 
einem  Ausdruek  (3)  fuhrt,  tiberblicken  wir  zugleich  die  Gesamtheifc 
der  Correspondenzen  von  gleichen  Cliarakteren3  d.  i.  vom  gleichen 
Losungssysteme  (311);  hier  bleibt  eben  nur  noch  die  algebraische 
Function  F  der  willkurliclieiL  WaU  uberlassen. 

Als  eine  fiir  unsere  spateren  Zwecke  besonders  wiclitige  Anwen- 
dung  der  eben  gewonnenen  Eesultate  soil  endlicli  noch  eine  Forinel 
entwickelt  werden  ?  welche  die  Anzalil  v  der  Coincidenzen  einer  be- 
liebigen  Correspondenz  in  einer  eigenartigen  Weise  ausdriickl  Bei 
den  Wertigkeitscorrespondenzen  war  der  Berechnung  der  Coincidenzen- 
anzahl  v  der  Umstand  einigerniassen  liinderlich^  dass  die  zur  Minimal- 
basis  gewahlte  Correspondenz,  welclie  durch.  Nullsetzen  der  Function 

(4)  entspringtj    fur   die    Coincidenz    der    Stellen   x,  y   identisch    ver- 
schwindet.    Nun  konnte  es  ja  auch  bei  den  iin  vorigen  Paragraphen 
fur   beliebiges  t  ausgewahlten  Correspondenzen  Xly  .  .  .,  Kt  eintreten^ 
dass  mit    dem  Punkte  x  regelmassig  eine  gewisse  Anzalil  der  corre- 
spondierenden  Punkte  yL,  .•  *,yp  coincidieren.     Dann  aber  werden  wir 
nur   die   Constanten   ^   in   den   definierenden  Gleichungen  (2)  p.  548 
abzuandern  brauchen;  um  die  betreffende  Correspondenz  Ks  durch  eine 
andere  zu  ersetzen;  bei  der  die  p  correspondierenden  Punkte  yr  mit  x 
im  allgemeinen  nicht  zusammenfallen. 

Sei  jetzt  K  eine  beliebige  <%-j3-deutige  Correspondenz  der  F»,  so 

*)  Wir  k6nnen  dieselbe  als  die  ,,identischeu  Correspondenz  bezeichnen. 
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nelime  man  aucli  yon  dieser  an?  dass  die  a  zugeordneten  Punkte  yr 
ina  allgenieinen  nifcht  mit  x  zusammenfallen*).  Schreiben  wir  dann 
im  zugehorigen  Q(#,  y  \  |,  vf)  unter  geeigneter  Auswanl  |,  ij  sogleich 

x  =  y9  so  entspringt  in: 

(5)  W  =  Q(^||?,)  =          l/ 


eine  (transcendente)  Function,  deren  Nullstellen  auf  Fn  die  Coincidenz- 
stellen  unserer  a-/3-deutigen  Correspondenz  sind.  Nennen  wir  also 
die  Coincidenzenanzahl,  wie  bisher,  v,  so  wird  zufolge  (5)  die  Differenz 
(y  —  a  —  ffy  (jen  "Qberschuss  der  Anzahl  der  Nullpunkte  YOU  Y(a?) 
auf  Fn  tiber  die  Anzahl  der  Unstetigkeitspunkte  bedeuten**). 

Man  bilde  nunmehr  diesen  Uberschuss  (v  —  a  —  /J)  insbesondere 
fiir  die  t  Correspondenzen  K6  der  Minimalbasis  mad  benenne  denselben 
fiir  die  Correspondenz  Ke  durch  es.  Es  sind  dann  ely  e%,  ,,.}  et  gewisse 
t  gange  Zahlen,  die  mit  der  Auswdhl  der  Minimalbasis  eindeutig  gegeben 
sind***}.  Tim  fiir  die  Correspondenz  K  die  Anzabl  v  zu  bereehnen, 
gehe  man  auf  die  Darstellung  (3)  des  zugehorigen  Q(x,  y  \  i;  72) 
zuriick  Zufolge  inrer  Definition  (1)  kann  auch  die  algebraische 
Function  F  fur  x  —  y  nieht  identiscli  verschwinden  oder  unendlich 
werden.  Fur  die  bei  X  eintretende  Differenz  (y  —  «  —  ]3)  ergiebt 
sich  daraufhin  aus  dem  rechtsseitigen  Ausdruck  (3)  der  Betrag: 


Wir  kommen  damit  zu  dem  naelifolgenden  Gesetz:  Die  Coineidengen- 
anzahl  v  irgend  einer  "beliebigen  a-p-deutigen  algebraiscfien  Correspondent 
K  auf  der  Flache  Fn  ist  durch  die  Formel: 


*)  Sollte  dies  uamlich  vorkommen,  so  entb.alt  IK  die  identisclie  Correspon- 
denz in  gewisser  Multiplicitat.  Man  entferne  diese  und  beziehe  die  nachfolgende 
tJberlegung  auf  die  ubrigbleibende  Correspondent 

**)  Hierauf  griindet  sich  eine  ganz  directe  Berechnung  der  Anzahl  v,  namlich 
durch  die  Formel 


wieder  in  positivem  Sinne  iiber  den  gesamten  Rand  der  zerschnittenen  Fn  inte^ 
griert.  Hr,  Hurwitz  findet  (1.  c.  p.  576)  durch  Ansfuhrung  dieser  Integration 
fiir  v  die  Formel: 

(6)  v-*  +  p-^  +  ^  +  ...+h9f  +  GK  +  &n  +  ~.  +  G^ 

welche  indessen  im  Texte  nicht  weiter  zur  Verwendung  kommt.  Man  beachte 
insbesondere ,  wie  sich  nnter  diese  ganz  allgemeine  Formel  das  Cayley-Briirsche 
Correspondenzprincip  (9)  p.  5S9  subsumiert. 

***)  Zufolge  der  Formel  (6)  haben  wir  ganz  einfach: 

(7)  -e- 
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(8)  v  =  *  +  /J 

gegeben,  wo  KI}  .  .  .,  ut  die  Charaktere  von  K  in  Besug  auf  die  Minimal- 
lasis  [JTJ  sind,  walirend  el  ,  .  ,  .,  et  gewisse  t  mit  dieser  Basis  eindeutig  le- 
stimmte  game  Zalilen  sind.  Wir  haben  die  Gleiclmng  (8),  die  wir  hinfort 
als  die  Hurwittfscke  Corresponden&formel  citieren  wollen,  urn  so  lieber 
abgeleitet,  als  wir  spaterhin  bei  den  ClassenzaUrelationen  hoherer 
Stufen  immer  wleder  mit  ihr  zu  thun  haben  werden:  Es  werden  ge- 
rade&w  die  rechten  Seiten  der  ClassenzaUrelationen  die  speciellen  Erschei- 
mwgsformen  des  allgemeinen  Ausdntds  (8)  im  Geliete  der  Modular- 
correspondences  vorstellen. 

Endlich  bemerke  man  noch;  wie  sick  die  Formel  (8)  bei  Uber- 
gang  zu  irgend  einer  anderen  Minimalbasis  [JTJ  verhalt  (cf.  p.  546). 
Dabei  erfahren  die  e^  .  ..,  et  eine  gewisse  ganzzaMige  lineare  liomogene 
Substitution  der  Determinate  1:  die  Zalilen  K17  .  .  .,  xt  aber  erfahren 
gerade  genau  die  contragrediente  Substitution.  Bben  deshalb  bleibt 
der  Wert  von  v  unverandert  derselbe?  wie  es  sein  muss.  Dass  iibri- 
gens  die  Formel  (8)  auf  Grund  der  friiheren  Brgebnisse  eine  Polge 
cler  unter  dem  Texte  mitgeteilten  Formeln  (6)  und  (7)  ist,  wird  man 
leicht  uberblicken. 


§  10.    Bemerkungen  tiber  Biemann'sclie  Flachen  mit  eindeutlgen 
Transformationen  in  sicli, 

Aus  der  Theorie  der  Modulfunctionen  kennen  wir  zahlreiche  Bei- 
spiele  von  Eiemann^schen  Flaehen,  welche  eindeutige  (rationale)  Transfor- 
mation in  sich  zulassen.  Es  ist  sehr  interessant;  dass  sich  die  Theorie 
solcter  Plachen  unter  die  allgemeine  jetzt  entworfene  Oorrespondenz- 
theorie  subsumieren  lasst:  in  der  That  ist  ja  die  einzelne  derartige 
Transformation  einer  Fldche  in  sick  offenlar  nichls  anderes,  als  eine 
auf  dieser  Fn  definierte  1-1-dewtige  algebraische  Correspondent  Einige 
auf  diese  Auffassung  beziigliche  Bemerkungen  sollen  Mer  noch  an- 
gefugt  werden*). 

Fur  den  Fall,  dass  die  Flache  Fn  das  G-eschlecht  p  =  1  hat, 
wurden  bereits  friiher  (p.  240)  alle  ihre  eindeutigen  Transformationen 
in  sich  selbst  augegeben.  War  nicht  gerade  der  Perioden quotient 

*)  tibrigens  verweisen  wir  wegen  dieser  besonderen  Eiernanii'sclien  Fl'aehen 
auf  die  iniialtreiche  Arbeit  YOB  Hrn.  Hurwitz,  liter  diejenigen  algebraischen 
Grebilde^  welche  eindeutige  Transformationen  in  sich  zulassen,  GSttinger  Nachrlchten 
vom  5.  Febr.  1887  (abgedruckt  in  Bd.  32  der  Math.  Ann.),  eine  Abhandltmg,  in 
welcher  anch  fiir  die  allgemeine  Correspondenztheorie  neue  wertvolle  Ergebnisse 
gewonnen  sind. 
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co  =  i  oder  CD  «=  9,  so  stellte  sich  vernioge  des  Integrals  u  erne  be- 
liebige  eindeutige  Transformation  der  Fn  in  der  Gestalt  w,'  —  -f-  u  -}-  e 
dar;  fur  m  =  i  aber  kamen  noeh  die  Transformationen  uf  =  +  iw  +  c 
hinzu?  fur  co  =  Q  aber  w'  =  pi1  u  +  £•  Liegt  somit  weder  der  har- 
monische  noch  der  aquianharmonisclLe  Fall  (d.  i.  o  =  i  bez.  5))  vor,  so 
stellt  eine  Transformation  der  Fn  in  sich  offenbar  eine  1-1-deutige 
Wertigkeitscorrespondenz  mit  der  besonderen  Wertigkeit  w  ==  —  1 
bez.  w  =  +  1  vor;  die  Cayley-BrilFsche  Gorrespondenzformel  liefert 
dann  fur  die  Anzatl  der  Fixpunkte  v  ===  0  bez.  v  =====  4;  in  Uberein- 
stimmnng  mit  friilier  bereits  erhaltenen  Resultaten.  Sollen  wir  eine 
singulars  1-1-deutige  Correspondent  liaben,  so  kann  dies  nur  fur  03==^ 
oder  &  =  i  der  Fall  sein;  dass  die  Merher  geliorenden  Flachen  im 
Sinne  unserer  friiheren  TJntersuchangen  (cf.  p.  177  ff.)  als  singtilare 
Gebilde  za  den  Deterniinanten  D  ==  —  3  und  D  =  —  4  gehoren,  ist 
uns  seit  lange  bekannt*). 

Fiir  beliebiges_p  verweilen  wir  einen  Angenblick  bei  den  $  Integral- 
relationen  (2)  p.  525,  welche  wir  der  einzelnen  Correspondenz;  also 
liier  der  einzelnen  Transformation  der  Fn  in  sieh  zugeordnet  fanden. 
Das  Besondere  ist?  dass  sich  jetzt  die  linksseitigen  Summen  je  nur  auf 
ein  einzelnes  Glied  redncieren.  Gehen  wir  noeli  durcli  Differentiation 
zu  den  Formen  97  unseres  Gebildes  Fn  fiber,  so  liefern  die  Integral- 
relationen: 

(1)  9/=^i9i  +  ^2^2  "! h  ^i>9Pj>;  (*"  i?2;  '  ••>#)• 

Wir  sind  also  genau  zu  dem  sclion  in  Bd.  I  p.  604  forinulierten  An- 
satze  zuruckgekominen. 

Eine  erste  Angabe  fiber  das  Anftreten  von  Gebilden  mit  eindeutigen 
Transformationen  in  sicli  gewinnen  wir  durcli  naclifolgende  Uberlegung: 
Sei  p  >  2  und  lasse  die  Flacte  Fn  wenigstens  eine  yon  der  Identitat 
YerscMedene  Transformation  in  sich  zu.  Man  nehine  Merbei  an?  dass 
Fn  nicht  eine  singulare  Flache  sei;  die  fragliclie  Transformation  liefert 
dann  also  eine  1-1-deutige  Wertigkeitscorrespondenz.  Die  Formeln  (1) 
liefern  jetzt  zufolge  (1)  p.  535  im  speciellen  cp/=  —  w<pi,  nnd  da  aucL 
die  inverse  Correspondenz  die  Wertigkeit  w  aufweist;  so  ist  w  ==  + 1 
oder  w  =  —  1.  Man  untersuclie  nun  die  zugehorige  algebraische 
Function  (3)  p.  536  etwa  in  Abhangigkeit  von  y\  in  beiden  Fallen 
w  =  +  1  erweist  sie  sich  sofort  als  eine  gweiwertige  algebraische 
Function  der  Flache.  Daher  das  gleichfalls  von  Hurwitz  aufgefundene 


*)  Wir  haben  bier  mit  dem  niedersten  Specialfall  (#  =  1)  eines  von  Hrn. 
Hurwitz  fur  beliebigesp  aufgestelltea  Satzes  zu  thun;  siehe  die  Schlussresultate 
in  Artikel  4  der  eben  genannten  Hurwitz' sciien  Abhandlung. 
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Eesultat:  Em  Gebilde  Fn,  welches  eine  von  der  IdentUdt  verschiedene 
eindeutige  Transformation  in  sicJi  gulasst,  ist  entweder  Jiyperelliptiscli  oder 
(im  Sinne  der  dben  verdbredeten  Terminologie)  singular. 

Von  den  regularen  Flachen  Fn  der  Modultlieorie  waren  nur  zwei 
Jh jperelliptlscJb ,  und  nnr  diejenigen  der  sechsten  CIasse?  d.  i.  die  YOU 
der  Verzweigung  (2,  3,  6)  lieferten  Gebilde  p  =  17  walirend  p  ==  0 
nur  in  den  niederen  Fallen  n  =  2,  3,  4,  5  eintrai  In  der  iibrig- 
bleibenden  nnbegrenzten  Mannigfaltigkeit  nnserer  fruheren  regularen 
Plachen  Fn,  die  stets  eine  grosse  Eeihe  eindeutiger  Transforniationen 
in  sich  zuliessen,  haben  wir  somit  lauter  Beispiele  singularer  Gebilde 
vor  uns  —  diese  Benennung  genau  in  deni  Sinne  verstanden,  welch  en 
wir  p.  532  daftir  verabredeten. 


Drittes  Kapitel. 

Iheorie  der  Integrate  erster  Gattnng  bei  den  Congraenzgrappen 

von  IMmzahlstufe. 

Die  allgeineine  Hurwitz'sche  Correspondenztbeorie  grundete  sich 
in  erster  Linie  auf  den  Gebraucb.  der  Integrale  erster  Gattung.  Indem 
wir  also  diese  Theorie  ins  einzelne  fur  die  Fiacben  Ffi  der  Congruenz- 
gruppen  und  die  auf  ihnen  existierenden  Modularcorrespondenzen  dureli- 
fuhren  wollen,  werden  wir  bier  vorab  den  $u  den  Congmensgrugpen 
gelwrenden  Integralen  erster  Gattung  ein  besonderes  Kapitel  widmen 
mtissen,  Dabei  1st  imser  wesentlicbster  Zielpunkt;  mogliclist  tiber- 
siclitlictie  Reihenentwicklungen  nach  Poten$en  von  r  fur  diese  Integrale 
zn  gewinnen.  Unsere  Betraclitungen  sollen  auf  Primzalilstufeii  einge- 
schrankt  bleiben,  abgesehen  freilich  ron  den  allerniedersten  zusammen- 
gesetzten  Stufemablen  6;  8?  9^  10.  Wir  benutzen  iibrigens  zu  Beginn 
des  Kapitels  die  Q-elegenbeit  zu  einigen  allgemeineren  Betrachtungen 
dariiber7  wie  sict  die  Theorie  der  Modulformen  in  das  allgemeine 
formentheoretisclie  Scbema  des  vorletzten  Kapitels  einordnet.  Hierbei 
wird  vor  alien  Dingen  eine  Basis  des  Teilungspolygons  aufzustellen 
sein,  Ton  welcber  wir  spaterMn  einen  wichtigen  Gebraucli  zu  machen 
haben. 

Bereits  in  I  p.  583  haben  wir  die  Integrale  erster  Gattung  j  einer 
Flache  F^  in  das  urspriinglielie  Polygon  Ffi  ubertragen;  wir  erMelten 
da  eindeutige  Functionen  j(o)  von  co,  die  wir  ^transcendente"  Modul- 
functionen  nannten.  Aucb  ftihrten  wir  a.  a.  0.  (unter  dem  Texte) 
bereits  an,  dass  Hurwitz  und  Poincare  ungefahr  gleichzeitig  die  Unter- 
sucbung  der  Functionen  j (oj)  unternommen  batten;  aber  wahrend  Poin- 
care's  bezugliche  Betraclitungen  sogleich  die  Wendung  auf  die  allge- 
meinen  automorphen  Functionen  genonimen  baben,  gebiihrt  das  Ver- 
dienst,  eine  sehr  weit  durehgebildete  Theorie  der  Integrale  erster 
Gattung  fur  die  Congruenzgruppen  gesehaffen  zu  haben,  durchaus  Hrn. 
Hurwitz  allein.  Wir  werden  weiter  unter  die  einzelnen  Her  in  Be- 
tracbt  kommenden  Abhandlungen  namhaft  tnachen;  indessen  muss  so- 
gleicb  noch  angefiilirt  werden,  dass  der  Herausgeber  ausser  diesen 
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Abhandlungen  Hrn.  Hurwitz  noch  eine  ausftilirliclie  briefliehe  Dar- 
legung  verdankt,  welche  einige  Eigensclaaften  der  Integrale  j(cai)  von 
Primzahlstufe  q  betrifft.  Die  dieser  Quelle  entstammenden  Entwick- 
lungen  sollen  im  folgenden  noch  genauer  als  solehe  gekennzeichnet 
werden.  Die  ausMuliche  Durchbildung  der  Hurwitz'sehen  Gedanken 
In  der  Form,  wie  sie  das  vorliegende  Kapitel  darstellt,  riihrt  voni 
Herausgeber  her. 

§  1.     Die  Formentaeorie  einer  Flache  F^  auf  Grundlage  der  o^  ,  co2  . 

Im  vorletzten  Kapitel  brachten  wir  schon  gelegentlich  (p.  484) 
fur  die  speciellen  Fl'achen  Fp  unserer  friiheren  TJntersnchungen  die- 
jenige  Pormentheorie  in  Vorsclilag,  welche  sich  auf  co1?  o)2  als  unab- 
hangige  Variabelen  griindet.  Der  wesentliche  Unterschied  der  hiermit 
gemeinten  Formentheorie  gegen  die  im  vorletzten  Kapitel  auf  %,  % 
basierte  ist  der,  dass  o17  co2  bei  geschlossenen  Wegen  auf  JP/t;  allge- 
mein  zu  reden?  nicht  in  ihre  Anfangswerte  iibergehen,  sondern  Tielmehr 
in  Werte  co/,  ID/,  die  aus  o>1;  o?2  yermoge  einer  homogenen  Modulsub- 
stitution  hervorgehen;  die  o>1?  o2  sind  also  vieldeutige  Fornien  auf  der 
Eiemann^schen  Flache  JF^*). 

Wenn  wir  vorhin;  fur  den  Zweck  der  Formentheorie  0^  02,  das 
algebraische  Gebilde  auf  eine  tiber  die  Ebene  von  £  =  #1:#2  gelagerte 
Riemann?sche  Flache  bezogen,  so  wtirde  der  letzteren  hier  die  zuge- 
horige  Riemann'sche  Flache  tiber  der  Ebene  der  Variabelen  co  =  a)1  :  co% 
entsprechen.  Man  bemerke,  dass  wir  die  so  gemeinte  Biemanrisclie 
Flache  direct  im  ursjprilnglichen  Polygon  Ffl  der  m  -  Salbebene  vor  Augen 
Jiaben.  Inzwischen  ist  es  doch  weiterhin  filr  die  Ausdrucksweise  zu- 
meist  bequemer,  an  die  ini  Raume  geschlossene  Flache  FtU  mit  ihrer 
Einteilung  in  2  ft  Dreiecke  zu  kniipfen. 

Die  auf  &1}  oa  gegrundete  Formentheorie  der  F^  ist  nun  bereits 
in  einer  Reihe  zerstreuter  Entwicklungen  der  friiheren  Kapitel  ent- 
halten;  und  wir  brauchen  hier  kaum  mehr  als  zu  recapitulieren,  uni 
den  vollen  Zusammenschluss  mit  den  allgemeinen  Gesichtspunkten  des 
vorletzten  Kapitels  zu  gewinnen. 

Urn   etwa  mit  dem  in  Bd.  I  haufig  verwendeten  Differentiations- 
process  zu  beginnen,  so  haben  wir  in: 
(1) 


*)  Es  steht  gar  niclits  im  Wege,  gerade  so  gut  wie  2  oder  co  jede  andere 
Function  der  Flache  in  der  Art  des  Textes  zur  Grundlage  einer  Formentheorie  zu 
w'ahlen;  nur  wird  man  im  allgemeinen  nicht  so  einfache  Verhaltnisse  antreffen, 
wie  "bei  &  oder  o. 
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ein  Differential  der  Ulaclie  F^,  welclies  an  Stelle  des  in  der  allge- 
meinen  Theorie  (p.  493)  gebrauchten  Differentials  d%  tritt;  dW  bleibt; 
wie  man  sofort  best'atigt,  gegeniiber  den  homogenen  Modulsubstitu- 
tionen  uuverandert,  so  dass  wir  es  Tiier  mit  einem  auf  der  Fldclie  ein- 
deutigen  Differential  0u  fhun  hdben.  Dieses  Differential  dw  ist  zufolge 
seiner  Gestalt  —  &22<£a>  au^  ^er  ^?  abgesehen  vielleicht  von  den 
Punkten  a,  ft,  c,  allenthalben  endlich  und  von  Null  verschieden  (in 
dem  p.  493  erlauterten  Sinne).  Das  gleiche  Verhalten  zeigt  tiffi  in 
solchen  Punkten  a,  6?  die  von  vier  bez.  seehs  Dreiecken  umlagert  sind; 
dagegen  wird  d'a*  in  Ausnahmepunkten  a  und  &  im  Grade  -|-  bez.  |~ 
unendlicb.  Um  sehliesslich  dW  in  einem  Punkte  c  zu  untersuchen,  so 
beziehen  wir  F^  derart  auf  die  c?~Halbebene,  dass  der  betreffende 
Punkt  c  die  Spitze  co  =  i  oo  liefert.  Man  hat  alsdann: 

(2)  rfsr^^s!.^, 

\  J  %it      r   ' 

i 
wahrend    die   Umgebung    der   fraglichen  Stelle  c  von  F^  vernioge  rn 

auf  ein  einfach  bedecktes  Stuck  der  Ebene  von  rn  abgebildet  wird. 
Nacb.  den  friilieren  S'atzen  ergiebt  sicn  daraus  das  besonders  wichtige 
Resultat,  dass  dffi  in  jedem  Punkte  c  von  F^  einfacli  unendlich  wird; 
doch  ist  bei  dieser  Aussage  in  dem  sclion  in  I  p.  694  angegebenen 
Sinne  von  jenem  Nullpunkt  abgesehen,  der  durch  das  Verschwinden 
von  o>2  an  der  fraglichen  Stelle  von  F^  involviert  ist*). 

An  das  Differential  d^S  kntipfen  wir  sogleieh  die  Betrachtung  der 
zur  Fp  (resp.  zu  co1?  co2)  gehorenden  Primform,  als  einer  von  &wei  Stellen, 
co  und  co';  abhdngenden  transcendenten  eindeutigen  Modulform  jeweils  erster 
Dimension  in  "heiden  Variabelenreihen.  Der  IJbergang  von  der  unter  (8) 
p.  505  gegebenen  Gestalt  zu  der  hiermit  gemeinten  Primforrn  ist  leicht 
zu  bewerkstelligen;  es  erscheint  ganz  einfach  das  darnalige  Differential 
dt  durch  doi  ersetzt,  und  wir  schreiben  des  genaueren: 


(4) 


-a   /  _  _.o> 

=  V  —  d-a-d^'-e      £ 


*)  Nebenher   gedenken  wir  jeuer  besonderen  Fl'achen  .F  ,  die  keine  Aus- 
Bahmepunkte  a,  &  aufweisen,  und  bei  denen  in  alien  Punkten  c  die  gleiclie  An- 

zalil  von,  sagen  wir?  2w  Dreiecken  zusammenh'angen.  Auf  einer  solchen  F^  ist  yA 
eine  ganze  Form,  die  auf  Fn  gerade  genau  in  derselben  Weise  verschwindet,  wie 
d®  unendlich  wird.  Man  hat  denmach  in: 

n  _ 
(3)  dffi  —  («!  doo%  —  cog^coj)  )/A 

ein  Differential  der  F  ,  freilich  von  der  gebrochenen  Ordnung  -  ----  -  ,  das  auf 

der  ganzen  Flaehe  endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 
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Ohne  weiteres  aber  folgen  die  Ergebnisse:  Die  Form  P(o>,  <»')  ver- 
seliwindet  auf  Fp  einfach,  falls  die  beiden  Stellen  o,  <D'  auf  der  Flaehe 
coincidieren;-sie  wird  auf  F^  unendlich  In  den  Ordnungen  £,  %9  %  in 
den  Punkten  c  bez.  den  Ausnahniepunkten  &  nnd  a.  Das  Periodenyer- 
halten  YOU  P(GJ;  co')  1st  aber  dasselbe  geblieben,  wie  fur  die  ursprung- 
liche  Gestalt  P(#,  y)  der  Primform. 

Was  wir  unter  den  algebraischen  Formen  der  Fp.  zu  verstelien 
haben?  nnd  insbesondere  unter  den  gamsen  algebraisclien  Formen, 
brauclien  wir  hier  nicht  noclimals  zu  erortern;  speciell  fiber  die  letz- 
teren  Tergi.  man  die  Betraclatungen  p.  362  ff.  Fiir  die  Congraenz- 
gruppen  insbesondere  kennen  wir  eine  grosse  Menge  ganzer  Formen 
vom  Yorigen  Abscimitt  her;  die  Teilwerte  ^^,  ^?  sowie  die  Moduln 
A,  B,  0a,  y*  gehoren  hierlier.  Bei  der  allgemeinen  Dntersuehung  p.  362 
TL  f.  batten  wir  iibrigens  neben  absolut  zur  F^  geborenden  Modulformen 
aueb.  solcbe  in  Betraeht  zu  ziehen7  welebe  bei  geschlossenen  Wegen 
constante  Factoren  (Einlieitswnrzeln)  annehmen;  wir  wollen  gleieb 
festsetzen?  dass  sicL.  unsere  zunachst  folgenden  Betrachtungen  ganz 
allein  mit  solehen  B'ormen  befassen  sollen?  welche  im  absoluten,  Sinne 
zur  Fp  gehoren. 

Diejenigen  Gedankenentwicklungen^  welche  auf  die  Gewinnung 
einer  Basis  fur  die  ganzen  Modulformen  einer  f^  abzielen,  haben  wir 
bei  unseren  friiheren  Untersucbungen  niemals  verfolgt.  Wir  nitissten 
dabei,  zumal  wenn  es  sich  urn  eine  Minimalbasis  handeln  soil,  ^  ganze 
Modulformen  Q-t(<»i,  &^9  &*(«>±9  ^2);  -  •  •  der  r^  ausfindig  machen; 
in  denen  sich  jede  ganze  Modalform  der  f^  in  der  Gestalt: 

i  +  #2^2  H  -----  h 


mit  Hiilfe  ganzer  Formen  erster  Stufe  g1}  g2  ...  darstellen  lasst.  Aber 
es  sollen  Her  nur  fiir  eine  specielle  Gattung  von  Flachen  Fp  zuge- 
horige  Basen  eonstruiert  werden,  wobei  wir  ubrigens  gar  keinen  Nach- 
druck  darauf  legen,  auch  wirklich  Minimalbasen  zu  erhalten.  Wir 
wollen  namlich  eine  Basis  des  Teihmffspolygons  F^9^  bilden,  und  zwar 
der  Einfachbeit  halber  gleicb  fur  den  Fall  einer  Prm#ahlstufe  q.  Wenn 
wir  uns  hierbei  nocb  auf  die  Darstellung  ganzer  Modulformen  YOB 
gerader  Dimension  beschranken  wollen;  so  haben  wir  die  specielle 
Teilungsgleicliung  der  ^-Function: 


a—  1  --6  g2—  7 


(5)        $>    2    +affsg>    2    +lgs$>    *    +cg^$>    2    +...=0 

zum  unmittelbaren  Gebrauch  zur  Hand.     Unter  den  Wurzeln  von  (5) 

gehoren  aber  im  ganzen  die  ^~~  .....  Teilwerte  $?o,i>  Fo,2,  $0,9?  •  •  •   zum 
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Teilungspolygon  Fq^-^i}  wenn  wir  an  der  friiher  verabredeten  Einlage- 
__ 


_ 


rung  desselben  in  die  Dreiecksteilung  der  co-Halbebene  festhalten 
sollen  (p.  20).  Dass  hier  ubrigens  nicht  nur  eine?  sondern  gleich 
^  (q  —  1)  Wurzein  von  (5)  zum  Teilungspolygone  gehoren  ?  entspricht 
dem  Umstande,  dass  das  fragliche  Polygon  dureh  %(g[~  1)  sine  eye- 
liselie  Gruppe  bilclende  Transformationen  in  sich  ftbergeht. 

Indem  man  jetzt  die  Zahl  ^  unter  1,  2;  .  ..,  -|-($  —  1)  beliebig  aus- 
wahlt?  hat  man  nach  den  allgemeinen  Erorterungen  von  p.  490  ff.  in 


f 
LI, 


(6) 

eine  Basis  des  Teiiungspolygons.     Die  Discriminante  dieser  Basis?  die 
wir  in  der  Folge  stets  durch  D^  bezeichnen  wollen,  ist  gegeben  durcli: 


wobei  sich  in  bekannter  Weise  das  Product  auf  alle  Dijfferenzen  zweier 
verschiedener  Wurzein  von  (5)  beziehfc.  Die  Discriminants  (7)  ist  eine 
ganze  Modulform  erster  Stufe.  Aber  dieselbe  kann  nur  in  der  Spitze 
co  =  i  oo  des  Ausgangsdreiecks  verschwinden;  denn  wir  berechnen  aus 
(7)  p.  276  sofort: 


und  die  ^-Teilwerte  sind  abgesehen  von  den  Polygonspitzen  allent- 
halben  endlich  und  von  Null  verschieden.  Bei  dieser  Sachlage  ist 
Dp  bis  auf  einen  nunierischen  Factor  ;  den  wir  vernachlassigen,  nach 
einer  friiher  oft  vollzogenen  Schlussweise  mit  einer  Potent  der  Discri- 
minante erster  Stufe  A(co1?  co2)  identisch,  und  zwar  lesen  wir  aus  der 
Dimension  der  rechten  Seite  von  (7)  ab: 


(8)  JDp-A        24         . 

In  dem  Zutreffen  der  Gleiehung  (8)  hat  man  einen  besonders  ein- 
fachen  Zug  der  Teilungsgleichung  (5)  zu  sehen.  Aber  es  sei  sogleich 
bemerkt,  dass  die  Basis  (6)  noch  keineswegs  eine  Minimalbasis  des 
Teiiungspolygons  ist,  insofern  wir  z.  B.  jeden  anderen  Teilwert  g?o,/*' 
noch  keineswegs  in  der  Basis  (6)  mit  Hulfe  ganger  Coefficienten  erster 
Stufe  darstellen  konnen.  Wir  unterlassen  jedoch,  die  zur  Bildung 
einer  Minimalbasis  fuhrende  Recursionsrechnung  hier  wirklich  zu  ent- 
wickeln;  begniigen  uns  vielmehr  mit  dem  bisher  erreichten  Eesultat: 
Jede  ganze  Modulform  —  2vter  Dimension  des  Teiiungspolygons  ist  in  der 
Gfestftlt  darsiellbar: 

Klein-3?ricke,  Modulfunctiouen.  II.  3G 
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0*  +ftr-2Po#«  +  #b-4       ... 

(9) 3£ 

wdbei  gi  eine  game  Modulforni  erster  Stufe  der  Dimension  —  I  ist,  wall- 
rend  lz  durcli  die  Gleicfiung  gegeben  ist: 

(10)  fc  =  2v  +  ^^f^-* 

Umgekehrt  ist  naturlich  keineswegs  jede  Form  (9)  eine  ganze 
Modulforni  des  Teilungspolygons;  wir  werden  uns  vielniehr  spaterhin 
mit  der  Aufgabe  zu  beschaftigen  haben,  aus  alien  Ausdriicken  (9) 
die  ganzen  Modulformen  auszusondern. 

§  2.    Von  den  Modulformen.  erster  und  dritter  Gattung  insbesondere. 
Vorl'aufige  Auswanl  der  Integrale  j  bei  einer  Primzahlstufe  q. 

Von  den  Integralen  einer  Flache  Fp  werden  diejenigen  der  ersten 
und  zweiten  Gattung  beim  Eiickgang  zur  co-Halbebene  eindeutige  Fune- 
tionen  von  m  (ef.  I  p,  582  ff,);  bei  einem  Integrale  dritter  Gattung 
aber  gilt  das  Gleiche  nur  dann,  wenn  seine  logarithmischen  Dnstetig- 
keitspunkte  nur  in  den  Spitzen  des  Polygons  F^  gelegen  sind.  Das 
Differential  irgend  eines  Integrals  der  F^f  durch  dffi  dividiert;  liefert 
eine  algebraische  Form  ( — 2)ter  Dimension  in  o19  co2,  und  wir  haben 
jetzt  vor  allem  zu  untersuchen,  wann  diese  Modulforni  eine  gan&e 
wird.  Man  uberblickt  leictt,  dass  dies  stets  der  Fall  ist,  wenn  wir 
ein  Integral  erster  Gattung  j  oder  ein  solches  Integral  dritter  Gattung 
Q  differ engiert&n,  das  nur  logaritJimische,  in  den  Polygonspitzen  gelegene, 
UnstetigMtspunhte  aufweist.  Fur  die  Integrale  j  ist  dies  sofort  evident; 
ist  aber  Q  ein  Integral  dritter  Gattung  von  der  bezeichneten  Art; 
so  beziehe  man  die  Flache  F^  derart  auf  die  ca-Halbebene,  dass  ein 
gerade  betrachteter  Unstetigkeitspunkt  c  nach.  der  Spitze  o»  =  i  oo 
zu  liegen  kommt.  Da  wird  alsdann: 


und    also   bleibt   die  Ableitung  von   Q  an  der  Stelle  c  im   Sinue  des 
p.  559  yerabredeten   Spracbgebrauches   endlich.    Hiermit  sind  mgleicJi 
die  Integrale  der  geforderten  Eigenschaft  erscJibpft, 
Man  fuhre  jetzt  die  Bezeichnung  ein: 

(i)  <P  («„«*)-£,  ^K^)  =  H 

und  benenne  (p  und  ¥  kurz  als  Formen  erster  und  dritter  Gattung  der 
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Flache  F^.  Dieselben  sind  gauze  Formen  (  —  2)ter  Dimension  der  F^ 
und  es  wird  insbesondere  eine  Form  erster  Gattung  in  jedem  Punkte  c 
mindestens  in  der  Ordnung  1  verschwinden,  da  dco  nach  p.  559  an 
einer  solchen  Stelle  der  Flache  in  dieser  Ordnung  unendlich  wird. 

Diese  Satze  sind  sofort  auch  der  Umkehrung  fahig:  Jede  gan$e 
Form  der  F^  von  der  Dimension  —  2,  die  wenigstens  in  einer  Spitse  c 
von  Null  verschieden  ist,  ist  eine  Form  dritter  Gattung  ¥(0^,  o>2);  sie 
wird  dann  aber  wenigstens  noch  in  einer  weiteren  Spitze  c  von  Null 
verschieden  sein?  wie  man  aus  der  Grundeigensehaft  der  Integrale 
dritter  Gattung  folgert,  rnindestens  zwei  logarithroisehe  Unstetigkeits- 
punkte  zu  besitzen.  Ist  aber  eine  gan%e  Form  (  —  2)ter  Dimension  in 
alien  Punkten  c  gleich  Null,  so  stellt  sie  eine  Form  erster  Gattung  <p  (G)I  ,  co2) 
vor.  Die  Beweise  dieser  Behauptungen  ergeben  sick  einfaeli  dadureh, 
dass  man  in: 

(2)  j—fpfa,  o,2)  d®  ,       Q  =/Y(01?  a,)  ctii 


Integrale  erster  und  dritter  Gattung  der  F^  erkennt. 

Zu  den  Formen  dritter  Gattung  gehoren  vor  allem  die  Teilwerte 
(pip  der  $-  Function,  so  dass  wir  in: 

(3)  Q—Jg>ifidv 

eine  ganze  Reihe  von  Integralen  dritter  Gattung  von  der  oben  be- 
zeichneten  speciellen  Art  haben;  ist  n  der  Teilungsgrad  der  g?^,  so 
wird  naturlich  die  zugehorige  Flache  Fp  der  Hauptcongruenzgruppe  ^ter 

Stufe  entsprechen.  —  Fur  ungerade  n  liefern  die  n  *^—  Moduln  #a  eines 
einzelnen  Systems  in: 

(4)  j 

ebenso  viele  Integrale  erster  Gattung;  aber  fur  die  Stufe  dieser  Inte- 
grale und  also  fur  die  Bestimmung  der  zugehorigen  Flache  Fp  sind 
hier  immer  die  zahlreichen  Fallunterscheidungen  massgeblich,  welche 
seinerzeit  (im  zweiten  und  dritten  Kap.  des  vorigen  Abschn.)  betreffs 
der  Stufe  der  #a  zu  trelBfen  waren.  Bei  geradem  n  liefert  jedes  ein- 

zelne  0a~  System  ^y-  Integrale  erster  Gattung  j  der  Gestalt  (4),  die 

entweder  der  2^ten  oder  4nten  Stufe  angehoren.  —  Letzten  Endes  haben 
wir  zur  Bildung  von  Integralen  dritter  und  erster  Gattung  auch  noch 
die  gan#en  Formen  (  —  l)ter  Dimension  Aa,  Ba  zur  Hand.  Zweigliedrige 
Verbindungen  irgend  welcher  Moduln  dieser  Art  liefern  in: 

(5)  fj\akpd®    ,    f^a  Bpd-®  ,  •  -  - 

stets  Integrale   dritter  oder   erster  Gattung.     Was  im  Einzelfalle  vor- 
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liegt,  wird  man  nach  den  entwickelten  Regeln  immer  leicht  entscheiden 

konnen.  — 

Wir  wenden  uns  nun  gleieh  zu  den  Integralen  j  einer  beliebigen 
Primeahlstufe  q,  deren  Anzahl  gleieh  dern  Geschlechte: 

(6)  p  —  fe  +  3M«:z8M*^ 

der  Hauptcongruenzgruppe  gter  Stufe  isi  Fur  die  Anordnung  dieser 
jp  Integrale  j  soil  hier  zuvorderst  ein  zweekniassiges  Schema  verabredet 
werden.  Zu  dieseni  Ende  sei  j(&)  irgend  ein  Integral  erster  Gattung 

gter  Stufe;  man  bilde  alsdann  vernioge  der  gtea  Einheitswurzel  s  =  e  « 
das  neue  Integral  erster  Gattung  gte*  Stufe: 

wobei  ft  irgend  eine  ganze  Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  . .  .,  g  —  1  sein 
soil  Indem  wir  ft  der  Reihe  nach  mit  diesen  g  Zahlen  identificieren, 
ergiebt  sich  durch  Inversion  von  (7)  fiir  das  ursprtinglich  yorgelegte 
Integral  j(ai)  der  Ausdruck: 

Das  Integral  j(co  \  ft)  zeigt  aber  bei  Ausiibung  der  Substitution  S  das 

Verhalten: 

(9)  j(o  +  1  |  ft)  =  fi*^*0  I  'c)' 

JEfe  Zo&gft  sfdi  demgemdss  alle  p  linear-imdbMngigen  Integrale  j  der  gt6tt 

Stufe  so   auswahlen,   dass  das   emselne  unter  ihnen  sicli  gegenuber  der 

Operation  8  Us  auf  eine  multiplicative  n^  EinJieitsmtrttel  reprodutiert. 

Man  nehme  nun  diejenigen  Integrale  j  vorweg;  welche  sich  gegen- 
iiber  S  iiberhaupt   nicht  mehr   andern.     Es  werden  dies   die  Integrale 

erster  Gattung  des  Teilunyspolygons  Fq*—i  sein?  und  da  sich   das  Ge- 

__ 

sehlecht  des  letzteren  nach  den  fruheren  Regeln  leicht  zu: 


bestimmt,  so  Jiaben  mr  an  erster  Stelle  im  gan$en  K  Integrale: 
(11)  ,7'i(«|0),  J8(»10),...,^(ai|0), 

die  gegenuber  der  Substitution  S  unveranderlich  sincl  Hierher  gehoren 
nattirlich  auch  die  im  letzten  Kapitel  des  vorigen  Abschnitts  (p.  449  fi?.) 
haufig  benutzten  Integrale^"  des  Transformationspolygons  Fq  +  i. 

Fiir  die  noch  librig  bleibenden  (g — 1)  Zahlwerte  fc===  1,  -••,  g —  1 
unterscheiden  wir,  ob  in  ft  ein  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  g 
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vorliegt;  dabei  mogen  wir  die  ~-  Reste  generell  clurch  a,  die  Nicht- 

reste  ebenso  durch  |8  bezeichnen.  Bei  einem  gerade  ausgewahlten 
System  von  p  Integralen  der  Art  (9)  mogen  nun  zu  einem  besonderen 
Reste  ft  =  a  insgesamt  die  K  linear -unabhangigen  Integrale: 

gehoren.  Wir  verstehen  dann  unter  g  eine  primitive  Wurzel  der  Prirn- 
zahl  q  und  wahlen  eine  der  Bedingung: 

(13)  11=1^=9*0,    (mod.  q) 

geniigende  Modulsubstitution  aus,  um  vermoge  derselben  die  A  Inte- 
grale (12)  zu  transformieren.  Da  USU-i^S*?  (mod  q)  zutrifft,  so 
wird  das  einzelne  Integral  ji(U(co}  \  a)  gegentiber  der  Substitution  S 
die  Einheitswurzel  sP*a  annehmen;  im  Sinne  der  in  (7)  und  (9)  ein- 
gefuhrten  Bezeichnung  wird  also  zu  setzen  sein: 

Die  Substitution  TJ  ist  aber,  mod.  q  genornrnen,  von  der  Periode 
g"7 -;  indem  man  somit  in  (14)  ffir  v  der  Reilie  nach  die  Werte 
0?  1;  .  .  .;  jJL~  ninimt,  entspringen  von  (12)  aus  — ^ —  Reihen  zu  je 

A  Integralen,  deren  einzelne  je  einem  der  — ^ —  Reste  a  zugehort.  Da 
hierbei  hinsichtlich  des  anfanglich  ausgewahlten  a  keinerlei  be- 
schrankende  Voraussetzung  gemacht  wurde,  so  ist  zugleich  evident^ 
doss  fur  jeden  Eest  a  gerade  A  tmd  mr  I  linear -undbMngige  Integrale 
j(m  I  a)  eintreten. 

Filr  die  Nichtreste  ft  ==  |8  gestaltet  sich  die  Uberlegung  genau  so. 
Haben  wir  fflr  einen  ersten  Nichtrest  insgesamt  die  p  linear -unab- 
hangigen Integrale: 

(15)  ji(o?  |  ft,  M®  I  ft?  •••>,?/*(G}  1  ft? 

so  werden  wir  uberhaiipt  fur  jeden  NicJitrest  j5  genau  p  undbMngige  In- 
tegrale j  finden  and  nicht  meJir.  In  dieseni  Sinne  haben  wir  nur  noch 
der  G-leiehung  (14)  die  nachfolgende  anzureihen: 

Uber  die  jetzt  betrachteten 

%  +  (A  -[-"  I1) '  — g — 

Integrale  j  hinaus  werden  weitere  unabhangige  Integrale  j  der  gten 
Stufe  nieht  niehr  existieren  konnen.  Aber  man  beachte  umgekehrt, 
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dass  eine  lineare  Eelation  gwischen  jenen  aufgegahlten  Integralen  nicht 
lesteJien  Jcann.  Eine  derartige  Eelation  wiirde  sich  n'ainlich  sogleieh 
in  eine  Anzahl  weiterer  Relationen  spalten  lassen,  in  deren  einzelner 
nur  solche  Integrale  j  yorkommen,  welche  gegeniiber  S  das  gleiche 
Verhalten  zeigen.  Derartige  Relationen  kommen  aber  sicher  nicht  vor  ; 
denn  die  A  Integrale  der  einzelnen  Reihe  (12),  sowie  die  fi  Integrale 
der  einzelnen  Reihe  (15)  sind  linear-  unabhangig,  nnd  ein  Gleiehes  gilt 
endlich  auch  yon  den  K  Integralen  j  (ca  |  0)  des  Teilungspolygons.  Bei 
dieser  Sachlage  gelten  also  die  Formeln: 


__- 

_-  ~  , 

wir  berechnen  yon  hier  aus  noch  fur  (A  +  ft)  den  Wert: 


indessen  lasst  sich  nicht  ohne  weiteres  bestimmen,  welche  Zahlwerte 
A  und  ft  einzeln  genommen  haben.  mogen. 

§  3.     Specielles   fiber   die  Integrale  j(co  \  0)    des  Teilungspolygons. 
Darstelltrng  derselben  durcli  die  j(co  \  a),  j(to  \  ft)  *). 

Auch  nach  Festlegnng  des  im  vorigen  Paragraphen  verabredeten 
Schemas  ist  die  Auswahl  der  einzelnen  Integrate  j  noch  in  sehr  inannig- 
faltiger  Weise  zn  treffen.  In  der  That  mogen  wir  die  %  Integrale 
j((o  |  0)  des  Teilungspolygons  noch  beliebig  linear  substituieren  ,  und 
ein  Gleiches  diirfen  wir  mit  den  Integralen  der  ersten  Reihe  (12)  bez. 

(15)  §  2  yornehmen;  aber  man  bemerke,  dass  alsdann  auf  Grund  von 

«  _  g 
(14)  bez.  (16)   die          •  iibrigen   Reihen    mit   der   ersten   vollstandig 

bestimmt  sind.  Wie  wir  in  diesem  Betracht  bei  den  Integralen  j  (ee»  «); 
J(CD  1  $)  zweckmassige  specielle  Auswahl  en  treffen  mogen,  werden  wir 
weiterhin  noch  zu  betrachten  haben.  Unsere  nachste  Untersuchung 

gilt  allein  den  «  Integralen  j(co  |  0)  des  Teilungspolygons  JF2*~i.    Wir 

___ 

haben  dabei  insbesondere  eine  eigenartige  Ausdrucksweise  dieser  Inte- 
grale j(n  |  0)  durch  die  j(co  \  a),  j(a>  \  ft)  abzuleiten,  bez.  durch  ge- 
wisse  lineare  Verbindungen  der  j(co  \  a),  j(&  \  ]3)?  die  wir  unter  der 
Benennung  Js  und  Js^  einfiihren  wollen.  Von  den  so  zu  entwickeln- 
den  Darstellungen  der  j(®  \  0)  wird  spater  ein  wichtiger  Gebrauch 
zu  maehen  sein. 


*)  Den   Paragraphen  3,  4,  5    liegt    die   schon  iu  der  Einleitung    erwahnte 
brieflicke  Mitteilung  von  Hrn  Hurwitz  zu  Grande. 
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Die  Substitution  U  behalten  wir  in  der  BedeutuBg  (13)  des  vorigen 

Paragraphen  bei  und  verstehen  unter  g  eine  primitiye  (g~"   )     Ein- 

lieitswurzel.     1st  nun  j(co)  ein  beliebiges  Integral   erster  Gattung  des 
Teilungspolygons,  so  liaben  wir  in: 


(1) 

gleicli  ^-g—  Integrale  dieses  Polygons,  insofern  dasselbe  doch  durcli 
die  Substitution  U  in  sich  selbst  transformiert  wircl.  Wir  bilden  uns 
nun  ahnlich  wie  in  (7)  §  2  mit  Hiilfe  der  Einheitswurzel  g  die  ^—  i 

a 

linearen  Verbindungen: 
(2)        j(a>)  +  t 


indem  wir   hierbei    die  Zahl  s   der    Reihe   nach.   mit   0,1,...  ; 


identiscli  nehmen.  In  (2)  liaben  wir  dann  ^- —  Integrale  des  Polygons 
I'V-.-ji,  aus  denen  sicli  umgekehrt  das  anfanglicli  gewahlte  J(CD)  linear 

2 

aufbauen  lasst.  Gegeniiber  U  aber  anclert  sich  das  Integral  (2)  um 
die  ^L-- j  Einheitswurzel  ^  =  g8  als  Factor.  Daher  das  Resultat:  Die 

%  linear -unaWicingigen  Integrale  j  des  Polygons  Fq*^±  lassin  sicli  so  aus- 

— _ 

toahlen,   dass   das   eineelne  unter  iJinen  gegeniiber  S  und   U  das  Ver~ 

batten  &eigt: 

(3)  K-S(a»))-j(»),    j(U(rt)~iJ(a-). 

Die  zweite  unter  diesen  beiden  Formeln  erfordert  indes  noch  eine 
zusatzliche  Bemerkung.     Um  dieselbe  namlich  aus  (2)  zu  entwickeln, 

g-3 

liaben  wir  j(J7  2  (o))  direct  mit  j(c»)  identiscli  gesetzt.  Dabei  wurde 
jedocli  eine  additive  Constante  vernachlassigt;  denn  man  bemerke,  dass 

g-i 

U  2  (iibrigens  im  Gegensatz  zu  Sty  auf  unserer  Eiemann'sclien  Flache 
einen  solchen  gesehlossenen  Weg  bedeutet,  der  sich  nicht  auf  einen 
Punkt  zusammenziehen  lasst.  Strenge  genommen  sollten  wir  deni- 
geniass  in  der  zweiten  Forme!  (3)  rechter  Hand  noch  eine  additive 
Constante  hinzusetzen.  Inzwischen  ist  diese  Constante  bei  den  gerade 
vorliegenden  Uberlegungen  ganz  bedeutungslos;  wir  liaben  sie  demnach. 
in  (3)?  so  wie  in  den  analogen  weiterhin  folgenden  Formeln  einfach 
fortgelassen. 

Denken  wir  fortan  die  %  Integrale  j(&)  des  Teilungspolygons  in 
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tJbereinstimmtmg  suit  den  Relationen  (3)  ausgewahlt,  so  zeigt  das 
einzelne  unter  ihnen  ein  besonders  einfaches  Verhalten  bei  Auslibung 

einer    beliebigen    Modulsubstitution    F  ==  (       & } .     Wir    nennen  bei 

\y>  o/ 

dieser  Entwicklung,  einem  gewohnten  Brauclie  folgend;  die  in  der 
Congruenz 

gv  =  a     (mod.  q) 

zu  irgend  einer  gegen  q  primen  Zahl  a  gehorende  gauze  Zalil  v  deii 
Index  von  a  bezuglich  der  Primitivwurzel  g  und  schreiben  abgekiirzt 
i;  =  ind.  a.  Es  wird  alsdann: 

(4) 

und  -wir  finden  far  die  genannte  beliebige  Modulsubstitution  F  nacli 
leichter  Zwisclienreclinung  die  Congruenzen: 

/I    Ba"""1^ 
jj-uid  a  y^  (    >  r         \    wenn  y  —  Q  ^moc]%  g^ 

(5)          ^.s_ttf_ly=(0,-l 

~\1,    SY~l 

ist.  JPwr  das  einzelne  Integral  j  ergiebt  sicli  daraufhin  vermoge  (3)  gegen- 
ilber  V  das  VerJialten: 


(6) 


Besonders  einfach  werden  diese  Fornieln  flir  q  =  1?  d.  L  far  eiu 
Integral  j  des  Transformationsjpolygons  F^i'^  die  Anzahl  dieser  beson- 
deren  Integrale  ist  nach  Formel  (13)  p.  52  bez.  gleich: 

(7)  g  —  1^       g  —  5       g  —  7       g_+l 

^  J  12       ?       12      7        12      '       12      ; 

j'e  nachdem  j=  1,  5,  7,  11  (mod.  12)  ist.    Hier  ist  j(o>)  bekanntlich 
eines  unter  (q  +  1)  gieichberechtigten  Integral  en3   die  einfach   daroh: 


gegeben  sind.     Die  Summe  dieser  (q  +  1)  Integrale  ist  dabei  als  ein 
liberall  enclliclies  Integral  erster  Stafe  mit  einer  Constanteii  identisch: 


Hieran   knupft   sieh   nun   die   naehfolgende  tJberlegung:   Einmal 
sind  die  Integrale  (8)  gerade  diejenigen,  welche  anf  den  rechten  Seiten 
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der  linearen  Transforinationen  (6)  auftretenj  fur's  zweite  aber  bemerke 
man,  class  sich  vermoge  der  Pormel  (9)  J(co)  durcli  die  g  iibrigen  Inte- 
grale (8)  darstellen  lasst.  Indent  wir  zusammenfassen,  folgt  verinoge 
einer  leichten  Zwischenbetractitung,  dass  sicli  die  q  let&ten  Integrale  (8) 
yegenuber  lelieliger  Modulsiibstitutionen  linear  substituieren.  Auf  die  so 
entspringenden  g-gliedrigen  Substitutionen  rmissen  wir  aber  deslaalb 
eingehen,  weil  wir  gerade  durcli  ihre  weitere  Discussion  diejenige  Dar- 
stellung  fur  das  Integral  j(co  \  0)  des  Transformationspolygons  ge- 
winnen  werden;  anf  die  wir  sclion  im  Anfang  des  Paragraph  en  Bezug 
nalimen. 

Bei    dieser  Entwicklung   fiihren  wir  zur  Vereinfacliung  des  Aus- 
drucks    der   in   Rede    stelienden   g-gliedrigen  Substitutionen  an   Stelle 

der  q  Integrale  j  (  ^  ~  j  die  q  neuen  Integrale  J0(<o);  Ji  (»);•••; 
c72_i(oo)  durcli  die  lineare  Transformation  ein: 


deren  Determinante  von  Null  yerschieden  ist;  wie  es  fur  die  Umkelir- 
barkeit  der  Substitution  (10)  erforderlich  ist.  Fiir  s  =  0  liaben  wir 
In  «7"0(co)  einfach  das  ursprungliclie  Integral  —  j(G3)j  immer  yon  einer 
additiven  Constanten  abgesehen.  Indeni  man  die  Transformation  (10) 
leicht  invertiert,  ergiebt  sich  als  Wirkung  der  Siibstitutionen  S  und  T 
anf  das  System  der  Integrale  JOJ  Jlf  .  .  .?  J2—i  nacli  leichter  Zwischen- 
rcclmung: 


(T) 


wobei  sich  in  der  letzten  Pormel  der  Summationsbuchstabe  s  nur  auf 
1?  2,  •  •  -,  q  —  1  bezieht;  die  Abkurzung  cst  ist  gebraucht  in  der  Be- 
deutung: 


Hiervon  nun  die  nachfolgende  Anwendung:  Wie  man  sieht,  ist 
das  einzelne  der  (j  —  1)  Integrale  J1?  J"2? . .  .  J^—i  eine  lineare  Com- 
bination gewisser  K  Integrale  j(a>  \  a)  best,  p  Integrale  j(<n  \  j3),  je  nacli- 
dem  s  ein  Rest  s  =  a  oder  ein  Niohtrest  s  =  jS  von  g  ist.  Wenn 
man  nun  nach  gana  beliebiger  Auswahl  von  s  unter  den  ZaHen 
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1,  2,  •  •  -,  2  —  1  auf  die  betreffende  uuter  (T)  stehende  Formel: 

&  +  *)  Jo(«) 


der  Reihe  Bach  die  q  Substitutions  1,  S,  .  ..,  S*-1  ausiibt  uad  alle 
entspringenden  q  Formeln  addiert,  so  folgi  vermijge  «T0  =  -  j  /wr  to 
&eMe%  ausgewahlte  Integral  JO)  <fes  Transformationspolygons  d^e  Dar- 
stellmg: 

(ii)     (z 


und  gerade  urn  diese  Formel  war  es  uns  zwecks  spaterer  Anwendung 
zu  thun.  Nattirlich  konnen  wir  die  hiermit  geleistete  Darstellung  des 
fraglichen  Integrals  j(m)  vermoge  der  Integrale  j(co  \  a),  j(co  \  /J)  den 
wecliselnden  Werten  s  —  1,  2,  •  •  •  ,  2  —  1  entsprecliend  noch  in  (3  -  1) 
unterschiedenen  Arten  ausfiihren. 

Analoge  EntwicHungen  laaben  wir  jetzt  noch  fiir  jedes  beliebige 
Integral  j(co)  des  Teilungspolygons  durchzufuhren,  welches  nicht  be» 
reits  zum  Transforniationspolygon  gehort.  Hier  besteht  dann  die  Re- 
lation (9)  nicht;  zufolge  der  Formeln  (6)  werden  demnach  die^  Inte- 
grale (8)  gegeniiber  beliebigen  Modulsubstitutionen  (q  +  T)  -  gliedrige 
lineare  Svbstitutlonen  erleiden.  Urn  fur  die  letzteren  eine  nioglichst 
einfache  Gestalt  zu  gewinnen,  fiihren  wir  statt  der  (q  +  1)  Integrale 
(8)  die  naehfolgenden  (q  +  1)  neuen  Integrale  ein: 


+  r'j  + 


wobei  in  der  letzten  Formel  sich  s  nur  wieder  auf  die  (g  —  1)  Werte 
1^  2,  -  -  •,  g  —  1  bezieht,  wahrend  q  die  im  Sinne  Ton  (3)  zu  J(GJ) 
gehorende  Binheitswurzel  ist.  Die  Inversion  der  Formeln  (12)  liefert 
offenbar: 


(13)  3(^t)  =  J«(^  +  s==i 

Als   Wirfaing  der  SubstiMionen  S  und  T  auf  die  jeM  gemeintcn 
(q  +  1)  Integrale  J~(co)  berechnen  wir  ohne  Miihe: 
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gJ0'  =    Joo    +    (if,    «)  ^^^ 

'""  9-1 


(T) 


wobei  in  der  letzten  Pormel  s  =  1,  2;  •  •  -,  q  —  1  zu  nehmen  ist. 
Hierbei  hat  das  auch  in  der  Kreisteilungstlieorie  gebrauchliche  Symbol 
(r\}  s)  die  Bedeutung: 

(14)  -         (^*)=  Jj^ina.^ 

/*  =  ! 

wahrend  der  Coefficient  c,*  gegeben  ist  durch: 

(15)  c,t 


Hieran  kniipft  sicli  nun  wieder  die  nachfolgende  Rechnung:  Nach 
beliebiger  Auswahl  von  s  aus  dem  Intervall  l,2,-"?g—l  iibe  man 
auf  die  zu  s  gehorende  Gleichung  (T)  der  Reihe  nach  die  Substitu- 
tionen  1,  S,  -  -  -,  S^""1  aus  und  addiere  die  gesamten  so  entspringen- 
den  $  Pormeln  zusammen.  Gehen  wir  dabei  von  J^  gleicli  wieder 
zur  urspriingliclien  Bezeichnung  j  (o>)  zuriicb?  so  folgt: 


O 


1 


Unter  den  recbts  stehenden  Integralen  gehort  auch  nocb  J0  zum 
Teilungspolygon.  Um  dasselbe  zu  eliminieren;  waHen  wir  an  Stelle 
von  s  ein  zweites  Mai  die  Zahl  s'  so  aus;  dass  (^d-s>  —  ^ind-5)  von  Null 
verschieden  ist;  dies  hat  keine  Schwierigkeit,  da  ^  nicht  gleich  1  ist. 
Ohne  die  der  Gleichung  (16)  analoge  Relation  fur  s'  hinzuschreiben, 
fuhren  wir  zum  Zwecke  der  Elimination  von  J^  jetzt  endlich  das 
Integral  ein: 

ind.s*' 

(17)  *..'  =  _*..  •  W  -  *']? 


wie  man  sieht,  setzt  sich  dasselbe  wieder  ausschliesslich  aus  Integralen 
J(G>  1  a),  j(co  |  (?)  zusammen,  namlich  aus  den  Integralen  j(co  |  s)  und 
j(e>  I  5')-  .Mtf  Sulfe  des  Integrals  (17)  dber  folgern  wir  aus  (16)  fur 
das  ursprunglich  vorgelegte  Integral  j(m)  des  Teilungspolygons  die  Dar- 
stettung: 

(is)  K«)-  J.,.'  (=r)  +  *, 
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eine  Forinel,  die  sich  der  oben  entwickelten  Gleichung  (11)  unmittelbar 
anschliesst  ;  doch  1st  sie  infolge  der  ewei  Indices  s,  sr  nocli  mannig- 
faltiger  wahlbar,  als  (11).  Hierdiwch  haben  nun  auch  die  in  (11)  noch 
nicht  miterledigten  Integrate  j(a  \  0)  Are  in  Aussicht  genommene  Dar- 
stelhmg  durdi  die  j(co  \  a),  j(®  \  /J)  gefmden. 

Wir  haben  rait  dera  Vorstehenden  diejenigen  gruppentheoretiscben 
Bntwicklungen  liber  die  Integrale  gter  Stufe  gegeben,  welclie  sich  an 
die  lialbmetaeyclischen  Untergruppen  (?fl(g-i)  anscliliessen.  Es  ware 

2 

jetzt  moglich,  auch  Bocli  die  iibrigen  Untergruppen  der  Qesamtgruppe 
—  i)  der  #ten  Stufe  in  entsprechender  Weise   heranziehen.     Jedoch 


haben  wir  in  dieser  Eicbtung  liegende  Bntwicklungen  im  iblgendeu 
iiiclit  notig. 

§  4.     Ein  allgemeines  Bildungsgeseta  fiir  die  Integrale  j(m  }  a\ 
j(a  |  ft)  der  qtQn  Stufe. 

Uin  ein  allgemeines  Bildungsgesetz  fur  die  Integrale  j  zu  ge- 
winnen,  bringen  wir  die  in  Paragraph  1  gegebene  Basis  des  Teilungs- 

f  ^^l 

polygons  Ll,  Po,/o  ••  •;  ^o,*  J  ^  Anwendung.     Dies  lasst  sich.  ohne 

weiteres  zunacbst  nnr  far  Integrale  j(o  [  0)  durchftihren  ;  indessen  ist 
es  gerade  unser  Ziel,  die  fragliche  Darstellung  fiir  die  Integrale 
j(&\a)9  j(&  \  (f)  unter  Beiseitelassung  der  j(co  \  0)  durclizubilden, 
und  clieseiiialb  mussen  wir  nocli  einen  Urnweg  gelien,  urn  die  Formen 
des  Teilmigspolygons  mit  den  Integralen  j(&  \  a),  J(G>  \  (f)  in  Verbin- 
dung  xu  bringen. 

Indem  wir  zuvorderst  imentschieden  lassen^  ob  wir  mit  einem 
Eeste  a  oder  Nichtreste  ft  au  thun  liaben?  scbreiben  wir  j(&  \  v\  wo 
also  v  irgend  eine  Zahl  aus  der  Eeihe  1,  2,  •  ••,  ff  —  1  ist.  Man 
gehe  dann  gleicli  zur  entsprechenden  Form  erster  Gattung: 

CD  ^^^.^JM 


und  suche  dieselbe  mit  eineui  solchen  Factor  zu  verselien,  dass  das 
Product  eine  ganze  Form  des  Teilungspolygons  wird.  Unter  unwesent- 
licher  Abweichung  von  der  p.  281  befolgten  Schreibweise  setze  man: 


und  verstelie  weiter  unter  (q)  den  kleinsten  positiven  Rest  von  gr  mo- 
dulo 4: 
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Nach  den  seinerzeit  entwickelten  Satzen  1st  0a  #p  /A9  eine  ganse 
Modulform  #ter  Stufe,  deren  Verhalten  gegeniiber  8  aus  (1)  p.  313 
leicht  bereclinet  werden  kann.  Iin  Anschluss  daran  zeigt  man  leicht, 
dass  die  Congruenz  a2  +  /32  =  —  2v  (mod.  q)  bei  beliebig  gewahltem 
v  =  I,  2,  -  •  •  ,  q  —  1  stets  durch  zwei  ganze  durch  q  nicht  teilbare 
Zahlen  a,  ft  fyefriedigt  werden  kann.  Wahlen  wir  aber  zwei  solclie 
Zahien  «7  /J  gerade  ais  Indices  in  0^  (]/A)(9),  so  wird  dieser  Aus- 
druck  gegentiber  S  die  Einheitswurzel  s~v  annehmen. 

Bei  dieser  Sachlage  besitzen  wir  in  ^^(f/A)     *  cp(G31?cD2)   eine 
gan0e    Form    des    Teilungspolygons  ?    und    zwar    von    der    Dimension 

—  33  —  (—  )    .     Anf  diese  Form  bringen  wir  jetzt  die  in  (9)  §  1 

gegebene  Darstellung  vermoge  der  Basis  [1,  p0,^,  .  -  -]  in  Anwendung? 
indem  wir  dabei  ^  aus  der  Zahlreihe  1?  2,  •  •  •,  q  —  1  beliebig  aus- 
wahlen.  Es  ergiebt  sich  die  Darstellung: 


(3) 

wobei  unter  —  7c  die  Gesamtdimension  der  linken  Seite  verstanden  1st. 
Die   hier    auftretenden   ganzen  Form  en  erster  Stufe  <7&,  <fe—  2,  .  .  . 
denken    wir   nun    durch  #2?  g$  dargestellt  und  wollen  tibrigens;   was 
weiterhin  sehr  wicbtig  wird,  statt  g^  g^  ^?0,/t  die  drei  Formen: 

(4)  9a  —  12^,  g3  =  216(/3?  ft,  —  3(2  —  «*—  a^OtfV 
gebraucben.  JBs  5m^  namlich  die  UntwicMungscoefficienten  in  den  Po- 
tenzreihen  fur  g2,  g3  nacli  r  durchgeliends  game  Zahlen  }  walirend  die 
Entwieldungscoefficienten  von  $0^  gan&zahlige  VerUndungen  der  Potenzen 
von  's**  sind.  Im  letzteren  Falle  wolle  man  vor  allem  gleieh  nocli 
anrnerken,  dass  die  Potenzeniwicklung  von  po/*'  QMS  der  wn  typ  einfach 
dadnrch  hergestellt  wird,  dass  man  £<"  dwell  «•"'  ersetet;  es  ist  dies  eine 
einfacbe  Folge  der  p.  12  unter  (3)  gegebenen  Formel.  Unter  Gebraueli 
der  in  (4)  eingefiilirten  Bezeichnungen  schreiben  wir  jetzt  die  in  (3) 
gelieferte  Darstellung  von  q>(&^9  C52)  explicite  in  der  Gestalt: 

(l/A"P(9)    ^Tf 

(5)  9  (»i,  »i)  =  ITTD:  2j  °«>*&a  &6  $*  • 

a     r      fP    a^  b 

Dabei  bezieht  sich  die  Summe  auf  alle  ganzen,  nicht  negativen  Zahlen 
a?  5?  Cj  welche  der  Bedingung  genugen: 

4a  +  66  +  2e  =  7c,  c  <  ~p~, 
unter  ~k  die  schon  in  (3)  gebrauchte  ganze  Zahl  verstanden. 
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Die  hiermit  gegebene  Entwicklung  kehre  man  nun  urn  und  frage, 
wann  iiberhaupt  die  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  stehende  Verbin- 
dung  eine  Form  erster  Gattung  gter  Stufe  darstelli  Hierzu  ist  einzig  er~ 
forderlicli,  dass  sie  in  den  Spitzen  c  des  Polygons  wenigstens  je  in  erster 
Ordnung  verschwindet,  und  dass  wir  iibrigens  mit  einer  ganzen  Form 
zu  thun  haben;  die  uberdies  noch  zu  fordernde  Dimension  —  2  liegt 
in  (5)  unabhangig  von  den  besonderen  Zahlwerten  Ca,b  stets  vor.  Da 
aber  Dp  eine  Potenz  von  A  ist,  wahrend  die  0tt,0p  zufolge  ihrer  be- 
kannten  Productdarstellungen  als  transformierte  ^-Nullwerte  jedenfalls 
nur  in  den  Spitzen  c  verschwinden  konnen,  so  wird  der  Ausdruck  (5), 
wie  auch  die  CL,&  gewahlt  sein  mogen,  im  Innern  des  Polygons,  d.  i. 
abgeselien  von  den  Punkten  c,  jedenfalls  endlich  sein.  Wir  haben  also 
nur  noeh  die  Punkte  c  zu  untersuchen  und  Her  diirfen  wir  uns  auf  das 
Teilungspolygon  besclar'anken,  da  sich  der  Ausdruck  (5)  gegeniiber  8 
nur  urn  den  Factor  sv  andert. 

Das   Teilungspolygon  Fq*—  i  hat  zweimal  ^  —  Punkte  c,  deren 

~~~2 

Lage  wir  uns  am  leichtesten  vom  Transformationspolygon  Fq  +  i  aus 
deutlich  machen.  Letzteres  hat  zwei  Spitzen  c  und  c',  welche  den 
Punkten  co  ==  i  oo  und  co  =  0  entsprechen.  Indem  wir  alsdann  auf 
diese  Punkte  die  Substitution  U  des  vorigen  Paragraphen  wiederholt 
ausuben;  gewinnen  wir  die  ubrigen  Punkte,  cl9  c^,  c2?  %',  .  .  .  ?  gg^-s?  Cg—s 

2  2 

des  Teilungspolygons.  Die  Werte  von  co  in  diesen  gesamten  Punkten 
sind  offenbar: 

(6)     G)  " 


Tim  jetzt  den  Ausdruck  (5)  in  einem  einzelnen  dieser  Punkte 
c  naher  zu  untersuchen,  werfe  man  denselben  in  xiblicher  Weise 
verraoge  der  gerade  in  Betracht  konimenden  Substitution  (6)  nach 
CD  ==  ioo>  entwickele  die  recite  Seite  von  (5)  nach  Potenzen  von  r 
und  verlange,  dass  diese  Entwicklung  mit  einem  von  Null  verschiedenen 
positiven  Exponenten  beginnt.  Hanclelt  es  sich  urn  einen  der  Punkte 

c9  cly  02,  .  .  .,  cq~  3,  so  ist  eine  Substitution  der  Gestalt  c/=  —  ^  aus- 

zufiben,  wobei  man  zur  leichteren  Ausftihrung  dieser  Substitution  fur 
den  Augenblick  wieder  $?0,u  an  Stelle  von  $QjU  in  (5)  substituiert  denke. 
Es  gehen  alsdann  0a90p,fpQfj.  bez.  fiber  in  #a-a?  0a*p?  ^o.a—1^^  wahrend 
die  ubrigen  Bestandteile  des  Ausdrucks  (5)  unverandert  bleiben.  Setzen 
wir  nun  die  Reihenentwicklungen  ein,  so  haben  wir  die  Ca,t>  so  zu 
bestimmen,  dass  eine  gewisse  Anzahl  von  Anfangsgliedern  fur  die 
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Entwicklung  der  Summe  ^  ausfallt,  damit  eine  von  dem  Nenner  in 

a,  6 

(5)  etwa  herriihrende  Potenz  mit  negativem  Exponenten  in  richtiger 
Weise  compensiert  wird.  Wir  folgeru  aus  der  Natur  der  Entwick- 
lungseoefficienten  von  g2?  g3?  ^o^a-1?  sowie  aus  der  Gestalt  des  von 
p0<a  zu  po^  ftihrenden  Zusatzf actors  leicht,  dass  jeder  PtmU  c  der 
Reihe  c,  cly  .  . .,  cg—$  fwr  die  Zahlen  Ca,b  eine  gewisse  Anzahl  linearer 

2 

Jiomogener  Sedingungen  liefert,  deren  Coefficienten  in  die  G-estalt  gamer 
ganzzakliger  Fundionen  der  #ten  Mnkeitswurgel  #w  getraclit  werden  Jconnen. 
Die  einzelnen  Ptmkte  c,  c1?  . .  .  liefern  dabei  ganz  verschiedene  An- 
zahlen  solcher  Relationen,  da  die  0a,  ^  in  diesen  Punkten  in  ver- 
schiedener  Art  versehwinden. 

Jetzt  ist  zweitens  noch  in  den  Punkten  c7;  c/?  c/?  ..  .  das  Ver- 
lialten  des  unter  (5)  gegebenen  Ausdrucks  9?(ca1?  G52)  zu  untersuchen? 
wobei  wir  wieder  fordern  mtissen,  dass  in  jedem  dieser  Punkte  die 
Sumroe  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  wenigstens  in  einer  urn  1  hoheren 
Ordnung  verschwindet  als  D$>8a0p  (j/A)(2).  Hier  kommen  denn  fur 
die  in  Rede  steliende  Summe  neben  g2?  g3  die  Entwicklungsglieder 
von  p«— 1^0  zur  Geltung,  und  diese  sind  ausehliesslich  rationale 
Zahlen.  Es  ergeben  sich  also,  damit  wir  in  (5)  eine  Form  erster 
Gattung  liaben,  weitere  lineare  homogene  Grleichungen  fiir  die  Ca,t. 
Man  benurke  Merbei  wieder,  dass  in  (4)  der  Ubergang  von  ^?o,^ 
zu  po,^  durch  Zusatz  eines  Factors  bewerkstelligt  wurde,  der  eine 
ganzzahlige  ganze  Function  von  a*1  ist.  Indeni  wir  ja  bei  Ausiibung 
von  Modulsubstitutionen  auf  ^?o,^  zuruekgehen  wollten?  werden  Po- 
tenzen  jenes  Zusatzfactors  3(2  —  ^  —  a""'")  vortreten?  die  nun  mit 
in  die  Coefficienten  unserer  neuen  linearen  Bedingungen  fur  die  Ca^ 
(ibergehen.  Also  auch  Jiier  sind  die  Coefficienten  dieser  linearen  Glei- 
cfmngen  gan^aJilige  gan&e  Functionen  wn  s^.  tlbrigens  bemerke  man 
noch,  dass  der  Ausdruck  (8)  in  alien  jetzt  fraglielien  Punkten  c  das 
gleiche  Verbalten  zeigt;  die  Anfangsglieder  der  Summe  im  Ausdruek 
(5)  mussen  also  fur  alle  Punkte  c,  c^,  ...  bis  zu  gleicher  Hone  ver- 
schwinden. 

Wenn  wir  nun  die  Ca,i  den  gesamten,  jetzt  gewonnenen  Bedin- 
gungen gemass  wahlen,  so  wird  <jp(Q1?o)2)  sicner  eine  Form  erster 
Gattung  sein,  und  wir  gelangen  so  mgleich  mr  allgemeinstm  Form  erster 
Gattung  qiQI  Stufe,  die  gegenub&r  8  den  Factor  zv  annimmt.  Die  Ca,t 
werden  demnacn  noch  A  bez.  ft  linear  und  homogen  vorkommende 
Parameter  aufweisen  (die  willkiirlich  bleiben),  je  nachdem  v  quadra- 
tischer  Best  oder  Nichtrest  von  q  ist.  Durch  A  bez.  p  linear-unab- 
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hangige  willklirliche  Auswahlen  jener  Parameter  werden  wir  dann  ein 
System  von  I  bez.  p  Integralen  y(to  \  v)  gewinnen  konnen.  Dass 
wir  in  ahnlicher  Weise  auch  x  Integrale  des  Teilungspolygons  ableiten 
konnten,  ist  leicht  evident;  doch  gehen  wir  hierauf  nicht  naher  ein. 

§  5.     Das  Princip  der  ganzzahligen  Entwiekltuagscoefficienten  bei 

den  Integralen  j(a>  \  a),  j(a»  ]  /S). 

Wenn  auch  die  Herstellung  der  Integrale  j  nach  der  im  vorigen 
Paragraphen  beschriebenen  Methode  selbst  schon  in  niederen  Fallen 
q  sehr  umstandlich  ausf alien  durfte,  so  werden  wir  doch  durch  Fort- 
setzung  der  begonnenen  Entwicklung  zu  einem  in  der  Folge  ausserst 
wichtigen  Satze  gefuhrt.  Es  gilt  namlich  das  Folgende:  Das  System 
Integrale  j(&  \  a)  ,  J(M  \  /8)  lasst  sich  ftei  'belie'bigem 


q  stets  so  wahlen,  dass  die  EntwicUung  jedes  einzelnen  dieser  Integrale 
nach  Potengen  von  r  durchgehends  nur  ganggalilige  Coefficients  auf- 
weist.  dm  dies  zu  zeigen;  nehmen  wir  etwa  an,  v  sei  ein  Best  a;  ftir 
die  Nichtreste  /J  ist  die  Entwicklung  genau  so.  Unsere  .Uberlegong 
besteht  dann  ans  folgenden  Schritten: 

Die  Ooefficienten  Ca,b  des  vorigen  Paragraphen  berechnen  sich  aus 
den  gewonnenen  linearen  Eelationen  bis  auf  I  unter  ihnen,  welche 
willkiirlick  bleiben.  Der  grosseren  Gleichm'assigkeit  halber  schreiben 
wir  die  letzteren  el9  e2,  . .  .,  ei\  in  ihnen  stellen.  sich  dann  alle  Ga,i 
linear  und  homogen  dar  init  Coefficienten,  die  gantze  ganzzaMige  Func- 
tionen  der  ^ten  lEinheitswurzel  &*  sind.  "Wahlten  wir  aber  statt  des  an- 
fanglichen  g?o,/t  den  Teilwert  $?ofA*';  so  erscheinen  die  Verhaltnisse  nur 
insofern  geandert?  dass  in  den  eben  gemeinten  ganzen  ganzzaliligen 
Functionen  st*  durct.  e^'  ersetzt  worden  ist.  Man  kann  dies  aus  der 
Natur  der  Potenzentwicklungen  fur  die  ^-Teilwerte  (cf.  p.  12),  sowie 
andrerseits  aus  dern  Entwicklungsgange  des  vorigen  Paragraphen  ohne 
besondere  Mxihe  beweisen. 

Wir  entwickeln  jetzt  g>  selbst  nach  Potenzen  von  r,  und  hier  liegt 
aller  Nachdruck  auf  dem,  was  wir  schon  vorhin  fiber  die  Entwicklungs- 
coeffieienten  von  g2;  g3,  ^  sagten.  Andrerseits  bemerke  man,  dass 
#a?  %p  und  A  lauter  ganzzcMige  Entwicklungscoefficienten  aufweisen, 
wobei  insbesondere  als  Anfangscoefficient  stets  1  auftritt;  es  folgt  da- 
raus,  dass  auch  die  reciproken  Werte  z^1,  $J  ,  A""1,  nach  r  entwickelt, 
ausscliliesslich  ganzzahlige  Coefficienten  aufweisen  werden.  Indem 
wir  zusammenfassen  und  nun  die  eben  schon  eingefuhrte  Benennung 
e^  ...,  ei  fftr  die  unbestimnit  bleibenden  Ca^  brauchen,  kommt  fur 
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das  allgenieinste  zum  quadratischen  Reste  v  ==  a  gehorende  cp  ((%  7  o^) 
die  Potenzentwicklung: 


(1)         9(0,,  coa)  -  ^  fo  Spx  (r  |  *«)  +  •  •  •  + 

dabei  bedeutet  ^i(r  \  #")  eine  Entwieklung  nacli  ganzen  positiven 
Potenzen  von  r,  deren  Coefficienten  ganze  ganzzahlige  Functionen  von 
sf  sind.  Als  die  1  *zu  v  =  a  gehorenden  Formen  9?  konnen  wir  so- 
mit  diese: 


(2)  ^.  («,,  „,)  =  (»•  |  a"),    ft  =  1,  2,  .  .  .  ,  A 

auswalilen?  Entwicklimgeii?  die  iibrigens  iniierhalb  der  ganzen  positiven 
co-Halbebene  convergent  sind. 

Jetzt  aber  denke  man  sich  In  der  anf  anglichen  Bntwlcklung  fjpQ  t  w 
an  Stelle  von  ^?o,(w  gewai.lt,  wobei  natiirlicn  ancli  in  den  Ca,b  an  Stelle 
von  &  die  Wurzel  &'  treten  wird.  Wir  erhalten  dann  alle  zu  v  =  a, 
gehorenden  cp  genau  wieder  in  der  Gestalt  (1),  nur  dass  &a  durci.  s*1' 
ersetzt  ist;  dabei  wird  tibrigens  keineswegs  ein  und  dasselbe  System 
el  ,  .  .  .  ,  ez  beide  Male  die  gleiche  Form  <p  darstellen.  Man  ordne  nun 
die  einzelnen  Coefficienten  in  $p&(V  |  ^)  nach  Potenzen  von  #w  an  und 
spalte  daraufhln  5P*(^  I  £**)  i^  die  Summer 


wo  alsdann  die  einzelne  dieser  g  Entwicklungen  Sp^/C^)  durcigangig 
ganggahUge  Entwieklungscoefficienten  aufweisen  wird.  Die  rechte  Seite 
von  (2)  stellte  fur  alle  Zahlen  ^=1,2,  •  •  -?  g  —  1  eine  Form  erster 
Gattung  dar;  eine  Form  erster  Gattung  iaben  wir  also  insbesondere 
auch  in: 


und  Mer  Jiat  die  Entwickhmg  ?$k,i,  da  sie  sich  folgendermassen  sehreibt: 


z=o 

offenbar  selbst  wieder  lauter  ganzzahlige  Coefficienten.     Durcli  Inversion 
der  q  fur  ^  =  0?  1,  •  •  •,  ff  —  1  zu  bildenden  Gleiehungen: 

$i,t  —  r-^t(r  |  s)  +  e-"$t(r  |  £2)  +  •••  +  «r-(»-»)'^(r  |  s'-1) 
lasst  sich  aber  5J$jt(r  |  «<")  selbst  wieder  in  der  Gestalt: 


Klein-Fricke,  Modulfunctionen.  II.  37 
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darstellen;    so   dass    wir   die   anfanglich   ausgewahlten   I  Forinen  (2) 
durch  die  Iq  For  men: 


(4)  «  W,,(r),  fc  -  1,  2,  •  •  •  ,  A;  »  -  0,  1,  •  •  -,  2  -  1 

ausdrucken  konnen.  Unter  den  letzteren  Formen  warden  somit  I 
linear  -unabhangige  enthalten  sein;  ein  solches  •  System  denken  wir 
jetzt'in  gfi-\  qffl9  .  .  .,  qffl  ausgewahlt,  setzen  weiter: 

(5) 

und  haben  den  Satz,  dass  die  Entwicklungscoefficienten  dieser  I  linear- 
unaWiangigen  Formen  erster  Gattung  lauter  gan#e  Zdhlen  sind.  Hier- 
mit  ist  unsere  obige  Bekauptnng  zu  einem  ersten  Teile  thatsachlich 
bewiesen. 

Aber  indem  wir  jetzt  des  ausfularliclieren  9>^(co1;  co2  |  a)  schreiben, 
ist  weiter  zu  zeigen;  dass  auch  die  durch  irgend  eine  Potenz  der  in 
(13)  p.  565  gewahlten  Modulsubstitution  U  aus  <p*®(&19  a?2  |  a)  ent- 
springende  Form  qp^(cJ1?  cog  |  a')  stets  ganzzahlige  Entwicklungscoeffi- 
cienten  aufweist.  Zu  diesem  Ende  brauehen  wir  nur  noch  einnial  auf 
die  gegebene  Herleitung  der  Formen  (5)  zurtickzugreifen;  indem  wir 
insbesondere  die  Formel  aufschreiben: 


fQ\ 

(6) 


,.,,»,. 


welcbe  die  obige  Formel  (3)  mit  (5)  §  4  zusammenfasst;  hierbei  ist 
6a,&(#")  eine  ganze  ganzzalilige  Function  des  zngefugten  Argumentes, 
wie  aus  der  frukeren  Entwicklung  ohne  weiteres  folgt.  tlbt  man  nun  die 

Substitution  €0'=-^  aus;  so  kann  man  durch  leichte  Umsetzung: 


maelien?  und  dabei  ist  Ha,b(&}  diejenige  ganzzahlige  Function  von 
B^J  welehe  aus  Gra^(&}  bei  Ersatz  von  &  durch  &*~l  hervorgeht. 
Da  aber  rechter  Hand  in  (7)  wieder  die  Summe  uber  ^  =  1?  ...; 
$  —  1  zu  nehmen  ist,  so  wird  die  Potenzentwicklung  dieser  Summe 
nach  r  offenbar  wieder  ganzzahlige  Coefficienten  aufweisen.  Also  hat 
mdlich  auch: 
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a,  & 


/O\  ~  f  *  \  .  2  «A 

\^V  9^  \®1  ?  ^2  I  ^    *v 

diirchgehends  ganggahlige  EntwicMungscoefficienten. 

Hiermit  ist  nun  unsere  obige  Behauptung  im  vollen  Umfange 
eingelost,  wenn  man  noch  bemerken  will,  dass  fur  die  Integrale  j  (CD  |/3) 
mit  Nielitresten  /3  bez.  for  die  entsprechenden  Formen  erster  Gattung 
offenbar  ein  ganz  analoger  Beweisgang  eingeselilagen  werden  kann. 

Natftrlieh  konnen  auch  die  Integrale  j(ai)  des  Teilungspolygons  so 
ausgewahlt  werden ,  dass  lauter  ganzzahlige  Entwicklungscoefficienten 
auftreten.  Der  Beweis  ist  hier  sogar  nocli  kiirzer,  da  fur  die  Darstel- 
lung  der  betreJBPenden  Formen  cp  die  Basis  des  Teilungspolygons  ohne 
weiteres  in  Anwendung  gebracht  werden  kann.  Wir  brauchen  aber 
in  der  Folge  diese  Eigenschaft  der  Ganzzahligkeit  bei  den  fragliclien 
Integralen  des  Teilungspolygons  nicht  in  Anwendung  zu  bringen  und 
gehen  tier  also  auf  keine  Einzelheiten  ein. 


§  6.     Einfalirang  der  Entwicklnngsfunctioneji  il>(m)  und  %(m). 
Minimalbasen  von  Integralen  j (&  \  a),  j(&  \  jS).*) 

Von  den  (I  +  p)  *  - ~"      Formen  erster  Gattung  g?;  die  wir  iin 

vorigen  Paragraplien  auswaklten,    gehen  wir  jetzt  durcli  Integration 
zu  den  Integralen  selbst  zuriick,  und  zwar  schreiben  wir  dabei: 


(i) 

Fur  die  Entwicklungen  der  j(&  \  a)  und  j(a*  \  (ty  nach  Potenzen  von  r 
benutzen  wir  alsdann  die  nachfolgende  Bezeichnungsweise: 

/    \     m 

- — —  Y 2 ,  m  E=.  a  (mod.  a] . 

«V)  '  ^  •*-'     * 


'. ys     ^  =  ft  Cmod.  Of) 

w/ 

wobei  m  jedesmal  alle  ganzen  positiven,  der  Mnzugesetzten  Congruenz 
geniigenden  Zahlen  zu  durchlaufen  hat;  der  Index  i  bezieht  sich  dabei 
auf  die  Zahlen  1,  2;  . . .,  A  und  entspreetend  h  auf  1,  2,  ...,{*. 

Zufolge   der  Festsetzung  (1)  und  der  Entwicklungen  des   vorigen 
Paragraplien  sind  die  ^(m)  ganze  Zalilen,  und  wir  haben,  wie  man 

*)  Vergl.  hierzu  die  Note  Ton  Hurwitz:  yjV"ber  die  OlassensaJilrelationen  und 
Modularcorrespondenzen  primzaUiger  Stotfef'j  Leipz.  Berichte  Tom  4.  Mai  1885. 

37* 
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sieht,    die    Entwictlungscoefficienten    der    =—  —    Integrate   j/(«)j«), 

jt(&)  |  a'),  .,.  mit  dem  gleichen  i  durch  das  gemeinsame  Symbol  tyi(m) 
zusainniengefasst.  Fur  alle  positiven  quadratisclien  Eeste  m  von  q  liaben 
WIT  damit  A  gaJilentheoretiscIie  Functional  ^(W)?  ^2(m);  .  .  •  ?  ^(m) 
defmiertj  die  fur  alle  genannten  Werte  m  ganzgafalige  Werte  "behominen. 
Ganz  Entsprechendes  gilt  bei  den  Integralen  j(<x>  \  /3).  Hier  liaben 

wir  wieder  die  Coefficlenten  der  -~^-  Integrate  j&  (a)  \  (f),jk(&  \  /?')>  ... 

mit  dem  gleiclien  Index  "k  in  eins  zusainmengefasst  nnd  haben  so  ^ 
0aJileniheoretiscIie  Ftmctionen  %i(ni),  .  .  .,  Xn(m)>  die  fur  alle  qiiadratisclien 
Niclitreste  m  >  0  definiert  sind,  und  die  fur  alle  diese  Arg%imente  durch- 
gtingig  gan$8a~hlige  Werte  Jiaben. 
Man  schreibe  jetzt: 

(3)  j/(»l«) 

indem  man  unter  den  etk  ^  ganze  Zalilen  einer  von  Null  verscMedenen 
Determinante  versteht.  Die  neuen  Integrate  j/(co  |  a]  werden  dann 
alle  bisher  namhaft  gemachten  Eigenschaften  der  nrspriinglichen  teilen. 
Indem  wir  aber,  einem  frliheren  Brauelie  folgend,  das  Sjvstem  ^(coja); 
.  ,  .  ?  ji  (G)  |  a)  als  eine  Basis  bezeicknen,  fragt  es  sicli;  ob  jedes  System 
von  Integralen  Ji(&  \  a),  .  ..,  ji(a)  \  cc),  welches  alle  bis  jetzt  aufge- 
zahlten  Eigenschaften  und  also  insbesondere  gan##aJilige  Entwicklungs- 
functionen  ty!  (ni)  aufweist;  durch  unsere  Basis  in  der  Gestalt  (3)  ver- 
moge  ganger  Zalilen  etji  darstellbar  ist. 

Hieruber   entscheiden    wir   vermoge    der  bei  solcher    G-elegenheit 
stets  eintretenden  Uberlegung  und  weisen  zu  dieseni  Zwecke  der  Basis 


zuvorderst  eine  gewisse  Discrirninante  zu.  Man  verstehe  namlich 
unter  1,  a1}  «2?  .  .  .  der  iieihe  naeh  alle  positiven  quadratisehen  Reste 
von  q  und  bilde  die  Matrix  mit  unendlich  vielen  Verticalreihen: 


(5) 


Nach  den  Elementen  der  Determinantentheorie  ist  leicht  evident,  dass 
jedenfalls  nicht  alle  unendlich  vielen  A-gliedrigen  UnterdetermiDanten 
der  Matrix  (5)  verschwinden  konnen;  in  dieseni  Falle  waren  namlieh 
die  Integrale  der  Basis  (4)  von  elnander  linear  -abhangig.  Den  grossten 
gemeinsamen  Teller  aller  K-gliedrigen  Unterdeterminanten  der  Matrix  (5) 


VI,  3.  Die  Integrale  erster  Gattung  tier  Congruenzgruppen. 


581 


tenennen  wir  nun  als  Discriminate  der  "Basis  (4)  und  lemclinen  sie  fur 
den  AugenNick  durch  Dy. 

Es  ist  nun  jedenfalls  D^  eine  von  Null  verschiedene  ganze  Zahl, 
die  wir  als  positiv  annehmen  konnen.  Man  setze  dann  den  Fall,  es 
sei  Dy>>  1,  und  benenne  mit  p  einen  von  1  verschiedenen  Priinteiler 
von  Dy.  Man  wircl  annehmen  diirfen,  dass  die  Elemente  der  ersten 
Horizontalreihe  In  (5)  niclit  samtlich  durch  p  teilbar  sind;  man  wiirde 
sonst^o  |  a)  durch  p~~lji(t®  \  a)  ersetzen  konnen.  Andrerseits  aber 
sind  alle  A-gliedrigen  Unterdeterminanten  von  (5)  durch.  p  teilbar; 
denn  p  teilt  die  Discriminante  Dy.  Indent  man  1  <J  v  <  /I  nimmt, 
setze  man,  es  seien  bereits  alle  (y  +  l)-gliedrigen  Unterdeterminanten 
der  Matrix: 


(6) 


durch  p  teilbar,  wahrend  sich  doch  eine  ^-gliedrige  Deterininante;  aus 
den  v  ersten  Reihen  (5)  entnoinnien,  vorfinden  niag;  die  prini  gegen 
p  1st.  Die  letztere  Determinants  mag  die  Verticalreihen  mit  den  Argu- 
nienten  a^,  a^  ...,  afv  aufweisen;  nacli  den  voraufgehenden  Satzen 
ist  u'brigens  v  wenigstens  gleich  1  und  hoclistens  gleich  (I  —  1),  wie 
wir  schon  angaben. 

Man  bilde  jetzt  endlich  die  Matrix: 


(7) 


und  benenne  die  v-gliedrigen  Unterdeterminanten  derselben,  immer 
abwechselnd  mit  positivein  und  negativem  Zeichen  versehen;  durch 
ely  e^  . .  .,  er+i;  dabei  soil  el  aus  (7)  durch  Auslassung  der  Zten  Hori- 
zontalreihe hervorgehen.  Hier  ist  denn  nach  dem,  was  voraufgdit,  e,.+i 
sicher  eine  gegen  p  prime  gan#e  ZaM. 

Da  zufolge  unserer  Annahme  alle  (v  +  l)-gliedrigen  Unterdeter- 
minanten von  (6)  durch  p  teilbar  sind;  so  wird,  wie  man  leicht  tiber- 
bliokt,  far  alle  positiven  quadratischen  Reste  m  von  q  die  Oongruenz 
bestehen : 

(8)        e1  ^  (m)  +  e<2  ^  (w)  H h  ev+1  ^+i  (m)  =  0,  (mod.  p). 

Weil  hier  nun  ev+i  prim  gegen  p  ist,  so  konnen  wir  eine  ganze 
Zahl  eQ  finden,  welche  die  Congruenz  e0e?r+i  =  l  (mod.  p)  befriedigt. 
Schreibt  man  alsdann  endlich  eQd  =  e-}  so  ergiebt  sich  die  Congruenz: 
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(9)  q>i(»  +  %>2  W  +  ----  h  e/^O)  +  W+iO)  ^  0  (mod.  p) 
fur  afte  positiven  Reste  m  von  #.  Also  wird  auch  iioch  das  Integral: 
v  *i'A  (»  I  «)  H  -----  1-  <^  0»  I  *)  +  £'-i  («>  I  °0 


erne  ftir  alle  m  gan&gdhlige  EntwicklungsfuBction  ^+1  aufweisen. 
Indem  wir  aber  jV-fi  an  Stelle  Yon  >-fi  in  unsere  Basis  (4)  ein~ 
fiihren,  wird  die  so  geanderte  Basis  die  Dlseriminante  D^  :  p  besitzen. 
Durcli  wiederholte  Anwendung  dieses  Schlussverfahrens  wird  man  schliess- 
lich  011  einer  Basis  (4)  von  der  Discriminate  1,  d«  i.  &u  einer  Minimal- 
~basis  gelangen  Jconnen. 

Liegt  eine  Minimalbasis  yon  Integralen  j(co  \  ct)  ror;  so  konnen 
wir  offenbar  stets  eine  endliciie  Reihe  yon  Null  Yerschiedener  A-glied- 
riger  Unterdeterminanten  der  Matrix  (5)  auswahlen,  die  einen  gemein- 
samen  Teiler  >  1  nieht  mehr  aufweisen.  Man  lialte  diesen  Satz  fur 
eine  spatere  Anwendung  fest. 

Die  Minimalbasis  (4)  ist  jetzt  insoweit  bestimmt,  dass  wir  nwr 
nock  eine  Substitution  (3)  mit  gang&ahligen  e^  der  Determinante  eins, 
|  eijs  |  =  1?  ausuben  durfen.  Indessen  sehen  wir  davon  ab,  Mer  nocb 
eine  besondere  Auswakl  zu  treffen. 

Dass  iibrigens  im  Palle  der  Integrale  j(&  \  (?)  vollig  analoge 
Entwicldungen  gelten,  brauchen  wir  kaum  noch  hinzuzusetzen. 

§  7.     Antlnnetiselie  Definition  der  ^(w)  be!  g  =  7  und  q  =  11. 

Bas  allgemeine  binare  Entwleklnngspriacipa 

Im  Bislierigen  haben  wir  auf  functionenttLeoretischem  Wege  ftir 
die  Primzahlstufe  gf  gewisse  (A  +  ^)  Entwicklungsfunctionen  ^*(«), 
%k($)  8-ls  existierend  erkannt.  Wir  werden  jetzt  der  Prage  naher 
treten;  ob  es  moglieh.  ist;  diese  zahlentbeoretischen  Functionen  ^«(«), 
%Ar(/5)  auch  in  einer  directen  und  also  arifhmetischen  Art  zu  definieren, 
Hier  geben  uns  nun  in  der  That  die  Entwicklungen  ini  Kap.  3  des 
vorigen  Abschnittes  eine  Reihe  allgemeiner  Ansatze.  Aber  wir  werden 
vermoge  derselben  doch  nur  fur  die  niedersten  Stufenzahlen  die  (1  +  ^) 
arithmetisclien  Punctionen  ^-,  %#  erschopfend  erklaren  konnen,  wah- 
rend  bei  den  hoheren  Stufen  die  genannten  Ansatze  des  Yorigen  Ab- 
sclinitts  ohne  weiteres  nicht  ausreichen. 

Indem  wir  einen  inductiven  Weg  gehen,  handeln  wir  zuvorderst 
von  der  siebenten  Stufe,  wo  wir  auf  sehr  bekannte  Verlialtnisse  zurftck- 
kommen.  Integrale  des  Teilungspolygons  existieren  hier  noeh  nicht, 
da  letzteres  fur  q  =  7  das  GescHecht  Null  hat;  Yielmehr  komrnen  hier 
naeh  p.  393  nur  die  drei  Integrale  ^(03  |  1),  ^(ca  I  2);  ^(CD  |  4)  in 
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Betracht.  Wir  faaben  also  nur  eine  zaHentheoretisclie  Function  ^(^), 
wobei  wir  den  unteren  Index  1  beibehalten?  uin  Verweclislungen  init 
dem  Symbol  i/>(m)  im  sonst  gebrauchliclien  Sinne  von  I  p.  460  Fornael 
(2)  zu  meiden. 

Wenn  wir  uns  direct  an  die  Bezeiclmungen  von  p.  393  anschliessen 
sollen^   so    werden  wir  die   fragHcben  drei  Integrale  j  (GO  \  a)  in  der 
Gestalt  geben: 
(1)  14  «  J(G)  |  a)  —  J  8za  dW  . 

Als  Anfangsterme  der  Reihenentwieklungen  liaben  wir  dann: 


(2) 


¥  +..., 
j(a>  \  2)  =  %r$  —  f  r?'  —  -j^V  +  ^rV  +  •  •  -, 

Natiiiiich  handelt  es  sich  hier  um  eine  Minimalbasis;  denn  die  Matrix 
(5)  §  6  wird  fiir  den  gegenwartigen  Fall  nur  eine  Horizontalreihe  auf- 
weisen  und;  wie  man  aus  (2)  sieht,  wird  ^i(m)  z.  B.  fur  m  =  1  oder  2 
direct  gleich.  1. 

Hier  wird  nun  unsere  Aufgabe  sein,  das  allgemeine  arifhmetiscJie 
J3ildungsgeset$  von  ^(m)  aufzudecken,  und  zu  diesem  Ende  mtissen  wir 
auf  die  Forinel  (2)  p.  393  zuriickgetien.  Indem  wir  in  dieselbe: 

1^     _     ?  q  =  y 

substituieren,  kommt  nach  leicliter  Zwischenrechnung: 

—y      ^!+Jl!      0;  =  ^  (mod-  2) 
(3)  *a=*%2jXr    n     ,    a.  =  4a>  (moi  7). 


Ordnen  wir  jetzt  nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  urn  und  schreiben 
in  gewohnter  Weise: 

(4)  j(0  |  0) 


so  ergiebt  eine  kurze  Zwisclienbetrachtung  die  folgende  einfaclie  Defi- 
nition der  zahlentheoretischen  Function  ^(m):  Es  ist  ^(m)  gegeben 
durdi  die  Summe: 

(5)  ^W-t^g)*, 

'be^ogen  auf  alle  Darstellungen  von  4m  dwcA  c?ic  ganwcMige  Unare  guar 
dratische  Form: 

(6)  4w==^2+72/2. 

Weitere  Bedingungen  treten  Her  niciit  hinzu;  denn  die  erste  Gon- 
gruenz  (3)  ist  bei  (6),  wie  man  sieht,  ohne  weiteres  erfBllt,  Von  der 
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anderen  Congruenz  (3);  n'amlicli  $^4a2  (mod.  7),  aber  haben  wir 
abgesehen,  nehmen  vielmehr  in  (6)  neben  #  =  4~~4a2  immer  aucli 
#===  —  4a2:  dies  ist  dann  in  (5)  durch  Aufnahme  des  Legendre'schen 

Zeichens  (|j  und   dutch.   Zusatz    des  Factors  %  (gegentiber  (3))  com- 

pensiert.  —  Hiermit  ist  die  siebente  Stufe  bereits  erledigt*). 

Das  Gesclilecht  der  Hauptcongruenzgruppe  elfter  Stufe  war  26, 
und  das  Teilungspolygon  dieser  Stufe  hat  p  =  1  ;  Jiier  also  Jidben  wir 
funf  Functionen  ^>*  («)>%*(/*)•  Aber  der  eben  bei  n—  7  benutzte  An- 
satz  (4)  p.  563  liefert  uns  nur  erst  erne  einzige  dieser  Punctionen: 
Es  gehort  namlich  unter  den  drei  zu  q  =  11  gehorenden  ^-Systemen 
nur  das  in  (1)  p.  403  gegebene  im  absoluten  Sinne  zur  elften  Stufe-, 
wir  gewinnen  also  auf  dem  bezeichneten  Wege  nur  erst  eine  Reike 
Ton  funf  Integralen  ^(CD  \  1),  ^(co  j  3),  .  .  .;  ^(co  \  4)?  wahrend  die 
tibrigen  Tier  Reihen  noch  unbekannt  bleiben.  Indera  wir  die  Betracli- 
tung  der  21  tibrigen  Integrale  auf  den  folgenden  Paragraphen  ver- 
schieben,  roachen  wir  liier  nur  erst  folgende  Angaben:  Das  Bilctungs- 
gesetz  der  fraglichen  funf  Integrale 


ist  demjenigen  der  drei  Integrale  7ter  Stufe  (4)  genau  analog.  Ohne  die 
Rechnung  noch  einmal  aufuhrlich  abzuleiten;  gebeu  wir  gleich  an: 
Es  ist  fur  gt  =  11: 

(8)  fc  (»»)  =  *  ^  (5)*' 

summiert  itber  dtte  Itarstellunyen  von  4m  durcli  die  gan$saklige  binare 
guadratiscfie  Form: 

(9)  4m  =  x2+  II  f 

vermoge  ganger  positiver  oder  negatwer  Zahlen  x,  y  **), 

Die  in  den  beiden  Fallen  q  =  7,  11  dainit  erlialtenen  Resultate 
konnen  wir  sogleich  f  fir  beliebige  Stufenzahlen  g  der  Gestalt  (4  h  +  3) 
verallgemeinern.  Indem  wir  z.  B.  an  die  unter  (3)  p.  355  gegebenen 
Systeme  der  $  ankniipfen,  werden  wir  fur  die  Primzahlstufe  y  gleich 
eine  Reihe  zaHentheoretischer  Functionen  ^,  %  in  der  Gestalt 


gewinnen;   summiert   liber   alle   Darstellungen    von  m  in  der  Gestalt 

*)  Siehe  ubrigens  wegen  g  =  7  die  Arbeit  von  Hurwitz:  ,,U"ber  Eelationen 
zwischen  ClassenanzaMen  bindrer  guadmtischer  Formen  u.  s.  w."  Math,  Ann. 
Bd.  25  p.  183  ff.  (1884). 

**)  Vergl.  die  Note  von  Hurwitz  ,ffl>er  Eelationen  u.  s.  w."  in  den  Leipziger 
Beriehten  vom  15.  December  1884. 
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M,  =  f(%,  r[),  wo  /*(£,  if)  eine  ganzzalilige  binare  quadratisclie  Form 
der  Determinate  —  q  ist.  Die  Anzahl  der  auf  diesem  Wege  flir  die 
(/e  Stufe  zu  gewinnenden  Funetionen  fa(m),  %*(m)  ist  nach  fruheren 
Satzen  gleich  der  Anzahl  ambiger  Classen  der  Determinante  D  =  —  q 
vermelirt  um  die  halbe  Anzahl  der  ubrigen  Formclassen  dieser  Deter- 
minante Hierbei  ist  iibrigens,  wie  auch  fouher,  die  Moglichkeit  niclit 
ausgeschlossen,  dass  einige  dieser  Formclassen  durch  identiselies  Ver- 
sehwinden  der  zugehoiigen  Functionen  ^,  ^  ausfallen?  oder  dass  zwei 
verschiedene  Formclassen  das  namliche  ^  bez,  %  liefern.  Die  emzelne 
Formclasse  liefert  naturlich.  ein  ^  oder  %,  je  naclidem  Im  Sinne  der 
Einteilung  der  Formen  in  Geschleehter  jene  Classe  bezuglicli  g  den 
Charakter  -f-  1  oder  —  1  bekommt. 

Indem  bier  dem  Bildungsgesetz  der  zalilentkeoretisclien  Functionen 
jedesmal  eine  binare  quadratische  Form  zu  Grunde  liegt,  wollen  wir 
von  einem  Unaren  EntwicMungsprincip  der  Integrale  erster  Gattung 
sprechen.  Offenbar  ftthrt  der  Ansatz: 


,;— 

stets  zu  diesem  Bildungsgesetz,  mogen  wir  eine  Primzahlsttife  haben 
oder  eine  zusammengesetzte.  Wir  fubren  gleich  an,  dass  das  binare 
Entwicklungsprincip  ausser  bei  q  =  7  aueli  noch  fur  die  Stufen  6 
mid  8  zu  den  gesamten  Integralen  erster  Gattung  fuhrt,  woriiber  wir 
weiter  unten  noch.  kurz  Bericht  erstatten.  Hoher  hinauf  aber  gewinnen 
wir  aus  dem  binaren  Princip  die  Integrale  j  immer  nur  erst  teilweise; 
wie  wir  eben  bereits  bei  c[  =  11  bennen  lernten.  Wir  werden  jetzt 
nachsehen,  welches  das  Bildungsgesetz  fur  die  ruckstandigen  Integrale 
elfter  Stufe  ist. 

§  8.     Die  ruoksfaudigen  Bntwicklungsfanctionen  ^2?  %&  der  elften 
Stufe.     Das  allgemeine  quaternare  Entwicklungsprincip. 

Neben  dem  im  vorigen  Paragraphen  benutzten  Ansatze  zur  Bil- 
dimg  von  Integralen  j  hatten  wir  in  §  2  unter  (5)  noch  einen  zweiten 
Ansatz  in  Yorschlag  gebracht,  der  sich  auf  die  Integration  quadra- 
tischer  Verbindungen  von  ganzen  Modulformen  erster  Stufe  grtmdete. 
Hier  bei  q  =  11  konnen  wir  zu  diesem  Ende  das  aus  (?)  p.  332  ent- 
springende  Modulsystem  der 
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brauchen,   wobei  wir  als    Summationsbedingnngen    die   nachfolgendeii 
anzunierken  haben: 
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(2)  6  =  5«  (mod.  11) ,    6  =  n  =  ±  1  (mod-  6). 

Diese  sechs  Moduln  A0?  A1JP  A3,  .  . .  werden  freilich  erst  durch  Multipli- 
cation mit  |/ A  zu  Moduln  elfter  Stufe  nornaiert;  aber  man  sieht5  dass 
die  quadratischen  Verbindungen  A«  A«';  auf  die  allein  es  hier  an- 
kommt;  ohne  weiteres  absolut  zur  elften  Stufe  gehoren.  Zum  Zwecke 
der  weiterhin  folgenden  Eechnungen  schreiben  wir  hier  gleich  einige 
Anfangsglieder  der  nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  angeordneten 
Reihen  auf: 

A  %™       i      /t  2       I          »1       i          7       I  \ 

A0  =  —  r2   (1  —  r  —  r2  +  r5  +  r7  -\ ), 

A,  =  —  r1"2"  (1  —  r  +  *  —  r3  +  «  •  0  ? 


(3) 


=   y2*2  /^     y.      J 

C03  V  ' 

—  ^L  J&  (-(  T 

/      ^j.         / 


Unsere  seclis  Moduln  Aa  liefern  21  quadratisclie  Verbindimgen  AaAcr; 
und  indem  aus  den  weiter  folgenden  Entwicklungen  leicht  hervorgehen 
wird,  dass  diese  21  Verbindungen  von  einander  linear -unabhangig 
sind,  finden  wir  alle  21  noch  fehlenden  Integrals  elfter  Stufe  in  der 
G-estalt: 

(4)  J  ka^dW. 

Unter  den  damit  gewonnenen  21  Integralen  steht  zunachst  das- 
jenige  des  Teilungspolygons,  namlich: 

(5)  88 ixj  (o  |  0)  =  /  A0a  d® , 

fur  sich.  Es  lasst  sicli  dieses  Integral  auch  als  das  elliptische  Inte- 
gral des  Transforinationspolygons  auffassen,  und  in  dieser  Eigenschaft 
hatten  wir  es  bereits  oben  (p.  435)  zu  benutzen  gehabt.  Naturlich 
ist  es  eines  unter  zwolf  gleichberechtigten  Integralen ;  welch;  letztere 
wir  samtlich  aus  den  21  Integralen  (4)  zusammensetzen  konnen. 

Indem  man  nur  die  Anfangsterme  in  (3)  zu  Paaren  mit  einander 
multipliciert,  wird  evident,  dass  die  20  noch  fehlenden  Integrale  zur 
Halfte  Integrale  j(&  \  a)  sind?  zur  andern  Halfte  Integrale  j(o>  \  /S). 
Da  aber  die  Integrale  (7)  des  vorigen  Paragraphen  zu  den  j(co  j  a) 
gehorten,  so  Jiaben  wir  fur  ^  =  11  drei  &ahlenfheoretische  Functioned 
t}>i(m)  und  0wei  Functionen  %*(?»). 
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Wir   wenden   uns   nun    zuvorderst   zur   Betracktung    der   beiden 
Functionen  ^    und  ^    und  haben  zu  diesem  Zwecke  zu  sclireiben: 


a) 

/r*\ 

a) 


wahrend  wir  nattiiiich  andrerseits  fiir  diese  beiden  Keiken  zu  je  ftinf 
Integralen  die  Bezeicknungen: 

(  \    — 

_ ,    x      m 

X7  ^3  M     iT  /         i     -i  ^ 

szs    jr r    .     $H  ., ..—  $  (nioci.  JL i ) 

MmJ  tlfl 

beibekalten. 

Zur   aritkmetiscken  Definition   unserer  neuen   zaklentkeoretiscken 
Functionen  ^2;  ^3  mtissen  wir  auf 


(8)  Aa  A.-  - 

zuruckgehen  und  unter  Obacht  auf  die  im  Einzelfall  stattfindenden 
Summationsbedingungen  nacli  ansteigenden  Potenzen  von  r  umordnen. 
Dabei  werden  wir  ^2  (m)  und  -$$  (m)  augensclieinlicli  im  AnscMuss  an  alle 
Darstellungen  von  2<im  in  der  gruaternaren  Form: 

(9)  24m  =  |2  +  g2  +  H^2  +  H^2 

diwch  ungerade,  gegen  3  prime  Zalilen  |7  £;  ^,  d-  m  deflnieren  Jiaben, 

Durcli  Zelchenweclisel  der  darstellenden  Zahlen  gewinnen  wir  von 
einem  Quadrupel  |,  t,  q,  &  aus  deren  gleick  sechtsefw^  aber  wir  wollen 
nnter  den  sechzehn  so  gemeinten  Darstellungen  jeweils  nur  eine  ein- 
zelne  durcli  die  naclifolgende  Vorsclirift  fisieren:  Da  es  sicli  in  (9) 
fur  ^2  und  t^3  um  quadratiscke  Reste  m  kandelt?  so  kann  keine  der 
Zalilen  |;  £  durcli  11  teilbar  sein;  walilen  tvir  also  die  Vorzeiclien  von 
§  und  £  so,  dass  sie  selbst  quadratiscke  Eeste  von  11  sindJ  Die  Vor- 
zeicken  Ton  q  und  ^  sollen  dann  so  bestimrot  werden,  dass  einmal  § 
und  >rj}  andrerseits  £  und  &  mod.  3  einander  congruent  sind.  Dadurck 
bleiben  wir  zugleick  mit  den  ursprllnglicken  SunimationsbediDgungen 
(2)  in  Ubereinstimmung. 

Hiernack  gelt  en  nun  die  Erklarungen:  Fur  ^2(m)  nefme  man  nur 
diejenigen  Darstellungen  (9),  "bei  welcJien  |  und  %  modulo  11  congruent 
ausf alien;  ^/>2(»a)  'bedeutet  die  AntzaJil  solcher  Darstellungen,  bei  denen  die 
Summe  der  vier  darstellendm  Zahlen  durch  4  teilbar  ist,  vermindert  urn 
die  AwM  der  iibrigen  Darstellungen  (9)  dieser  Art.  Andrerseits  nekme 
man  alle  Darstellungen  (9)>  bei  denen  |  und  %  modulo  11  incon- 
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gruent  sind;  da  ist  dam  2^(m)  wieder  die  Anzatil  oiler  Darstelhmjen 
dicscr  Art  mit  |  +  g-f-^  +  ^^0  (mod.  4),  vermindert  um  die  Anzahl 
der  ubrigen  Darstellungen.  Wir  mussten  hier  aber  2^3  statt  ^3  schreiben, 
well  namlich  jede  der  beiden  Darstellungen  ((•,  g,  07 ,  #)  und  (g;  g,  -9-,  17) 
bei  der  eben  bezeichneten  Abzahlung  besonders  gezahlt  wurde,  wahrend 
doch  bei  (6)  nur  eine  von  ihnen  zur  Geltung  kommt.  — 

Es  eriibrigt,  in   entsprechender  Weise   die  beiden  Entwicklungs- 
functionen  %±(m]  und  #2(w)  zu  discutieren.     Hier  liaben  wir  zu  setzen: 


(10) 

sowie  andrerseits: 


.  =  /5  (mod.  11). 


Die  arithmetische  Definition  yon  %%(m)  schliesst  sicli  sehr  eng 
an  die  fiber  die  fa  gemachten  Angaben  an.  Da  jetzt  m  Nichtrest  ist? 
so  werden  sicli  unter  den  Darstellungen  (9)  auch  solche  finden,  bei 
denen  eine  der  Zahlen  |;  g  durch  11  teilbar  ist.  Dock  schliessen  wir 
mnachst  solche  Darstellungen  von  24 m  in  der  qiiaterndren  Form  (9); 
lei  denen  |  oder  §  Multiplum  von  11  ist,  aus  und  ftxieren  die  Vorgeiclien 
der  |,  g;  q,  ^  bei  den  iibrig  Ueibenden  Darstellungen  genau  nacli  der 
vorJiin  gegelenen  Vorsclirifi  Wie  man  dann  leicht  ins  einzelne  verfolgt, 
toird  2%a(m)  gleich  der  AnmM  derjenigen  unter  den  fraglidien  Darstel- 
lungen ,  lei  denen  l  +  g+^  +  ^^O  (mod.  4)  ivird,  vermindert  um 
die  Angalil  der  iibrigen  Darstellungen. 

Es  bleibt  endlich  nur  noch  die  arithmetische  Definition  von  x\(m*) 
zu  geben  tibrig,  und  hier  handelt  es  sicli  um  alle  diejenigen  Dar- 
stellungen eines  Nichtrestes  m  in  der  Gestalt  (9),  lei  denen  eine  der 
Zalilen  £,  g  ein  Vielfaches  von  11  ist.  Jetzt  passen  die  obigen  Fest- 
setzungen  iiber  die  Vorzeichen  nieht  mehr  vollstandig:  wir  setzen  etwa 
fest,  doss  die  durch  11  teilbare  unter  den  Zahlen  |,  g  positiv  genommen 
werden  soil,  wahrend  ivir  im  ubrigen  an  den  obigen  Sestimmungen  fest- 
Jialten.  Die  Function  2%1(m)  ist  demn'achst  wieder  genau  wie  bisher 
als  Different  zweier  Amahlen  von  Darstellungen  zu  definieren,  — 

Im  Anschluss  hieran  liesse  sich  iibrigens  leicht  aueh  die  Ent- 
wicklungsfunction  des  elliptischen  Integrals  j(&  \  0)  —  und  zwar  in 
besonders  einfacher  Weise  —  definieren.  Wir  gehen  hierauf  indessen. 
nicht  mehr  besonders  ein  und  gedenken  nur  noch  kurz  der  Verall- 
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geineinerung  der  gefundenen  Gesetze.  Zu  'ahnlichen  Verhaltnissen 
gelangen  wir  offenbar  stets  yon  den  Ansatzen  (5)  p.  563  aus  und  ge- 
winnen  solehergestalt  im  Anschluss  an  das  binare  des  vorigen  Para- 
graph en  ein  quaterndres  Entwicklungsprincip  fur  die  Integrale  der  Con- 
gruenzgmppen.  Dasselbe  basiert  iin  Einzelfalle  auf  Darstellungen  des 
Reihenexponenten  m  in  Gestalt  einer  quaternaren  quadratischen  Form, 
und  zwar  entsprechend  einer  Gleichung: 


wo  f  und  f  zwei  binare  Formen  sind.  Die  ganze  Zahl  6  war  vorMn 
gleich  24;  sie  kann  aber  je  nacli  den  gebrauchten  Modulsysteraen 
aucli  nocli  einige  andere  Werte  bedeuten  und  wird  insbesondere  gleieli 
1?  wenn  wir  von  den  Modulsysternen  (2)  p.  355  ausgehen. 

§  9.    .Angafoe  einiger  Besultate  liber  die  Integrale  niederer 
ziisammengesetzter  Stufenzatilen. 

Das  binare  und  das  quaternare  Entwicklungsprincip?  wie  wir  die- 
selben  vorstehend  kennen  lernten,  reichen  auch  noch  fur  die  uberall 
endlichen  Integrale  der  Stufen  6;  8,  9  aus.  "Wir  nehmen  aber  auf  die 
Integrale  dieser  Stufen  hier  um  so  lieber  gleich.  Bezug?  als  wir 
einige  von  ihnen  weiterhin  gelegentlich  zu  gebrauchen  haben. 

Die  Hauptcongruenzgruppe  sechster  Stufe  F72  hat  p  =  1  ;  und  das 
zugehorige  elliptische  Integral  erster  Gattung  haben  wir  in  Bel  I 
p.  690  bereits  angegeben;  es  hatte  die  Gestalt: 

(1)  j(o>)=/f/A<Z3>. 

Indem  wir  andrerseits  explicite  entwickeln: 


(2)  K«)  =  r''  m  =  1  (mod' 


werden  wir  die  Bedeutung  der  arithmetischen  Function  sechster  Stufe 
%(m)  entweder  aus  (3)  p.  374  oder  aber  verinoge  der  Darstellung 
•f/Z"=  |/A"2|/A"  aus  (5)  p.  374  und  (4)  p.  377  durch  Multiplication 
ableiten.  Wir  finden?  was  wir  hier  natftrlich  nicht  noch  eingehend 
ausrechnen;  die  nachfolgende  Definition:  Es  ist: 


(3)  i(»)- 

summiert  uber  alle  Darstellungen  von  m  in  der  Gestalt: 

(4)  w  =  |2+3if 

v&rmoge    irgend  welcher  ganger   Zahlen  |,  TJ.    Als   Anfangsglieder   be- 

rechnet  man  daraufhin: 
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(5)  J(a)  —  r*  —  *  **  +  AT  'V  H 

Bei  der  achten  Stufe  hat  man  erstlich  die  ausgezeiehnete  hyper- 
elliptische  T48  Tom  Geschlechte  p  =  2,  die  wir  in  I  p.  652  auffanden. 
Die  beiden  zugehorigen  iiberall  endlichen  Integrale  finden  wir  durch 
Integration  der  in  (7)  p.  378  gegebenen  Moduln  0Q,  *x  und  schreiben, 
wie  gewohnt: 

(ft\  ^  fm}  ==  ^  ^^  r* »     m  =  2Jc  —  1  (mod.  8) . 

W  Jk\wj        /,     m         >  ^  ' 


Die  eine  lei  der  Gruppe  f^  achter  Stufe  auftretende 
Function  %(m)  ist  0u  definieren  durch: 


(1y  %(m)  = 

summiert  fiber  alle  ganzzaMigen  Darstellungen  von  m  in  der  lindren  Form: 
(8)  m-S'+2,». 

Die  Anfangsglieder  der  Reihenentwicklungen  fur   unsere  beiden  Inte- 
grale sind  dabei  nach  (.7)  p.  378: 


Aber  wir  haben  bei  der  achten  Stufe  noch  eine  zweite  zahlen- 
theoretische  Function^  und  bei  dieser  tritt,  an  Stelle  der  eben  zur 
Creltung  gekommenen  quadratisclien  Form  (1,  0,  2),  die  Form  (1,  0,  4) 
in  Kraft.  In  der  That  haben  wir  ja  noch  die  drei  Integrale  j  der 
amgezeichneten  T96  achter  Stufe  m  betrachten;  denen  wir  auf  Grand 
der  Angaben  von  p.  30  die  Gestalt  verleihen: 


(10) 


Bei  der  Entwicklung  dieser  Integrale  nach  ansteigenden  Potenzen  von 
r  werden  wir  auf  die  eine  zur  F96  gehorende  Entwicklungsfunction 
gefuhrt: 

*)  Es  sind  diese  Integrale  in  historischer  Beziehung  insofern  interessant,  als 
sie  die  ersten  Beispiele  sind,  an  denen  Hr.  Hurwitz  seine  neuen  Principien  der 
Theorie  der  Modulareorrespondenzen  durcnfiihrte;  siehe  die  Note  ,,2ur  Theorie 
der  Hodulargleicbungen"  in  den  Gottinger  Naclaricliten  Tom  3.  November  1883. 
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(ii)  zW- 

summiert  uber  alle  Darstellungen  von  m  in  der  Gestalt: 
(12)  m  =  |8  +  4^2 

eZwre&  #cm#e  Zahlen  |?  17.     Man  hat  dann  fur  die  drei  in  Rede  stehenden 
Integrale  die  Darstellungen: 


(13) 


=  1  (mod.  4) . 


Bei  den  gesamten  Integralen  j  der  neunten  Stufe,  sowie  bei  einigen 
Integralen  j  der  zehnten  Stufe  kommt  ausscHiesslich  das  quaternare 
Entwicklungsprincip  in  Betraett. 

Die  Hauptcongruenzgruppe  neunter  Stufe  gehorte  zum  Gesehleclite 
p  ==  10?  nnd  ein  voiles  Modulsystem  batten  wir  naeli  pag.  31  in  den 
vier  dritten  Teilwerten  ^}<a.  Die  zehn  quadratiscken  Verbindungen 
derselben  liefern,  niit  "f/A  multipliciert ;  die  zehn  Formen  erster  Gat- 
tung,  und  also  gewinnen  wir  die  fraglichen  Integrale  in  der  Gestalt: 

(14)  j  (»)  ==  /a*/*  ^>'  I/A  <Z®r- 

Von  hier  aus  zeigt  man  leicht,  dass  dem  quaternaren  Entwicklungs- 
princip im  vorliegenden  Palle  Darstellungen  der  Exponenten  m  in  der 
Gestalt: 

(15)  8m  —  r  +  g2+  3^2+  3#2 

zu  Grunde  liegen.  Wir  gehen  indessen  auf  das  Nahere  tier  nicht  ein. 
Bei  der  zehnten  Stufe  gedenken  wir  nur  kurz  der  ausgezeich- 
neten  ri20;  welche  zu  einer  hyperelliptischen  JF120  hinfiihrte,  und  zwar 
vom  Geschlecht  p  —  5.  Die  fQnf  Integrale  j  dieser  ri20  stellten  wir 
bereits  einnial  in  I  p.  655  dar.  Aber  wir  gewinnen  einen  directeren 
Binblick  in  das  Bildungsgesetz  dieser  Integrale,  wenn  wir  an  das 
p.  389  studierte  System  der  Aa  ankniipfen.  Die  seeks  guadratischen 
Verlindungen  dieser  drei  Moduln  liefern  gunachst  seeks  Integrale: 

(16)  j=fhab*>d®, 

zwisehen  denen  aber  infolge  der  Identitat  A02  +  \  A2  =  0  eine  lineare 
Relation  besteht.  Nach  (1)  p.  388  wird  die  eine  hier  in  Betraeht 
kommende  zahlentheoretische  Function  %(m)  durch  Anzahlen  von  Dar- 
stellungen des  Exponenten  m  yermoge  der  Gleichung: 
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(17) 

zu  definieren  sein.  Doeh  gehen  wir  clarauf  wieder  nicht  naher  eiu 
und  seHiessen  hier  uberhaupt  unsere  Untersuchung  liber  die  Bildungs- 
gesetze  der  Integrate  erster  Gattung  j  ab. 

§  10.     "Weitere  Fragestellungen  iiber   die  Integrale   erster    Gattung. 

Zum  Schlusse  des  vorliegenden  Kapitels  berichten  wir  noch  kurz 
fiber  ein  paar  weitere  Problemstellungen,  die  man  an  die  betrachteten 
Integrale  erster  Gattung  anschliessen  wird. 

IIB  Voraufgehenden  haben  wir  allentlialben  von  additiven  Con- 
stant&u  abgeseken,  welche  bei  Ausiibung  einer  Modulsubstitution  zu 
einein  Integrale  j(o)  Hnzutreten.  Es  ist  naturlicli7  dass  man  der 
Tlntersuchung  gerade  aucli  die  Wendung  auf  diese  additiven  Constanten 
geben  kann7  was  dann  zu  der  Betraclitung  der  Periodeneigenschaften 
nnserer  Integrale  j(ro)  Mnfuhri  Binige  Beispiele  mttssen  hinreichen? 
inn  den  Charakter  der  in  dieser  Rientung  liegenden  Entwicklungen 
zu  keunzeichnen. 

Indein  wir  jetzt  fur  die  secliste  Stufe   des   genaueren    schreiben: 

(1) 

liaben  wir?  wie  man  leielit  benierkt,  fiir  dieses  Integral  gegeniiber  S 
nnd  T  das  Verlialten  anzunaerken: 


Q  in  sehr  gewohnter  Weise  als  3te  Einneitswurzel  e  3  gebrauclit.  Der 
Wert  der  Integrationsconstanten  in  der  zweiten  unter  diesen  Fonneln 
ist  nicbt  ohne  weiteres  angebbar.  Wir  werden  deinnaeh,  um  unsere 
Formeln  zu  vereinfachen?  statt  j(co)  das  Integral  w(o>)  vernioge  der 

Gleicliung: 

o 

(2)  K«)  =  <«)  '/^'(flO 

ica  * 

einfiiliren.  Dieses  Integral  sechster  Stufe  u(ai)  %eigt  dann  gegeniiber  8 
und  T  das  Verhalten: 


(3)  «(*  +  1)  =  -  92^(cD)  , 

Durch  Combination  lernt  man  das  Verhalten  von  u   gegentiber  einer 
beliebigen  Modulsubstitution  kennen;  ofifenbar  hat  man: 
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±  *M«0  +  °  +  &0> 


wo  &  und  &  ganze  Zahlen  sind.  Als  additive  Constante  treten  tier 
also  aus  dritten  Einheitswurzeln  gebildete  ganze  complete  Zalilen  Jiin^u. 

Ein  Paar  priniitiver  Perioden  fur  das  elliptisclie  Gebilde  sechster 
Stufe  wird  hiernach  durch  Q,  1  geliefert.  Es  liegt  also  der  aqiiian- 
Jiarmonisclie  Fall  vor,  was  wir  auch  sclion  aus  I  p.  686  wisseru  Wie 
tibrigens  die  arithnietische  Abhangigkeit  der  ganzen  Zahl  (a  -j-  &p) 
von  der  gerade  ausgeiibten.  Modulsubstitution  direct  zu  definieren  sein 
mag,  ist  zur  Zeit  durchaus  eine  offene  Frage*). 

Fiir  die  aclite  Stufe  scheint  erwahnenswert,  dass  die  drei  Integrale 
j(cd)  der  f96  einzeln  genommen  elliptisch  sind.  Man  findet  namlich, 
wie  wir  nicht  naher  ausfiiliren,  dass  das  einzelne  dieser  Integrale  zu 
einer  Untergruppe  T24  des  Geschlechtes  p  =  1  gehort.  Gegeniiber  einer 
beliebigen  Substitution  dieser  T24  zeigt  dann  j(co)  das  Verhalten: 
(5)  j'  =  3  +  a  +  ib, 

wo  a  und  &  wieder  ganze  Zalilen  sind.  Es  entspringt  daraus  das  Re- 
sultat:  Die  Flaclie  FQB  lasst  sicli  durch  vierfacJie  Uberlagerung  einer  ettip- 
tischen  Flaclie  von  Jiarmonisciiem  DoppelverMltnis  Jierstellen. 

Auch  die  hyperelliptische  T48  lasst  sich  leicht  erledigen.  Wir 
merken  betreffs  derselben  nur  an?  dass  die  Moduln  der  F±8  im  Sinne 
von  p.  528  arithmetisch  dem  Zalilgebiete  der  acliten  Einlieitswurzeln  an- 
geJwren. 

Verweilen  wir  etwa  noch  einen  Augenblick  bei  den  drei  Integralen 
jly  J2y  j^  der  siebenten  Stufe,  um  insbesondere  das  in  I  p.  706  vor- 
laufig  angegebene  Periodenschenia  der  Nornialintegrale  abzuleiten. 
Die  T168  hat  zufolge  ihres  Polygons  Fig.  86  in  I  p.  370  sieben  er- 
zeugende  Substitutionen  vQ9  vl9  .  .  VQ)  wobei  sich  eine;  z.  B.  «?0,  durch  die 
ubrigen  ausdrucken  lasst.  Den  sechs  Substitationen  v1?  v%,  ..?  v6  ent- 
sprechen  nun  sects  primitive  Periodenwege  auf  der  geschlossenen 
Flache  F168  des  Geschlechtes  p  =  3.  Yersehen  wir  die  drei  ja  rait 
eineni  solchen  gemeinsamen  Factor  ,  dass  ^(^oC05))  gleieh  ^(03)  +  ! 
wird;  so  andert  sich  das  einzelne  ja  bei  Ausiibung  von  v19  .  .  .,  v6  um 
die  Betr'age  s,  a2,  .  .  .,  £6  in  irgend  einer  bestimmten  Eeihenfolge;  s  ist 

2  in 

dabei  im  gewohnten  Siune  fiir  e  7     gebraucht.     Es  ist  dieses  Verhalten 

*)  Die  bezuglichen  Entwicklungen  des  Herausgebersin  den  Mathem.  Ann. 
Bd.  30  p.  348  fuhren  die  bier  vorliegende  Frage  nur  atif  ibie  einfacbste  Gestalt 
zuriick.  Vergl.  iibrigens  wegen  der  Abbildnng  der  Modulteilung  vermoge  der 
Function  w(ca)  die  1.  c.  pag.  364  ff.  gegebene  ansfiibrlicbe  Untersacbung  des  Her- 
ausgebers. 

Klein-Fricke,  Modulfunctionen    II  3S 
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der  in  Rede  stehenden  Integrale  eine  einfaehe  Folge  des  Umstandes, 
class  einnial  ja  gegeniiber  S  den  Factor  eu  annimmt  (cf.  p.  583),  wah- 
rend  audrerseits  die  Substitutionen  ^ ,  . . }  VQ  aus  00  durcli  wiederholte 
Transformation  vermoge  S  hervorgehen.  Nehmen  wir  noch  hinzu, 
wie  die  letzthin  immer  durch  U  bezeichnete  Modulsubstitution  (13) 
p.  565  auf  die  jK  wirkt,  so  kommt  naeh  leichter  Zwisehenbetrachtung 
das  Resultat:  Gegeniiber  einer  beliebigen  Substitution  der  f168  nehmen 
die  drei  Integrale  ja  als  simultane  Perioden  die  drei  conjugierten  gamen 
complexcn  Zahlen  aus  siebenten  Eirilieitsivuriseln : 

(6)  k1s-+h2s^+  •••  +  A6*6ft 

an;  die  h  sind  hier  als  von  a  unabhangige  gauze  rationale  Zahlen  za 

denken. 

Man  findet  solchergestalt  jeder  modulo  7  mit  1  congruenten  Mo- 
dulsubstitution drei  conjugierte  Zahlen  (6)   eindeutig   zugeordnet,  und 
wir   konnen   auf  Grund  dieses   Ergebnisses   eine  Beziehung    herstellen 
zwischen  den  gruppentheoretischen  Fragen  der  Modultheorie  und  jener 
allgemeinen  Zahlentlieorie;  wie  sie  insbesondere  durcli  Hrn.  Dedekind 
im  letzten  Supplement  seines  oft  genannten  Werkes   durchgefiihrt  1st. 
Hier  im  speciellen  kommt    der  Kreisteilungskorper   siebenten   Grades 
zur  Geltung.     Dabei  1st  das  Fundament  aller  sich  hier  anschliessenden 
Untersnchungea  der  Umstand,  doss  der  Combination  zweier  Operationen 
der  f168  die  Addition  der  zu   beiden  Siibstitutionen  gelwrenden  Zalilen 
(6)  gegeniibertritt    DieserliaTb  entspricht  jedem  System  ganger  Zahlen  (6), 
das  sich  bei  Addition  und  Subtraction  seiner  Zahlen  reproduciert ,  insbe- 
sondere also  jedem  Ideale  des  fragliclien  Kreisteilungskorpers  eine   Unter- 
gruppe  der  ri6S7  welche  wir  durcli  Eilckgang  von  den  leziigliclien  Zahlen 
(6)  $u   den  gitgcliorigen  Modulsubstitutionen  gewinnen.     Alle  so  zu   ge- 
winnenden  Qruppeu  sind  naturlich  Untergruppen  der  ri68  und  gehoren 
im  Sinne  von  I  p,  362  der  siebenten   Classe  an;   aber  wir   gewinnen 
auf  dieseni  Wege  noeh   keineswegs   die    gesaniten  Untergruppen    der 
bezeichneten  Art.     Denn  alle  diese  Untergruppen  enthalten  gemeinsarn 
jene  ausgezeichnete  Untergruppe  vom  Index  oo,   deren  samtliehe  Sub- 
stitutionen  die  ja  vollig  unverandert  lasseD;  d.  i.  oline  class  noch  addi- 
tive Constante  zutreten;  die  hiermit  gewonnene  Gruppe  ist  aber  noch 
keineswegs  mit  der  in  I  p.  359  durch  r{7}    bezeichneten  Gruppe  iden- 
tisch,  vielmehr  ist  letztere  in  jener  selbst  erst  wieder  eine  Untergruppe 
vom  Index  oo  *). 

*)  Vergl.  beziaglieh  der  im  Texte  angeregten  Frage  aucb  die  Arbeit  des 
Herausgebers  ,,tJber  ausgeseichntte  Untergruppen  in  der  Gruppe  der  elUptischen 
Modulfunctionen"  Math.  Ann.  Bd.  31  (1887). 
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Das  in  I  p.  706  angegebene  Periodenscheraa  der  Normalintegrale 
siebenter  Stufe  entspringt  nun  einfaeh  so:  Die  eben  betracliteten  Inte- 
grale  haben,  insofern  wir  den  erzeugenden  Substitutionen  v13  ...,v6 
sechs  primitive  Periodenwege  znordnen,  zimaclist  das  Schema: 


Jl 

h 


Una  von  tiier  ans  drei  Normalintegrale  fur  die  gerade  ausgewahlte 
Zerselmeidung  der  FIG8  zu  gewiunen,  liaben  wir  zu  schreiben: 

(7)  «„  =  "-=ff/ 

Die  leichte  Umrechnimg  des  eben  angefiibrten  Schemas  verrnoge  dieser 
Gleichungen  (7)  ergiebt  dann  gerade  das  in  I  p.  706  angefahrte 
Periodenscliema,  Wir  haben  insbesondere  im  Anschluss  an  den  danials 
sclion  angefiihrten  Zahlwert  der  Periode  %  etwa  das  Schlussresultat:  Das 
#u  q  =  1  gelwrende  Gebilde  des  GeschlecMes  p  =  3  Idsst  sich  durcli  melir- 
fache  Vberdeckung  einer  solchen  elliptischen  Flache  Jierstellen,  deren  »r 


cierfer"  Periodenqiiotient 


ist,  deren  absolute  Lwariante  J  also 


nacli  den  j).  200  unter  (15)  gewonnenen  Eesultaten: 

T(-  ±^-jyi\ 53 

j  ^        2        ) 2* 

ist. 


Man  kann  lioffen,  dass  die  biermit  entwickelten  Ans'atze  bei  spaterer 
Durchfiihrung  zu  beziehungsreicben  Ergebnissen  fuhren  werden.  In- 
dessen  weisen  diese  Gegenstande  iiber  unsere  liier  vorliegenden  Ziele 
weit  hinaus.  Es  niuss  gentigen^  dass  wir  fur  die  Theorie  der  Integrale 
j  von  Prirnzahlstufe  ein  allgemeines  Schema  gewonnen  haben,  und 
dass  wir  wenigstens  in  den  niederen  Fallen  die  directe  arithmetische 
Definition  der  zahlentheoretischen  Functionen  ^  und  %  erschopfend 
haben  geben  konnen.  Dies  ist  zumal  alles,  was  wir  bei  der  nun  fol- 
genden  Theorie  der  Modularcorrespondenzen  gebrauchen  werden. 


38* 


Viertes  Kapitel. 

Specielle  Theorle  der  Modularcorrespondenzen  nter  Ordmmg  einer 

belieMgen  Stufe. 

Es  sind  nun  alle  Vorbereitungen  getroffen,  urn  unsere  eigentliche 
Aufgabe,  narnlich  die  Darstellung  der  Theorie  der  Modularcorrespon- 
denzen,  zu  belmndeln.  Wir  besprachen  oben  (p.  154  fL)  die  sogenannten 
Modular yleichung *en  in  irrationaler  Form  und  batten  damals  bereits  auf 
die  allgememen  Auffassungsweisen  einer  Theorie  der  Modulareorre- 
spondenzen  Bezug  genommen;  innerbalb  welcber  jene  Modularglei- 
clmngen  ihre  naturgeniasse  Erklarung  fanden.  Hier  ist  es  indes  ein- 
facber?  die  damaligen  functionentlieoretiscben  Gesichtspunkte  vorerst  zu 
meiden  nnd  statt  dessen  an  die  allgememen  Grundlagen  der  Transfor- 
uiationstbeorie  anzukniipfen,  wie  sie  im  3teri  Kapitel  des  4ten  Ab- 
schnittes  (p.  84  ff.)  entworfen  warden.  Indera  dies  sogleicli  in  §  1 
gescbehen  soil,  gewinnen  wir  auf  diesein  Wege  eine  vollig  allgeroeine 
Grundlage  fur  die  weiteren  Betrachtungen. 

Unsere  wesentliche  Aufgabe  wird  natiirlich  die  sein,  dass  wir  die 
Modulareorrespondenzen  in  die  allgenieine  Correspondenztheorie  des 
vorletzten  Eapitels  einordnen.  Wir  treffen  liier  geradezu  auf  das 
interessanteste  Beispiel  zur  Erlauterung  jener  allgemeinen  Tbeorie  und 
werden  jetzt  dem  Gange  cler  danialigeu  allgemeinen  Entwicklung  genau 
folgen.  In  diesern  Sinne  haben  wir  erstlicb  die  Integralrelationen  klar- 
zustellen^  wie  sie  fur  die  Integrale  j  den  Modularcorrespondenzen  ent- 
spreeben,  und  diesem  Zwecke  dienten  die  Vorbereitungen  des  vorigen 
Kapitels.  Wir  haben  andrerseits  die  Modularcorrespondenzen  vermoge 
der  Primform  dar$ustellent  sowie  endlicb  aus  diesen  Darstellungen  die 
Angalil  der  Goinciden&en  der  einzelnen  Correspondenz  abzuzahlen. 

Die  allgenieine  Idee  der  Modularcorrespondenzen  wurde  von  Hrn. 
Klein  in  der  Programmnote  >fZur  Theorie  der  elliptisclien  Modulfunc- 
tionen"  (Math.  Ann.  Bd.  17,  1879)  entwickeli  Die  Durchfuhrung,  ins- 
besondere  auf  Grundlage  der  Integrale  jf  wurde  dann  von  Hrn.  Hur- 
witz  gegeben.  Wie  wir  scbon  p.  590  anflihrten,  waren  es  die  Modular- 
correspondenzen  der  f9e  achter  Stufe,  bei  denen  Hurwitz  seine  Methoden 
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zuerst  amvandte.  Bald  darauf  zog  derselbe  auch  die  Gorrespondenzen 
der  siebenten  Stufe  in  Betracht*)  und  gab  sodann  in  den  Leipziger 
Berichten  voni  4.  Mai  1885  einen  ersten  Eotwurf  fur  eine  allgemeine 
Theorie  der  Modularcorrespondenzen  einer  leliebigen  Prinvsahlstufe.  Bis 
zu  dieseni  Punkte  sollen  denn  auch  die  Uberlegungen  des  vorliegenden 
Kapitels  gefiihrt  werden;  wobei  uns  zur  Erlauterung  der  bei  beliebiger 
Primzahlstufe  c[  eintretenden  Verhaltnisse  inimer  der  Fall  £=11 
dienen  mag. 

Hr.  Hurwitz  trug  sich  gelegentlich  mit  der  Idee,  selbst  eine 
ausfuhrliche  Darstellung  seiner  Theorie  der  Modularcorrespondenzen  zu 
veroffentlichen;  jedocli  wurde  er  hiervon  durch  seine  weitergehenden 
Untersuchungen  uber  algebraische  Functionen  abgelenkt.  Mochte  die 
vorliegende  Beliandlung  der  Modularcorrespondenzen,  welche  voni 
Herausgeber  herruhrt,  in  etwas  jeneni  nicht  zur  Durchfiihrung  ge- 
langten  Plane  entsprechen. 

§  1.     Definition  der  Modularcorrespondenzen  nier  Ordnung.     Irredti- 
cibilitat,  Inversibilitat  und  Monodromiegmppe  derselben. 

Es  sei  n  irgend  eine  ganze  positive  Zabl  >  1  uncl  co  ein  beliebiger 
Punkt  der  positiven  Halbebene.  Diesem  Punkte  CD  soil  alsdann  der  PunJct 
G3'  =  no  correspondieren,  der  als  solcher  natiirlicli  wieder  der  positiven 
Halbebene  angehorfc.  Die  so  begriindete  ein- eindeutige  Correspondenz 
zwischen  zwei  Punkten  CD  und  co'  der  positiven  Halbebene  setzen  wir 
nun  gleich  in  Beziehung  mit  dem  reguldren  Polygon  F^  irgend  einer 
ausgezeiclmeten  Congruen&gmppe  F«;  deren  Stufe  gegen  die  Ordnung  n 
relativ  prim  ist. 

Man  iibertrage  n'amlicli  die  Correspondenz  co'=nco  auf  Grund 
der  bekannten  1-oo-deutigen  Beziebung  zwischen  der  Halbebene  und 
der  geschlossenen  Flache  F^  auf  die  letztere.  Eineni  ersten  Punkte  <» 
entspricht  dabei  ein  gewisser  Punkt  x  der  Flache  F^  und  dieseni 
correspondiert  zunachst  der  durch  nco  eindeutig  bestimmte  Punkt  y 
der  Flache.  Aber  wir  werden  sogleich  fragen,  welche  Lagen  der 
Punkt  y  anzunehnien  vermag,  falls  x  geschlossene  Wege  auf  der  Flache 
Fft  beschreibt.  Solchen  Wegen  entsprechen  in  der  co- Halbebene  die 
Ubergange  von  o  zu  den  bezuglich  fw  aquivalenten  Punkten  %(o), 
u^C03)?**'-  Unter  alien  zugeordneten  Punkten  nv^co),  nv2((X)),  ••  • 
sind  aber  zufolge  p.  105  ff.  im  ganzen  il>(ri)  bezuglich  der  Tfi  inaqui- 
valente,  wo  wir  dieses  Symbol  il>(n)  ini  Augenblick  wieder  in  der 


*)  fiber  Eelationen  zwischen  Classenanmhlen  binarer  quadratiscJier  Formen 
von  negativer  Determinante,  Math,  Ann.  Bd.  25  (1884). 
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fruheren   Bedeutung   von  I  p.  460  Formel  (2)    gebrauchen.     Diese 
PuDkte  kdnnen  wir  wie  fruher  dureli  die  ^(w)  Reprasentanten : 

(1)  B0(o»),  B,(O)),  ...,  !^-i (*) 

eines   zum  Schema  (^  J)   gehorenden  Reprasentantensystems   der  T,, 

charakterisieren.  Lassen  wir  jetzt  dern  Punkte  x  der  geschlossenen 
Fp  niclit  nur  die  eine  Stelle  y,  welche  JSO(ID)  —  wo  zugehort,  sondern 
gleicli  alle  4>  Stellen  y0,  yi9  ...,  jty-i,  wie  sie  den  Argumenten  (1) 
zugeordnet  sind,  correspondieren ,  so  werden  bei  geschlossenen  Wegen 
des  x  diese  ^  Stellen  y  in  einander  tibergehen.  Die  Mermit  gewonnene 
ip-deutige  Correspondent  auf  der  Fldclie  F^  soil  nun  fortan  als  eine  Mo~ 
dularcorrespondenz  nier  Ordmmg  der  r^  lenannt  werden. 

Es  ist  vor  alien  Dingen  evident,  dass  unsere  Modtilarcorrespondenz 
alien  Anforderungen  genugt,  die  wir  seiner seit  (p.  523  u.  f.)  an  eine  alge- 
IraiscJie  Correspondent  auf  einer  Riemanrisclien  Fldclie  stellten.  Die 
Abhangigkeit  zwischen  den  Stellen  x,  y  ist  dureli  ein  analytisclies 
Gesetz  begrtlndet,  namlich  dureli  ft/=n(D?  und  es  entsprechen  alien 
Punkten  x  ausnaLmslos  je  if>(ii)  mit  x  bewegliche  Pankte  y.  Es  ist 
demnach  gestattet,  alle  Kesultate  des  vorletzten  Kapitels  auf  die  Mo- 
dularcorrespondenzen  in  Anwendung  zu  bringen.  — 

Nacb  den  frUheren  Eegeln  fiber  die  ^  unterscliiedenen  Reprasen- 
tantensysteme  einer  ausgezeichneten  Oongruenzgruppe  T^  ist  tibrigens 
evident,  dass  wir  mit  einer  ersten  gleicli  \i  Modular  cor  respondent  der 
fragliclien  Art  mf  der  Fliiche  F^  nelen  einander  m  letrachten  Jiaten. 
Der  Ubergang  zu  diesen  (JA  —  1)  neuen  Oorrespondenzen  von  jener 
ersten  aus  ist  in  bekannter  Weise  dadurch  zu  bewerkstelligen,  dass 
wir  die  Punkte  yQ9  yl7  . . .,  j/^— i  nicht  wie  eben  deni  Punkte  x:  son- 
dern einein  der  (jti  —  1)  auf  F^  rait  x  aquivalenten  Punkte  zuordnen. 
Andrerseits  aber  erreiclien  wir  genau  dasseTbe,  wenn  wir  den  Punld  x 
festhalten  und  diesem  nacli  einander  alle  ^  System  0u  je  tfj  PunJcten  y 
zuordnen,  wie  sie  den  p  unterschiedenen  Seprdsentantensystemen  ni&x  Ord- 
mtng  der  ru: 

(2)  2Z0(/)(oi),  B^W,  .  .  .,  4-i(«0>    («  -  1,  2,  .  . .,  p) 

zugehoren.  Die  einzelne  unter  diesen  p,  durch  die  Traiisformationen 
der  endlichen  Gruppe  Cr^  in  einander  uberfuhrbaren;  Correspondenzen 

ist   dann   dureli  das  Schema  (   '     )  des  zugehorigen  Beprasentanten- 

\Cj  a/ 

systems  eindeutig  festzulegen. 

Wenn  man  die  einzelne  unserer  ^  Correspondenzen  im  Sinne  der 
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Gleichungstheorie  discutieren  will,  so  liegt  das  Problem  vor,  bei  ge- 
gebener  Stelle  x  die  <//  correspondierenden  Stellen  y  zu  berechnen. 
Bei  der  Behandlung  dieser  Aufgabe  tritt  nun  die  bereits  oben  (p.  156) 
erwahnte  tlbereinstiimnung  der  Modularcorrespondenzen  mit  den  Mo- 
dulargleichungen  in  alien  wesentlichen  Punkten  in  Evidenz; 

Es  1st  rjarnlicL.  erstlicli  der  Grrad  unseres  Problems,  namlich  il>(n), 
derselbe  wie  bei  der  Modulargleichung  von  der  gleiehen  Ordnung  n. 

Urn  zweitens  die  Monodromiegruppe  des  aufgeworfenen  Problems 
festzustellen,  indssen  wir  die  Pertmitationen  der  ip  Stellen  y  sarnmeln, 
welehe  durcli  geschlossene  Wege  der  Stelle  x  auf  der  F^  erzielt  werden 
konnen.  Der  letzte  Cursivsatz  p.  107  ergiebt  liier  unnrittelbar  das 
Resultat,  dass  die  Gnippe  dieser  Permutationen  mit  der  G-ruppe  der 
Modulargleichung  (cf.  p.  53)  holoedrisc/i  isomorph  ist.  Wir  werden  die 
Correspondenz  insbesondere  als  eiae  irrediiefbele  bezeiclinen,  da  jene 
Perniutationsgruppe  bekanntlich  transitiv  ist. 

EndlicL.  rniissen  wir  die  einzelne  Modularcorrespondenz  inverti&ren. 
Indem  wir  aber  die  Inversion  an  einern  der  ^  Eeprasentantensysteme 
(2)  ausftihren,  wird  in  Rf~l,  ^i""1?  •  •  •?  -R^"— i  wieder  ein  Reprasen- 
tantensystem  nter  Ordnung  der  fu  entspringen;  nur  nicht  notwendig 
eben  jenes  Sysfcern,  von  dem  wir  gerade  ausgingen.  Hier  treten  viel- 
mehr  jene  Betrachtungen  ein,  denen  wir  mit  Ausfubrliehkeit  bei  den 
Moclulargleicliungen  hoherer  Stnfe  (p.  122  ff.)  nachgingen.  Es  ergiebt 
sick  demgemass:  Die  p  Hodularcorres$onden0en  nter  Ordnung  der  f^ 
sind  ijj-i/j-deiitig  und  geJien  ~bei  Inversion  teils  in  sicli  selbst  uber}  teils 
permutieren  sie  sich  0u  Paaren. 

In  G-rad,  Monodromiegruppe  und  Inversibilitat  salien  wir  aber 
seinerzeit  die  drei  wesentliclien  Eigenschaften  der  Modulargleichungen; 
und  also  stimmen  in  der  That  die  Modularcorrespondenzen  rnit  jenen 
in  alien  wesentliclien  Punkten  tiberein. 

Es  ist  hier  endlich  besonders  vrichtig,  ftir  den  Fall,  dass  n  qua- 
dratische  Teiler  besitzt,  aucli  noch  die  erwdterte  Transformation  heran- 
zuziehen?  diese  Ausdrucksweise  im  Sinne  von  p.  48  gebraucht.  Ihr 
entsprecliend  vereinen  wir  alle  diejenigen  Correspondenzen  der  f^  von 

gleicbem  Schema,  welehe  sicli  auf  die  Ordmmgen  -^  beziehen,  wo  t  der 

Reihe  nach.  alle  quadratisehen  Teiler  von  n  zu  durchlaufen  bat.  Der 
Grad  der  so  entspringenden  Correspondenz  ist  nacb  p.  47  glelch  ct>(V), 
d.  i.  gleicli  der  Teilersumme  von  n;  wir  werden  sie  fortan  schlechtweg 
als  eine  reducibele  Modularcorrespondenz  ^ter  Ordnung  der  f^  bezeichnen. 
Flir  die  ausflihrlichen  Rechnungen  bietet  die  Betrachtung  der  reduci- 
belen  Oorrespondenzen  an  Stelle  der  irreducibelen  alle  jene  Vorteile, 
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die  wir  bei  entsprechender  Gelegenheit  im  vorletzten  Abschnitt,  nam- 
Heh  bei  den  Modulargleichungen  und  ihren  Classenzahlrelationen  kennen 
lernten.  Wir  werden  demgem'ass  auch  hier  zumeist  nur  mit  den  redu- 
cibelen  Correspondenzen  der  erweiterten  Transformation  nter  Ordnung 
arbeiten. 

§  2,     Der  Integraiansatss  fur  die  Modularcorrespondenzen 
sechster  Stufe. 

Ist  das  Geschlecht  der  f^  Null,  so  fiihrt  der  allgeraeine  Ansatz 
des  vorigen  Paragraphen  zu  den  Modulargleichungen  des  vierten  Ab- 
sehnittes  zuruck,  wie  wir  schon  fruher  p.  156  angaben.  Der  niederste? 
hier  bei  den  Modularcorrespondenzen  specifisch  in  Betracht  konrmende, 
Fall  ist  also  derjenige  der  Hauptcongruenzgruppe  sechster  Stufe  T72? 
welche  zum  Geschlechte  p  —  1  gehorl 

Jeder  Correspondenz  ordneten  wir  im  vorletzten  Kapitel  ein  System 
von  p  Integralrelationen: 

a  P 

f  ,  ^7  •  /    N  "^1         •  /  -N     i    _ 

^     ^  4a*aJ    J*\J    '  jfamJ 

zu?  wobei  die  j  als  Norm alintegr ale  gedacht  waren.  Es  wird  unsere 
wesentlichste  Aufgabe  sein;  diese  Eelationen  fur  die  einzelne  Modular- 
correspondenz  thats'achlich  zu  berechnen.  Dabei  wollen  wir  ubrigens 
kein  besonderes  Gewicht  darauf  legen,  dass  die  j  auch  wirklich  immer 
als  ein  System  von  Normalintegralen  gewalilt  sind;  wir  nehmen  diese 
Integrale  vielmehr  immer  gleich  so  an,  wie  sie  vom  vorigen  Kapitel 
geliefert  werden.  Die  Folge  ist  naturlich,  dass  wir  die  Integralrela- 
tionen nicht  unrnittelbar  in  der  in  (1)  gedachten  Gestalt  erreichen; 
sondern  dass  wir  vielmehr  im  allgemeinen  nur  p  linear -unabhangige 
Verbindungen  der  Eelationen  (1)  gewinnen.  Fur  unsere  spateren 
Zwecke  ist  dies  indessen  gleichgiiltig,  wie  wir  noch  sehen  werden. 

Die  Methocle;  welche  in  den  niederen  Fallen  zur  Kenntnis  der 
Eelationen  (1)  fuhrt;  illustrieren  wir  nun  am  Beispiele  der  T72  wie 
folgt.  Man  nehme  gleich  die  reducibele  Correspondenz  der  ntcn  Ord- 
nung vor  und  zwar  diejenige  voni  Schema  (  '  1  j?  wobei  uatiirlich 

die  Ordnung  n  als  ungerade  und  relativ  prim  gegen  3  gewab.lt  sein 
soil.  Indem  wir  die  Betrachtung  von  der  Flache  Fn  in  das  Polygon 
zuriickverlegen;  liefere  der  Punkt  x  die  Stelle  G>?  die  O^)  durcli  die 
reducibele  Correspondenz  zugewiesenen  Punkte  y  aber  gehen  iiber  in 
die  4>(n)  Stellen: 
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des  Fundamentalpolygons,  die  letzteren  Bezeichnungen  dabei  ini  Sinne 
der  p.  108  getroffenen  Verabredung  gebraucht.  Da  p  =  1  ist;  so 
kommt  nur  eine  einzige  Integralrelation  (1)  zur  Geltung,  wobei  man 
gleich  noch  beachten  wolle,  dass  zufolge  der  Congruenz  n  =  -f-  1 
(mod.  6)  die  Substitution  Vk  stets  der  T72  angehort.  Es  gilt  dem- 
gemass  der  Ansatz: 

(3)  ^  j  (^—p- — ~J  =  a?  O)  +  I , 

und  unsere  Aufgabe  ist,  die  Constanten  a  und  &  zu  bestimmen,  was 
durch  Einsetzung  der  Potenzentwicklung  (2)  p.  589  in  den  Ansatz  (3) 
zu  geschehen  hat. 

Zufolge  der  eben  citierten  Formel  (2)  p.  589  wircl  j(ioo)  =  0. 
Indem  wir  also  c?  =  i  oo  in  (3)  eintragen,  entspringt  erstlich  &  =  0. 

Aber  weit  wesentlicher  ist  es,  dass  wir  die  Constante  a  berechnen, 
und  zu  diesem  Ende  tragen  wir  erstlich  in  die  linke  Seite  von  (3) 
die  eben  wiederholt  genannte  Potenzentwicklung  em;  wir  finden  daboi: 


(4) 

v 


Es  sei  hierbei  erlaubt,  in  (2)  p.  589  den  Sunimationsbuchstaben  m 
nicht  nur  die  Zahlen  m  =  6  h  +  1;  sondern  aucli  m  =  6  h  —  1  durch- 
laufen  zu  lassen;  diese  Anderung  gegeniiber  der  ursprtinglicben  Suni- 
mationsbedingung  ist  nur  eine  ausserliche;  da  zufolge  (3)  p.  589  %(m) 
fur  alle  Zahlen  6  h  —  1  mit  Null  identisch  ist.  In  (4)  haben  wir 
iibrigens  m'  statt  m  gebraucht,  um  den  Buchstaben  m  sogleicb  dispo- 
nibel  zu  haben. 

Die  rechte  Seite  von  (4)    wolle  man  nun  nach  ansteigenden  Po- 
tenzen  von  r  umordnen  und  setze  zu  dieseni  Zwecke: 


(5) 


m'Ak 
~5T 


Zufolge  cler  rechten  Seite  der  Identitat  (3)  wird  m  in  der  fertig  um- 
geordneten  Reihe  (4)  nur  noch  ganzgdhlige  Werte  darbieten.  Dieses 
ist  auch  aus  der  rechten  Seite  von  (4)  leicht  zur  Evidenz  zu  bringen, 
wenn  man  beachten  will,  dass  bei  stehenden  m'f  A*,  Dk  die  Zahl  B& 
jedesmal  die  Werte  0,  1,  . .  .,  D&  —  1  anzunehmen  hat.  A&  als  Teller 
von  n  werde  durch  8  bezeichnet,  worauf: 
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wird.     Die  rechte  Seite  der  Formel  (4)  aber  liefert  jetzt: 

'-*  ? 


m  soil  hier  alle  positiven,  gegen  6  prirnen  Zahlen  durchlaufen  ;  bei 
stehendem  m  muss  d  alle  Teiler  von  n  durchlaufen,  fur  welch  e  m  ganz- 
zahlig  ausfallt;  endlicli  ist  bei  stelienden  m,  d  die  Zalil  B  liber  das 
Interyall  0;  1;  .  .  .;  nd~~l  —  1  zu  sunimieren. 

Aber  cliese  letzte  Suranie,  namlich  die  iiber  JS7  ist  leicht  aus- 
zuffiliren.  Sei  namlich  <^0  der  grosste  Teiler  von  d,  der  prim  gegen 
m  ist,  so  wird?  da  docli  m'  ganzzahlig  isfc,  n§~~1  dureh  ^0  teilbar 
sein.  Man  hat  demnach: 


oder 

B 

je  nachdem  ^0  >  1  oder  «J0  =  1  ist.     Damit  gewinnen  wir  aus  (7): 


wo  sicli  ~bei  steJiendem  m  die  Summe  uber  d  auf  alle  gemeinsamen  Teiler 
der  "beiden  Zalilen  m  und  n  lezieht. 

Die  Formel  (3)  liefert  nun?  wenn  wir  auch  noch  rechts  die  Reihen- 
entwicklung  eintragen: 


als    eine  identisch  bestehende  Gleichung;  eben   dieserhalb    entspringt 
durch  Vergleieh  der  Coefficienten  gleich  holier  Potenzen  das  Ergebnis: 


wo  wir  jetzt  zur  Bestimmung  von  a  den  Wert  m  =  1  eintragen 
wollen.  Es  folgt  dabei  einfach  a  =  %(n)  und  tibrigens  nebenbei  das 
bemerkenswerte  gaJilentlieoretische  Resuttat: 

(10) 

summiert  uber  alle  gemeinsamen  Teller  der  beiden  positiven  Zahlen  m 
und  n,  die  gegen  6  prim  sind, 

Indem  wir  nun  aber  den   durch  die  vorstehende  Entwicklung  in 
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Erfahrung  gebrachten  Wert  a  =  %(n)  in  den  Integralansatz  seclister 
Stufe  (3)  eintragen,  entspringt  das  nachfolgende  Ergebnis:  Die  fur  die 

Modularcorrespondeng  seclister  Stufe  nter  Ordnung  vom  Schema  ['  ) 
charakteristische  Integralrelation  lautet: 

(n) 

tvo  die  game  Zahl  %(ri)  die  in  (3)  p.  589  angegebem  Bedeittung  liat 
Wir  haben  hier  also  ,$ewohnliche"  Correspondenzen  von  der  Wertiglteit 
%(n).  Die  letztere  ist  insbesondere  stets  dann  gleich  Null,  wenn 
n  =  67^  —  1  ist;  aber  auch  unter  den  Fallen  n  —  6  Ji  +  1  sind  viele, 
welclie  x(n)  =  0  aufweisen.  Indessen  untersuchen  wir  dies  hier  nicht 
naher^  begmigen  uns  yielmelir  nait  der  naclifolgenden,  uninittelbar 
zu  ziehenclen?  Folgerung:  1st  %(n*)  =  0?  so  sind  offmlar  die  72  mi 
diesem  n  gehorende  Correspondences,  Wertigheiiscorrespondengen;  dagegen 
gilt  dies  bei  solchen  Qrdnungen  %  welche  %(n)  ^  0  liaben,  mtr  vom  dritten 
Teil,  d.  i.  von  24  unter  jenen  72  Correspondengen.  Bei  den  tibrigen 
2-24  Relationen  (11)  tritt  rechter  Hand  eine  coniplexe  dritte  Einneits- 
wurzel  als  Factor  hinzu;  wavS  init  den  bezuglichen  allgemeinen  An- 
gaben  des  vorletzten  Kapitels  bei  Rucksicht  auf  das  aquianliarnio- 
nisclie  Doppelverhaltnis  unserer  Flacke  Fn  des  Geschlecites  p  =  1 
in  tibereinstimmung  ist. 

§  3.     Die  Integralrelationen  flir  die  Modularcorrespondenzen 
siebenter  Stufe  *l 

Die  eben  zur  sechsten  Stufe  gegebenen  Entwicklungen  sind  typisch 
fiir  alle  jene  ausgezeiclineten  Congruenzgruppen  ruy  bei  denen  nur  eine 
einzelne  arithmetische  Entwicklungsf unction  %(m)  oder  fy(m)  auftritt. 
Dies  gilt  abgesehen  von  der  Stufe  6  auch  noch  yon  den  Stufen  7  und 
9,  dagegen  nicht  mehr  von  der  Hauptcongruenzgruppe  der  Stufen  8 
und  10.  Bei  der  achten  Stufe  haben  wir  zwei  Entwicklungsfunctionen, 
die  zu  den  ausgezeichneten  Gruppen  T48  und  T9S  gehoren;  wir  werden 
also  erst  wieder  analoge  Verhaltnisse  wie  bei  n  =  6  erhalten,  wenn 
wir  die  T48  oder  T96  einzeln  behandeku  Bei  der  zehnten  Stufe  fanden 
wir  bis  jetzt  tiberhaupt  nur  erst  die  Entwicklungsf  unction  %(m)  der 
von  der  Hauptcongruenzgruppe  verschiedenen  riso;  die  Bildungsgesetze 
der  iibrigen  Integrate  dieser  Stufe  blieben  im  vorigen  Eapitel  un- 
fa ekannt. 


*)  Siehe  hierzu  die  in  der  Einleitung   genannte  Arbeit  von  Hnrwits  im 
Annalenbande. 
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Aus  dem  gesamten  liiermit  bezeichneten  Bereich  derjenigen  Falle, 
die  sicli  nacli  Art  des  vorigen  Paragraplien  beliandeln  lassen,  sollen 
bier  nur  die  zu  q  —  7  gelwrende  f26S  und  die  F96  adder  Stufe  unter- 
sucht  werden;  wir  werden  namlich  nur  an  diese  Gruppen  bei  unsereii 
ferneren  Uberlegungen  ausfulirlicher  anknlipfen. 

Indem  wir  mit  q  =  7  beginnen,  wahlen  wir  n  prim  gegen  7  und 
nehmen  die  erweiterte  Transformation  nter  Ordnang  rait  dem  Schema 

*'   .);  es  ist  dann  in  gewohnter  Weise  zu  setzen: 

7). 


Fiir  die  drei  Integrale  siebenter  Stufe  benutzen  wir  die  in  (1)  und 
(2)  p.  583  getroffene  particulare  Auswahl  und  haben  alsdann  die  ttay 
in  den  Relationen: 


(2)  j  (%(CD)     a)  =  «a 


explicite  zu  berechnen. 

Zu  diesera  Ende  lasse  man  vorab  eine  vereinfachende  Massregel 
eintreten.  Man  trage  narnlich  die  Ausdriicke  (1)  fur  Ej,  in  (2)  ein 
und  benutze  das  Verhalten  der  j  gegentiber  Vk\  nian  hat  danu: 


Jetzt  ube  man  die  Substitution  S  aus;  wodnrch  die  linke  Seite  der 
letzten  Gleiehung,  unter  Aufnahrne  gleich  naher  zu  bestimmender 
ganzer  Zahlea  ek  iibergeht  in: 


Damit  wir  wieder  zura   Scbema   (    '   ,  }   zuriickgelangen,   muss   e^  ini 

\x/  «    JL/ 

einzelnen  Gliede  dieser  Sumnie  so   bestinimt  werden  ;  class  Ak  —  ekDk 
durch  7  teilbar  wird;  dies  liefert: 

ek  Dk  =  A*,    e%  DJ  =  n  (mod.  7), 

so  dass  die  linke  Seite  yon  (3)  gegentiber  S  den  Factor  sn(*  annixnmt. 
Indem  aber  die  rechte  Seite  von  (3)  gegeniiber  S  das  gleiche 
Verhalten  zeigen,  d.  h.  auch  den  Factor  ena  annehmen  muss,  werden 
erstlich  fur  einen  quadratischen  Nichtrest  n  von  7  alle  Coefficienten 
3t<xY  in  (3)  jedenfalls  mit  Null  identisch  sein  mfissen.  Merken  wir 
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uns  denmach.  als  erstes  Resultat:  1st  die  Ordnung  n  quadratischer 
Nichtrest  von  7;  so  lauten  die  drei  Integralrelationen  unserer  Corre- 
spondent: 


(4) 

A  —  0 

(wo  die  7ta  unbestimrnt  bleiben  mogen).  Hier  lidben  wir  also  mit  einer 
gewohnlichen  Correspondent  der  Wertig'keit  Null  m  thun,  und  es  zeigen 
dann,  wie  man  aus  den  friilieren  Satzen  leicht  sehliesst,  immer  gleich 
alle  168  Corresponden0en  dieser  Ordnung  die  gleicJie  ISigenart. 

1st  hingegen  n  qiiadratisclier  Rest  von  7,  so  wird  anter  den  drei 
Coeffieienten  3ta,i,  3Ta,2>  ^a,4  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  nioglicker- 
weise  derjenige  von  Null  verschieden  sein,  deren  zweiter  Index  y=^  no. 
(mod.  7)  ist;  die  beiden  anderen  werden  jedoch  sicher  verschwinden. 
Indern  wir  die  additive  Constante  im  Augenbliek  ganz  bei  Seite  Iassen7 
haben  wir  sonach  den  Ansatz: 

(5) 


Es  ist  nunrnelir  dieser  Ansatz  (5)  naher  zu  diseutieren,  und  solches 
geschieht  in  der  fruheren  Weise  durcli  Eintragung  der  Reihenent- 
wicklungen  (4)  p.  583  ftir  unsere  Integrale;  wir  treffen  hierbei  auf 
eine  Entwicklung?  die  derjenigen  des  vorigen  Paragraphen  genau 
analog  ist. 

Erstlich  liefert  die  linke  Seite  von  (5)  den  Ausdruck: 

2  m  '  n  i  B  ^,      rtt  Afc 


Hier  schreiben  wir  nun  wieder: 


M'  Al 

-=r±=-m,    Ak  =  8, 


so  class  wir  umgekehrt  erbalten: 
»»'— ' 


Durch  Eintragung  in  (6)  nimnit  dieser  Ausdruck  die  Gestalt  an: 


y  y  v 

^  s£J  ^J 

m         d          B 


wobei  betreffs   der  Snmmationsbedingungen   Wort  fur  Wort  dasselbe 
gilt,  wie  in  Formel  (7)  §  2.     Die  Summation  fiber  35  lasst  sicli  denn 


506  VI,  4.  Die  Modularcorrespondenzen  holxerer  Stufe. 

auch  hier  wieder  leicht  ausfuhreu,  und  wir  gewinnen  als  explicate  Ge- 
stalt  der  Forniel  (5)  die  nachfolgende : 

(7) 


Die  Ooefficientenvergleichung  erglebt  gerade  wie  im  vorigen  Paragra- 
phen  so  aucli  jetzt  fur  die  eine  arithmetiscLe  Function  ^  siebenter 
Stufe  das  Gresetz: 

(8)  *( 

0' 

summiert  iiber  alle  geraeinsaraen  Teiler  S  ron  m  und  n,  and  wir  finden 
somit  im  speciellen  fiir  den  Fall  relativ  primer  m?  n  die  Begel: 


Vor  allein  aber  ergiebt  die  gerade  beendete  Rechnung  ftir  die  in 
(5)  mit  ca  bezeiclinete  Constante  den  Wert  ^(w),  und  darait  entspringt 
das  Resultat:  1st  der  Transformationsgrad  n  quadratischer  Rest  von  77 
so  lauten  die  #wn  ausgewalilten  Schema  gekorenden  Integralrelationen  : 


(9)  j  (B*(<D)  I  a]  =  %a  +  ^  (n)  -J(<D\ 


Bei  eiuer  spateren  Gelegenheit  werden  wir  zu  untersuclien  liaben, 
fur  welche  Reste  n  die  Zalal  ^  (n)  init  Null  identisch  ist.  Heben  wir 
gleicli  jetzt  hervor;  dass  in  diesen  Fallen  verschwindender  ^(n)  alle  168 
Corresponded  &en  geivoJinlicfie  sind,  und  zwar  von  der  Wertigkeit  Null. 
Ist  #(n)  nicM  gleicli  Null,  so  wahlen  wir  eine  der  Bedingung: 

FO)  =  HK  (mod.  7) 


gentigende  Substitution  aus  und  iiben  dieselbe  auf  die  drei  Relationen 

(9)  aus.    Solchergestalt  werden  wir  linker  Hand  vom  Schema  (    ?    J  zu 

(10)  tf-*^       ».-    („,„„.  7), 


geflihrt;  und  dieseni  besonderen  Schema  entspricht  dann  bei  der  Wir- 
tung  von   V  auf  j(co  |  net)  das  System  der  Integralrelationen: 

(11) 


Nw  mm  Schema  (10)  gekSrt  somit  bei  ty  (n)  ^  0  eine  gewoJinliche  Corre- 
spondent, und  0war  von  der  Wertigkeit  —  #(«);  alle  167  anderen  Corre* 
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sponden#en  sind  nun  singulars,  was  mit  der  schon  p.  556  erkannten 
singularen  Natttr  unserer  Flache  Fus  vereinbar  ist.  Zum  Beweise 
Bat  man  nur  zu  beachten,  dass  einzig  die  mod.  7  init  1  congruenten 
Substitutionen  alle  drei  Integrale  j(co  \  a)  bis  auf  additive  Constante 
in  sicli  iiberfuhren. 


§  4.     Mitteilung  der  Integralrelationen  fiir  die  zur  f96  aehter 
Stufe  ge&orenden  Correspondenzen. 

Unter  den  ausgezeichneten  Cougruenzgruppen  acJiter  Stufe  beruct- 
sielitigen  wir?  wie  schon  gesagt,  nur  die  Gruppe  r96?  welche  alle  mit 

(  '  )  und  (A;  o)  m°d.  8  congruenten  Modulsubstitutionen  enthalt. 
\0j  I/  \U^  O'  «• 

Diese  Gruppe  ist  vorn  Geschlechte  p  —  3,  und  es  geh'ort  zu  ihr  als 
Normalcurve  der  qp  die  dureh  (2)  p.  29  gegebene  Curve  vierter  Ord- 
nung.  Die  spatere  Betrachtung  der  Modularcorrespondenzen  auf  dieser 
<74  veranlasst  uns,  schon  hier  die  Integralrelationen  zusammenzustellen, 
welche  za  den  Correspondenzen  der  F96  gehoren.  Es  wird  gestattet 
sein;  die  Beweise  dieser  Relationen  der  Kiirze  halber  zu  iiberspringen; 
in  der  That  gestalten  sich  dieselben  durchaus  gerade  so?  wie  eben 
bei  2  =  7. 

Die  drei  Integrale  j?1?  j2}  j8  der  r%  sind  p.  591  angegeben  wordec, 
und  ihre  eine  Entwicklungsf  unction  %(ri)  wurde  dortselbst  unter  (13) 
im  Anschluss  an  die  binare  quadratische  Form  (1,  0,  4)  definiert. 
Der  Transformationsgrad  n  hat  hier  nur  der  einen  Bedingung  zu  ge- 
niigeD,  eine  ungerade  Zahl  vorzustellen,  und  die  einfachste  Gestalt  des 

zum  Schema  (^  ^  j   gehorenden  Reprasentantensy  stems  ist  nach    den 

\\J  j     X  ' 

beziiglichen  allgemeinen  Regeln  gegeben  durch: 

CD  *(»)  =  ^, 

wo  die  Zahlen  A,  B,  D  immer  wieder  den  bekannten  Bedingungen: 
(2)  AD  =  n,  0<S<D 

zu  genugen  haben.  Naturlich  benutzen  wir  naeh  wie  vor  die  erwei- 
terte  Transformation  nie*  Ordnung.  Ihnlich  wie  bei  n  =  6  beziehen 
wir  hier  iibrigens  die  Entwicklungsfunction  %(ri)  auf  alle  ungeraden 
positiven  Zahlen  n.  Fur  die  Zahlen  n  =  4h  —I  wird  dann  %(n) 
stets  mit  Null  identisch  sein,  da  Zahlen  dieser  Gestalfc  durch  die  ganz- 
zablige  binare  Form  (1,  0;  4)  nicht  darstellbar  sind. 

Die  Integralrelationen  fur  die  n^  Ordnung  unter   Benuteung   des 
Iltjprdsentantensystems  (1)  lauten  nun  einfach: 
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(3) 

j^l  u~   \          U          J 

ftOO'M®)- 


Additive  Oonstante  treten  bei  der  liiermit  gewalilten  Gestalt  unserer 
Relationen  nicht  auf,  da  fur  co  =  ioo  immer  beide  Seiten  der  Glei- 
chungen  zugleicli  versehwioden.  Warm,  gewohnliche  und  wann  singu- 
lare  Oorrespondenzen  vorliegen,  wird  man  nun  aus  (3)  leicht  ablesen 
konnen,  wenn  man  noeh  das  Verhalten  der  ji}  j%9  js  gegeniiber  den 
96  inaquivalenten  Substitutionen  berucksichtigt.  Merken  wir  etwa  ins- 
besondere  gleich  an,  dass  fur  n  =  4  li  -f-  3  stets  gewolmliclie  Corrcspon- 
den#en  der  Wertigkelt  Null  vorliegen. 

§  5.  PrimformdarstellTing  und  Comcidenzenanzab.1  der  Modular- 
correspondenzen  im  Falle  etner  einzelnen  Entwicklungsfnnction,  bei 

q  ==  7  erlautert. 

Die  Darstellung  der  Modularcorrespondenzen  seehster?  siebenter 
und  acliter  Stufe  durch  die  Primforni  soil  Her  nicht  im  vollen  Um- 
fange  geleistet  werden.  Da  es  sich  vielnielir  in  alien  drei  Fallen  urn 
ganz  aJinliche  Betrachtungen  laandelt;  so  geniige  die  Besprechung  des 
Falles  2  =  7. 

Man  setze  erstlich  voraus,  dass  die  Ordnung  n  der  Transformation 
quadratiscfier  Rest  von  1  sei?  und  wahle  (ibrigens  ftir  die  erweiterte 
Transformation  ein  der  Bedingung: 


YnJ  (mod"  7) 

geniigendes  Reprasentantensystem.    Die  zugehorigen  Integralrelationen 
lauten  dann,  wie  wir  im  vorletzten  Paragraphen  fanden: 

(2) 


wo  if>i  die  eine  bei  q  =  7  auftretende  Entwicklungsfunction  ist.  Die 
Primformdarstellung  der  vorliegenden  Modulareorrespondenz  lasst  sich 
hier  naeh  der  allgenieinen  Vorschrift  p.  535  ff.  ohne  weiteres  leisten*). 

*)  Man  bemerke  dabei  vielleiclit  noch,  dass  die  Formeln  (2)  unmittelbar  fur 
die  Normalintegrale  in  Giiltigkeit  bleiben,  wenn  wir  nur  vta  entsprecliend  modi- 
ficiert  denken.  Es  ist  dies  eine  einfache  Folge  des  Unistandes,  dass  auf  der 
Teehten  Seite  von  (2)  der  Coefficient  des  Integrals  j(a>  \  a)  von  <x  nnabhangig  ist. 
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Sind  o  nnd  o'  zwei  variabele  Punkte  des  Polygons  F1QS,  wahrend 
man  unter  co0  mid  CDO'  zwei  specielle  Lagen  dieser  Punkte  verstehi,  so 
bilde  man  den  Priniformquotienten: 


JEs  Zie/ertf  alsdann  nacli  den  citierten  allgemeinen  Erortemngen  (p.  536) 
•F(o?  a/  1  CDO;  o0')  m  Ablmngigkeii  jedes  der  mer  Punkte  co,  &',  co0?  <E>O' 
ei^e  algebraisclie  Modulfunction  siebenter  Stufe,  und  es  wird  insbesondere 
durcli  die  G-leichung: 
(4)  F(v,  m'  \  «,0,  <)  =  0 

unsere  Correspondent  in  der  fniher   ausfiihrlicli   cliaraJtterisi&rten   Weise 
dargestellt. 

Die  tibrigen  167  fiir  die  vorliegende  Ordnung  bestehenden  Corre- 
spondenzen  sind  nun  yon  den  Pormeln  (3);  (4)  aus  nach  den  friiheren 
Satzen  leicht  mit  zu  erledigen.  Indem  wir  F»  ein  System  mod.  7  In- 
congruenter  Modulsubstitutionen  durchlaufen  lassen;  haben  wir  fiir  das 
einzelne  Fi  zu  schreiben: 

)),  of  \  F,(o>0),  <)  =  j;(a),  (Dr  |  o>0;  <), 


um  die  mgchorige  Correspondent  dwell  Nidlseteen  von  Ft(&,  a>'  |  co0?  o0') 
darzustellen,     Explieite  haben  wir  also;  indem  wir 


(5)  RkV(  =  E$  =  (mod.  7) 

setzen?  fur  die  Modulfunction  Ft  die  Priniformdarsfcellung: 

(6) 


Man  bemerke?  wie  sich  die  Hermit  gegebene  Darstellung  der  Corre- 
spondeuzen  siebenter  Stufe  in  die  allgemeinen  Ansatze  yon  p.  550  ff. 
subsumiert.  Piir  jedes  der  168  Schemata  (5)  baben  wir  eine  be- 
sondere  Oorrespondenz  zur  ?,Minimalbasis"  im  Sinne  Yon  p.  549  aus- 
gewahlt,  und  zwar  nur  eine?  dem  TJmstande  entsprechend,  dass 
wir  bei  q  =  7  nur  eine  arithmetiselie  Function  ^x  baben.  Die  aus- 
gewdhlte  Correspondent  i$t  dber  einfaeh  die  mm  Schema  (5)  gehorende 
Correspondent  erster  Ordnung:  &'  =  K-(co),  d.  li.  die  #u  F<  geMrende 
Transformation  der  Flache  F3BB  in  sich. 

Der   Fall    eines    quadratiscJien    Nichtrestes  n   subsumiert    sicli  un- 
mittelbar  unter  den  allgemeinen  Ansatz  (6),  indem  jetzt  stets  ^  (w)  =  0 

Klein-Fi'icke,  Modulfunctioueu.  II  39 
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1st  Die  Function  Ft(to9  co'  |  o0?  co0')  tat  demnach  jetzt  einfacb  die 
Gestelt: 

m  F  (n    n'  I  n      c,  >\  TJP  ^  ^  (<B))  P  N'  **°  K)) 

(7)  *(„,  m  |  «,„  „.)  _  J  j?T-^^ 

Die  Coincides  0enaw0ahl  bei  den  Modularcorrespondenzen  7ter  Stufe 
ist  in  alien  Fallen  ;;gewohnlicber"  Correspondenzen  einfach  nacb  der 
Cayley-Briirschen  Formel  (9)  p.  539  anzugeben;  letztere  Formel 
findet  also  unraittelbare  Anwendung  ftir  alle  Nichtreste  n  und  unter 
den  Resten  n  stets  beim  Schema  (1).  Wir  konnen  sagen?  dass  es  sieb. 
in  alien  diesen  Fallen  urn  die  Wertigkeit  —  ^  (n)  handelt,  insofern 
ja  fur  die  Niclitreste  n  die  Function  ^  Terscbwindet.  Da  die  ri(38  das 
Geschlecbt  p  =  3  besitzt,  so  specificiert  sicb  die  Angabe  a  +  §  •+-  2pw 
fiir  die  Coincidenzenanzabl  v  bier  zu: 

(8)  v  =  2d>(«)  —  6^x(n). 

Indessen  erfordert  diese  Formel  in  dem  speciellen  Falle  einer  rein 
quadratischen  Ordnung  n  eine  Erganzung.  Hier  wollen  wir  namlich 
bei  der  erweiterten  Transformation,  gerade  wie  aucb  friiber  in.  der 
Theorie  der  Modulargleiebungen,  den  Heprasentanlen  der  Transfor- 
mation erster  Ordnung  aussebalten.  Indem  wir  an  dieser  Massnahme 
auch  in  der  Folge  tvieder  festhatien,  wird  es  sich  im  fraglichen  Aumdhme- 
falle  urn  erne  (0  —  1)-(0—  l)-deutige  Corresponded  der  Wertigkeit 
~  ^  (n)  +  1  Iwndeln;  in  der  Tbat  fallt  jetzt  auf  der  recbten  und 
linken  Seite  jeder  Relation  (2)  ein  einzelnes  Glied  j  (CD  |  a)  aus.  Die 
Cayley-BriH?sclie  Formel  liefert  demnacb  jetzt: 

(9)  v  =  2*(n)  —  2  —  6  f^  (»)-!]  —  2<D(n)  —  6^(»)  +  4, 
Uni  beide  Formelu  (8)  und  (9)  in  eins   zusaninienzuzieben,    verstehen 
wir  unter  sn  nacb  frtiberem  Braucbe  die  1,  falls  n  ein  reines  Quadrat 
ist,   anderenfalls   aber  die  Null.     Als   Resultat   kommt   alsdann:   Die 
Coinciden&enanzaU  v  ist  im  Falle  eines  Nichtrestes  n,   sowie  im  Falle 
eines  Restes  'beim  Schema  (1)  gegeben  durcli: 

(10)  v 


Jetzt  sind  noeli  die  167  Correspondenzen  (6)  im  Falle  eines  Restes 
n  riickstandig^  und  bier  konnen  wir  einfacb  in  der  zugeborigen  Func- 
tion  Ft(a>9  to'  \  G)O)  a>0")  die  beiden  Punkte  o,  &'  ZUr  Coincides  brin- 
gen;  urn  (bei  constant  gedacbten  IDO,  <)  in  Fi(09y  &  \  o>0;  ca0')  eine 
algebraische  Modulfunction  von  o  zu  gewinnen.  Durcb  Abzahlung 
der  Null-  und  Unstetigkeitspunkte  gewinnt  man  dann  in  bekannter 
Uberlegung  (p.  539)  die  jetzt  gesuehte  Zabl  v.  Man  wird  gegen- 
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iiber  der  eben  eitierten  Entwicklung  bier  nur  die  elne  Anderung  be- 
merken,  dass  die  Anzahl  der  Nullpunkte  von  P(o>,  F,(ca))  auf  dem 
Polygon  F16B  nicht  unmittelbar  angegeben  werden  kann.  Nennen  wir 
diese  im  Augenblick  nocli  unbekannte  Zahl  &?  so  folgt  im  Falle  eines 
Sestes  n  fur  em  von  (1)  verscliiedenes  Schema  (5)  al$  Coincidenzen- 
anzakl: 

(11)  v  =  20(w)  —  2^(w)  +  J^i(w). 

Die  AnzaH  Jc  aber  ist,  wie  man  jetzt  endlich  bemerken  wolle,  als 
Zahl  der  Nullpunkte  von  P(o>7  Fi(o))  nicbts  anderes  als  die  Goinci- 
denzenanzahl  der  Oorrespondenz  co'  =  Ft-  (o>)  oder  (urn  es  mit  der 
friiberen  Bezeicbnung  zu  belegen)  nicbts  anderes  als  die  An0ahl  der 
Fixpunlcte  der  Transformation  Vi  der  F1QS  in  sicli.  Naeb  bekannten 
Satzen  aus  Bd.  I  hat  man  also  ohne  weiteres  die  Resultate*  Es  ist: 

(12)  '  &  =  4,  2,  3,  0, 

je  nachdem  die  Siimme  von  a  und  8  bei  der  Substitution  Vi  leg.  der  Be- 
dingung: 

a  +  d  ==  0,  +  1?  +  2,  ±  3,  (mod.  7) 
genugt. 

An  die  Merixdt  fur  g  =  7  vollstandig  geleistete  Bestimmung  der 
Anzabl  v  kniipfen  wir  irn  n'acbstfolgenden  Kapitel  wieder  an. 

§  6.     Ansatz   fiir   die    Integralrelationen  der  j  (CD  \  a)  ?  j  (o  |  /3)    bei 
den  Modularcorrespondenzen  einer  beliebigen  Primzalilstufe  g*). 

Der  elementare  Obarakter  der  voranfgeb.enden  Betracbtungen  be- 
rubte  auf  dem  Urastande7  dass  in  den  bisber  erledigten  Fallen  jeweils 
nur  eine  zablentbeoretiscbe  Entwicklungsfunction  in  Betracbt  kam. 
Wird  die  Anzabl  dieser  Functionen  >  1?  wie  sclion  bei  g_  =  11;  wo 
wir  deren  funf  baben?  so  miissen  wir  bei  der  Aufstellung  der  Integral- 
relafcionen  indirect  verfahren.  Indem  wir  das  hiermit  gemeinte  Ver- 
fabren  sogleicb  im  allgemeinen  Falle  g  (den  wir  im  yorigen  Kapitel 
vorbereiteten)  skizzieren  wollen,  geniigt  es?  wenn  wir  dabei  allein  die 
Integrale  j(&  \  a)  und  j(co  |  jj)  in  Betracbt  zieben.  In  der  That 
werden  wir  bei  den  spateren  Anwendungen  (§  9)  die  Integrale  J(G?  |  0) 
des  Teilungspolygons  durcb  ein  indirectes  Scblussverfahren  gleich  selbst 
mit  erledigen,  wobei  uns  die  beziiglichen  Entwicklungen  des  vorigen 
Kapitels  (p.  566  flL)  zu  statten  koninien  sollen. 

Des  besseren  "0"berblicks  halber  senden  wir  voraus?  dass  in   den 


*)  Man  vergl,  Mer  die  Note  von  Hurwitz  in  den  Leipziger  Berichteu  vom 
4.  Mai  1885,  auf  welcne  wir  sclion  wiederholfe  Bezug  nanmen. 
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nachstfolgenden  Formeln  e,  f,  ff,  h  als  Summationsbuchstaben  ^  ge- 
braucht  werden  sollen,  und  zwar  sollen  sicli  dieselben  auf  die  Bereiche 
beziehen  : 

e,  f=l;  2,-.-,  /;    0,  *  =  1,V"»P- 

Die  Zahlen  1,  ^  -haben  wir  dabei  inx  Sinne  des  vorigen  Kapitels  bei- 
behalten,  wo  fur  jeden  quadratischen  Rest  a  insgesamt  I  Integrale 
je((D  1  a)  ausgewahlt  wurden  imd  ftir  jeclen  Nichtrest  /J  ft  Integrale 

fc(«lfl- 

Indein    wir    jetzt   bei   yorgegebener   Ordnung   n   der   erweiterten 

Transformation  am  Schema  (^'  1  J  wie  bisher  festnalten  nnd  dann  in 

E0?  E1?  .  .  .  ein  zugehoriges  Reprasentan  ten  system  bilden,  ist  unsere 
Aufgabe;  die  Integralsummen  : 

(1) 


fe  ursprimgliclien  p  Integrale  gter  Stfw/e  Zineor  auszudrucken.  Hier- 
bei  baben  wir  zur  Abktirzung  O  statt  O(w)  geschrieben  ?  und  es  ist 
far  jede  in  Betracht  kommende  Combination  e,  a,  sowie  fiir  jede  Com- 
bination g,  ft  eine  Summe  (1)  zu  bilden. 

Um  die  gedachten  Integralrelationen  wirklieh  zu  gewinnen,  ilbe 
man  erstlieh  auf  o  in  (1)  die  Substitution  S  aus  und  beriicksicntige 
dabei  die  offenbar  zutreffende  Congruenz: 


Es  ergiebt  sich  hieraus  leicht?  dass  die  erste  Sunime  (1)  gegeniiber  8 
den  Factor  sn*  annimmt;  die  zweite  aber  den  Factor  snP\  jene  erste 
Sumnie  ist  also  in  deujenigen  I  bez.  p  Integralen  linear  darstellbar, 
welehe  eben  diesen  Factor  sna  gegeniiber  S  aufnehmen,  und  die  zweite 
Summe  (1)  entspreeliend  in  den  ^  bez.  I  Integralen  vom  Factor  snP. 
Wie  man  sieht,  tritt  hier  die  Falluntersclieidung  ein;  ob  n  quadra- 
tischer  Rest  oder  Nichtrest  yon  q  ist.  In  der  That  werclen  wir  gleich 
explicite  sondern  und  haben  als  die  zu  discutierenden  Ansatze: 
I.  im  FaUe  eines  quadratischen  Restes  n  von  qi 


wa), 

^RMMBT  j6amaei 

(2) 
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IL  im  Falle  eines  quadratischen  Nichfrestes  n  von  q: 
>—  i  ^ 

e(Rk(w}  |  a)  = 


A=I 


/=! 

Hierzu  gleicli  die  nackfolgenden  Erlauterungen:  Erstlich  sollten 
wir  "bei  diesen  Ansatzen  strenge  genoinmen  allenthalben  recnter  Hand 
additive  Constante  hinzurielimen;  aber  dieselben  sind,  wie  friilier?  als 
unwesentlich  um  der  einfachen  Schreibweise  der  Formeln  willen  stets 
ausgelassen.  Ferner:  Die  Coefficienten  a,  &,  c}  d  auf  den  rechien 
Seiten  von  (2)  uncl  (3)  werden  nattirlicli  rait  wechselndem  n  andere 
und  andere  Werte  darbieten;  in  diesem  Sinne  liaben  wir  sie  in  (2) 
und  (3)  gleicli  als  Fnnctionen  der  Ordnung  n  gesekneben,  wobei 
dann  naturlich  Functionen  a(fi)  und  6(w)  nur  fur  Eeste,  Functionen 
c(ri)  und  d(n)  nur  fur  Nichtreste  n  in  Betracht  kommen.  Es  ist 
aber  selir  zu  betonen,  dass  in  der  einzelnen  unserer  Formeln  (2);  (3) 
die  Zahlwerte  a  leg.  6;  c?  d  unabMngig  sind  von  dem  fiesonderen  Beste 
a  <be$.  dem  besonderen  Niclitreste  j$.  Dies  sieht  man  leicbt  ein?  wenn 
man  auf  das  co  der  einzelnen  Formel  (2),  (3)  die  schon  p.  565  ein- 
gefuhrte  Substitution  U  ausiibt  und  dabei  die  leicht  zu  verificierende 
Congruenz  : 


in  Betraclit  zieht.  Man  hat  also  (immer  unter  Gebrauch  des  einmal 
ausgew'ahlten  Schemas)  beim  einzelnen  Reste  n  insgesamt  /I2  Coeffi- 
cienten aef  und  ft2  Coefficienten  6^/i?  dagegen  bei  eineni  Niclitreste  n 
im  ganzen  A^  Coefficienten  ce^  und  ebenso  viele  dg/. 

Zur   naheren  Unter  sucliung  der  in  Rede   stehenden  Coeffieienten 
schreibe  man  jetzt  explicite: 

T?/^        TT  ^"  +  g^A     rr—  ^*,  0       \ 

JRfcC®)-  r>(  —  ^  —  J,  r*=(  Qj  D^) 

und  trage  demnachst  die  im  vorigen  Kapitel  p.  579  gegebenen  Potenz- 
entwicklungen  fur  unsere  Integrale  ein.  Indein  wir  dann  immer  nach 
ansteigenden  Potenzen  linker  Hand  umordnen,  tritt  eine  Reehnung  ein, 
wie  wir  sie  in  den  voraufgehenden  Paragraphen  ofter  durchgefuhrt 
haben;  z.  B.  fiir  die  erste  Reihe  (2)  finden  wir  linker  Hand  in  der 
nact.  ansteigenden  Potenzen  von  r  geordneten  Entwicklung  den  Coeffi- 

m 

cienten  der  Potenz  r?  in  der  typischen  Gestalt: 
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wo  sich  die  Sunirne  auf  die  genieinsamen  Teiler  S  von  m  und  n  be- 
zieht.  Der  Vergleich  der  Coefficienten  gleicher  Potenzen  rechts  und 
links  ergiebt  alsdann  in  unseren  vier  Fallen  (2),  (3)  die  Resultate: 

(  z 

%J  *  /    /mn\         STT        /  \   ,   /^N      (n\        _j_  1    (m 

X      *  ^e  \"Tf)  ====    XL/    ^e/VVY/V^VJ      \    I  ==  -f"   I,  (  — 

S  /=! 

-i 


A* 

XI  *  ,    fmn\         %TT        /  \      /    \       /*A  1    /w\  i 

>  **.  ^  -  >  ^& w  ^(m) ?  v  ^  ~ i?  y  ^  •" 1? 


(4) 

^j  u  ^  V"^/1  "  A 

§  A=l 

A 

^CT  o,       /m^\  I^T  -j    (  \  i  (    \      /n\ i     (m 

^    %*  \~d*J  ~  £i    yfW  */W;   \g/  ~  ""    >  \"g- 

d  /=! 

wobei  die  fur  den  einzelnen  dieser  Falle  charakteristischen  Legendre- 
schen  Zeichen  immer  gleich  rechter  Hand  angefugt  sind,  Diese  For- 
meln  sollen  uns  nun  zur  Bestimmung  der  a,  &,  c}  d  das  Fundament 
abgeben. 

Zuvorderst  folgert  man  aus  (2)  und  (3)  vermoge  der  linearen 
Unabbangigkeit  der  Integrale  J(co  |  a),  J(CD  |  fi)  leicht,  dass  die  aef(n) 
etc.  eindeittige  arithmetisclie  Fundionen  von  n  sind.  Um  aber  uber  diese 
Functionen  Genaueres  anzugeben?  beuutzeri  wir  nun  den  Unistand,  dass 
die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (4)  durchgehends  symmetrisch  von 
m  und  n  abhangen.  Also  wird  auch  z.  B.  in  der  ersten  Formel  (4), 
wo  m  und  n  zugleich  quadratisehe  Reste  von  q  sind,  die  rechter  Hand 
stehende  Summe  ihren  Wert  bei  Vertauschung  von  m  und  n  nicht 
andern,  Ein  Gleiches  gilt  auch  fur  die  dritte  Formel  (4),  in  welcher 
m  und  n  gleichfalls  im  quadratischen  Charakter  modulo  g  tiberein- 
stimmen;  wir  haben  also  die  Ergebnisse: 
i  i 


(5) 


Stimmen  aber  m  und  n  in  ihren  quadratiselien  Charakteren  mod.  q 
nicht  tiberein;  so  liefern  in  analoger  Art  die  zweite  und  vierte  Re- 
lation (4),  init  einander  Gonibiniert,  das  Resultat: 


/=!  /=! 

(.t  f.i 

V 
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>  f(ir    -  * 


A=l  /=! 

Jetzt  bilde  man  die  erste  Relation  (5)  bei  einem  einzelnen  vor- 
gelegten  Reste  n  und  bei  steliend  gedachtern  e?  indem  man  fur  m  der 
Reihe  nach  I  specielle  Reste  m±9  m2,  .  .  .  ?  mi  eintragt.  Die  letzteren 
konnen  wir  nach  p.  580  so  gewahlt  denken,  dass  die  A-gliedrige  De- 
terminante  [  </>/(%')  |  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat.  Die 
dainit  bei  stehendem  e  fur  jeden  Rest  n  gewonnenen  1  Gleichungen 
fassen  wir  als  solche  ftir  die  K  unbekannten  Grossen  aei(ri),..  .,  a^(w) 
aul  Unser  Gleichungssystem  hat  eine  von  Null  verschiedene  Deter- 
minante,  und  die  rechten  Seiten  sind  ersichtlich  lineare  hoinogene  Ver- 
bindungen  der  A  von  n  abhangenden  Functlonen  ^(w);  .  .  .  ,  ^(w)  mit 
von  n  unabhangigen?  durch  die  Auswahl  der  m1?  m%,  .  .  .,  mi  fest  be- 
stimmten,  Coefficienten.  Durch  Auflosung  des  fraglichen  Gleichungs- 
sy  stems  finden  wir  das  sehr  wichtige  Ergebnis:  Es  ist  ae/(n)  eine 
lineare  Jiomogene  Function  der  I  Werte  ^(ri),  .  .  .,  fa(ri): 


(7)  aef(n)  =  <$1>i(n)  +  *?}l>*(n)  -\  ----  +  <1>i(n) 

mit  Coefficienten  aef3  die  von  n  unabhdngig  sind. 

Es  konnte  scheinen,  dass  die  I  Coeffieiehten  aef  vielleicht  noch 
von  den  particular  ausgewahlten  A  Resten  mf  abhangig  sein  mochten. 
Es  sind  indessen  die  $),  .  .  .,  4/  gewisse  I  lei  der  gten  Stufe  filr  steJiende 
Combination  (ef)  eindeittig  lestimmte  Grossen.  Konnten  wir  nanilich 
die  Function  a&f(ri)  fiir  alle  positives  Reste  n  noch  durch  ein  zweites 
Zahlsystem  2/?  .  -  -,  «i/  ebenfalls  in  der  Gestalt  (7)  darstellen,  so  gabe 
es  augenscheinlich  ein  System  nicht  durchgehends  verschwindender 
Zahlen  %,...,  «A,  welches  der  Gleichung 

—  0 


fiir  jeden  Rest  n  gentigte.     Damit  aber  waren  offenbaj  die  I  lategrale 
Ji(&  I  °0>  •  •  -?h(m  I  °0  Hnear  -abhangig. 

Die  tibrigen  Relationen  (5),  (6)  ziehen  wir  nun  zu  vollig  analogem 
Gebrauche  heran.  Indem  wir  msammmfassen,  ergeben  sich  die  Bar- 
stellungen: 

aef(ri)  —  4^1  (w)  +  4^2W  ~\  -----  h 


sowie  ewfejprec/ie«(?  /Sr  efe'e  c, 
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Dabei  beziehen  slcb.  uaturlich  die  Formeln  (8)  auf  die  Reste  n,  die 
Formeln  (9)  auf  die  Nichtreste.  Uberdll  aber  sind  die  Coeffieienten- 
systeme  d,  j8,  y,  S  von  n  unabhangig  und  eindeutig  bestimmt.  Wie  man 
sie  zu  bestimmen  vermag,  werden  wir  ini  nachsten  Paragraphen  am 
Beispiele  q—  11  betracliten. 


§  7.     "Wirkliche  Aufstellung  der  Integralrelationen  fiir  q  =  11. 

Bei  der  Hauptcongrueiizgruppe  elfter  Stufe  fanden  wir  im  vorigen 
Kapitel  im  ganzen  fiinf  Entwicklnngsfunctionen,  drei  fiir  die  Reste  n, 

nainlich  ^(w),  ^(n\  ^s(w)?  ua<^  zwe^  %i(n)^  ZaOO;  ^Gr  ^^e  Nicht- 
reste.  Die  arithmetisclia  Definition  dieser  Functionen  wurde  im 
vorigen  Kapitel  vollstandig  geleistet.  Wir  wollen  von  den  dort  ge- 
gebenen  Eegeln  aus  zum  Zwecke  der  weiter  folgenden  Reclinungen 
fiir  niedere  Argumente  n  eine  Tabelle  fiir  die  zugehorigen  Werte 
der  TJJ,  x  anlegen: 


n 

*l            ^3             tfj        ||       »        1         Jfl           fc 

1 

—  1 

1 

0 

2 

0 

_1 

3 

1 

1 

—  1 

6 

1 

0 

4 

'2 

0 

1 

7 

—  1 

'o 

5 

3 

1 

0 

8 

—  1 

1 

•      9 

2 

0 

—  1 

10 

0 

—  1 

12 

—  2 

2 

0 

13 

1 

1 

14 

0 

0 

2 

17 

g 

1 

15 

-  3 

1 

—  1 

18 

1 

1 

16 

—  4 

2 

—  1 

19 

2 

—  2 

20       -  6 

0 

1 

21 

—  1 

2 

23 

9 

1 

—  1 

24 

2 

2 

25, 

—  4 

—  4 

0 

28 

0 

—  2 

26 

0 

2 

g 

29 

3 

—  3 

27 

g' 

-  1 

3 

30 

1 

0 

31 

5 

1 

3 

32 

3 

1 

34 

0 

—  2 

3 

35 

—  1 

0 

36 

—  4 

—  2 

—  1 

39 

0 

2 

37 

—  7 

—  1 

2 

40 

—  1 

1 

38 

0 

4 

-  2 

41 

g 

—  1 

42 

I 

0 

—  4 

0 

43 

—  1 

2 

Unsere  Aufgabe  ist  nun;  fiir  den  Fall  q  =  11  die  Relationen  (8), 
(9)  §  6   explicite  zu   bereclinen.     Zu    diesein  Ende    specialisieren  wir 
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zuvorderst  die  erste  Relation  (4)  §  6  fur  q  =  11;  es  ergiebt  sick: 
(1)  a«iOO  ^  O)  +  afi2  00  ^(m) 


a 

Hier  substituiere  man  der  Reike  nack  die  drei  quadratiscken  Reste 
w  =  1,  3;  5  und  findet  unter  Benutzung  der  vorstekenden  Tabelle  das 
Gleickungs  system : 

—  aei(?0  +  fleaOO  =  ^»00? 


3f         \  I  f     n\ 

aei(n)  -f-  ae^(n) 

Durck  Auflosung  dieses  Gleickungssy stems  fiudet  man  Ausdriicke  der 
aef(ri)  durck  die  ^,  aber  freilick  nock  nickt  diejenigen  Darstellungeii 
(8)  §  6;  um  welcke  es  sick  eigentlick  kandeln  soil.  Iinmerkin  be,- 
natzen  wir  dock  die  zun'aekst  fur  die  ae/(n)  erkaltenen  Foraeln,  um 
fur  die  drei  ersten  in  Betrackt  kommenden  Zaklen  n  =  1,  3,  4  die 
zugekorigen  Werte  der  neun  Function  en  ae/(n)  zu  berecknen-,  man 
findet: 

-j  (~\  St  C\ 

fur  n  =  1    {  <%  =  0,        an  =  1,        a23  =  0, 
2=2  0          o,    =  0          a    =  1 


fiir 

,-0, 

,  =  o, 

f fir  n  =  4    \  a^  =  0,        a22  =  0,        a^  =  2, 

1. 

Nunmekr  zieke  man  auck  die  erste  Formel  (5)  §  6  keran  und 
setze  in  derselben,  indem  wir  sie  Tielleickt  zunackst  f ur  e  =  1  spe- 
cialisieren,  ftir  m  nack  einander  die  Werte  1,  3,  4  ein.  Wenn  wir 
die  eben  gefundenen  Zaklwerte  der  aef  sowie  die  Werte  der  il>e  be- 
riicksicktigen,  entspringen  solckergestalt  die  drei  Gleicbungen; 

[  —  OH  W  +  «w(»)  =  +  *i(n)' 

(2)  +  OuOO  +  aia(-n)  -  %300  -  ~  *i(»)i 

I    2  an(w)  +alB00  — -  2*iW- 

Die  Auflosung  derselben  ergiebt  die   gewunsckten  Ausdrucke  fur   die 
drei  Functionen  fli/00-    Die   tibrigen    seeks  ae/(n)    erledigen 


==  —  ^(n)?  ais(n)  =  0;          an(n]  =  0? 
an  (n)  =  0  ,  a^  (ri)  =  ^  (n}  ,    %  (ri)  =  2  ^8  (n)  , 
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derselben  Art,  und  wir  gewinnen  so  als  die  linear  en  homogenen  Aus- 
drilcke  der  neun  arifhmetischen  Functionen  aef(ri)  in  den  drei  ^e(n): 


(3) 


Ftir  die  quadratischen  Reste  n  kommen  ausserdein  noeh^  wie  wir 
wissen,  vier  arithmetisclie  Functionen  bffh(n)  in  Betracht,  die  wir  jetzt 
noch  in  ^«(M)  darzustellen  haben.  Die  Reclaming  gestaltet  sich.  infolge 
der  Minderzahl  der  "b  noch  einfaeher,  als  soeben  bei  den  a,  und  man 
als  die  linearen  Ausdriicke  der  vier  'bgjl(n)  durch  die  ^e(n): 


j 


Die  Integralrelationen  selftst  werden   daraufhin   unter  Beibehaltung 
des  Schemas  [  '    J  im  Falle  eines  quadratischen  Bestes  n  die  Gestalt 


darbieten: 


(5) 


(Bjt(o)  I  0)  =  ^2  -JiO  |  n/5)  +  7^3  -  j2(®  \  np), 
Wollen  wir  aber  lieber  unter  Ek  ein  Reprasentantensystem  llter  Stufe 


voni 


Schema  ^  '    J  verstehen;  so  hat  man  hier  nach  bekannten  Satzen 

nichts  weiter  zu  thun,  als  in  (5)  rechter  Hand  auf  co  eine  Modulsub- 
stitution  V  auszutiben,  welche  mod.  11  der  Bedingung 


,  OW«,  P\  =  (*, 
;  I/  Vy,  */  —  \c,  d 


gentigi  —  Das  Argument  n  der  fye  haben  wir  in  (5)  der  Kiirze  halber 
allenthalben  fortgelassen. 

Im  Falle  eines  quadratischen  Nichtrestes  n  treffen  wir  auf  ganz 
"ahnliehe  Verhaltnisse;  und  wir  fiihren  hier  die  Eechnungen  nicht  noch 
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einmal   ausfuhrlich  durch.     Vielmelir  geniige  die  Angabe  des  fertigen 
Eesultates:  Die  Integralrelationen  elfter  Stufe  haben  im  Falle  ernes  gua~ 

dratischen  Nichtrestes  n  von  11  unter  BeibeJialtwng  des  Schemas  f    *     j 
die  Gestalt: 

«)  — 0, 


(6) 


«)  "  4%i  'Jit®  I  n®}  +  2jfe  -JaC®  I  wa)  ? 

Natiirlich  reprasentiert  tier  infolge*  der  wechselnden  Werte  cc,  ft  jedes 
Gleichungsystem  (5),  (6)  im  ganzen  25  Integralrelationen, 

§  8.    Vorbemerkungen  zra  AuswaM  einer  Basis  von  Correspondenzen 
fiir  eine  toeliebige  Primzalilstufe  q. 

Indem  wir  zu  den  Correspondenzen  einer  beliebigen  Stufenzahl  q 
zuriickkehren,  gilt  es,  auf  Grundlage  des  vorletzten  Paragraphen  die 
Primformdarstellung  jener  Correspondenzen  zu  ermoglichen.  Wir 
haben  hierbei  einfach  .die  Principien  der  Hurwitz^sclien.  Correspondenz- 
theorie  in  Anwendung  zu  bringen.  Um  genau  nach  den  be2iiglichen 
Vorschriften  zu  verfahren,  hattea  wir  uns  fiir  die  Flache  F9(q*—i) 

2 

eine  Minimalbasis  von  Correspondenzen  zu  bilden;  in  welch er  wir  her- 
nach  jede  etwa  vorzulegende  Modularcorrespondenz  nach  der  allge- 
meinen Formel  (3)  p.  551  wilrden  darstellen  konnen.  Jedoch  wollen 
wir  hier?  den  particularen  fiir  uns  vorliegenden  Verhaltnissen  Eech- 
nung  tragendj  in  etwas  von  jenem  allgemeinen  Programm  abweichen. 
Erstlich  wollen  wir  der  zu  Grande  zu  legenden  Basis  von  Corre- 
spondenzen nicht  irgend  welche  auf  der  jFg(ga— 1>  existierende  Corre- 

_ 

spondenzen  einreihen  (fiber  die  wir  ja  doch  nichts  wissen),  sondern 
wdMen  m  diesem  Zweck  einzig  ModMlarcorres$onden0en  q^  Stufe  ver- 
schiedener  Ordmtngen  n  aus.  Dies  hat  dann  freilieh,  wie  wir  noch  sehen 
werden,  den  Nachteil,  dass  wir  solchergestalt  im  allgemeinen  nicht 
auf  eine  MnimaZbasis  treffen;  doch  ist  dieser  Umstand  weiterhin  nicht 
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von  Belang.  (In  der  That  batten  wir  auch  bei  der  allgemeiuen  Theorie 
Bicht  durchaus  eine  Minimalbasis  gebraucben  niiissen.) 

Des  weiteren  trennen  wir  auch  hier  die  Falle  quadratischer  Reste 
n  von  den  Nichtresten;  wir  werden  namlicli  2ivei  J3asen  aiiswalilen, 
deren  erste  filr  die  Eeste,  deren  andere  fur  die  Nichtreste  n  in  Kraft 
treten  soil.  Es  'trifft  sicb  hierbei,  dass  wir  in  jenem  Falle  gerade  I 
Correspondenzeo,  in  diesein  aber  ^  zu  einer  Basis  vereinen  miissen, 
I  und  f&  in  der  bisher  immer  gebrauchlichen  Bedeutung  gemeint. 
Dies  widerstreitet  nur  scheinbar  dem  Umstandej  dass  die  sonst  immer 
niit  t  bezeicbnete  Anzabl  linear •unabhangiger  Correspondenzen  auf 

der  Flacbe  JPff(22—i),  eine  festbestimmte  ist.     Die  Sachlage  ist  einfaeh 
_ 

die,  dass  fur  die  Darstellung  der  Modularcorrespondenzen  mit  quadra- 
tiscbem  Rest  n  bereits  eine  Basis  von  A  unabhangigen  Correspon- 
denzen ansreicbt.  Dabei  ist  also  sicber  I  ^  t;  aber  BS  wird  gar  nicbt 
behauptet,  dass  I  (oder  entsprecbend  ft  im  Falle  der  Niclitreste  n) 
den  Maximalbetrag  t  etwa  wirklicb  erreiebfc. 

Indem  wir  bier  iibrigens  Correspond enzen  verscbiedenener  Ord- 
nungen  n  zu  einer  Basis  zusanimenstellen  wollen,  niiissen  wir  vorab 
noch  eine  Bemerkung  uber  die  Auswdlil  der  Eeprdsentantensysteme  ^ter 
Stufe  voraussenden.  Mogen  die  beiden  Ordnungen  n  und  n'  irn  qua- 
dratischen  Cbarakter  mod.  q  ubereinstimmen,  so  sollen  die  beiden  zu- 

gehorigen  Schemata  (    ?   _J    und   (  /     ,J  einander    mod.  q    congruent 

heissen,  falls  die  Bedingung: 

(1)  a' :  b' :  c  :  dr  ^  a  :  5  :  c  :  d,  (mod.  q) 

erfullt  ist.    Natlirlicb  konnen  wir  diese  Proportion  auch  in  vier  einzelne 

Congruenzen  spalten,  indem  wir  die  ganze  Zabl: 


(2)  *  = 

einfiibren;  dann  namlich  haben  wir  zufolge  der  Congruenzen: 

ad  —  be  =  n;    a' df  —  ~bf d  =  n' ,  (mod.  g) 
an  Stelle  von  (1)  offenbar  die  vier  Congruenzen: 

(3)  a'~rta,  6f^jc6,  c  ~?tC)  d'  =  3td,  (mod.  q) 

zu  setzen.     Unsere  Verabredung  erlaubt  uns   ersichtlich,    die  ^ 

Schemata  der  Ordnung  nf  auf  die  Schemata  der  Ordmmg  n  wechselweise 
eindeutig  #u  ~be@ieJien,  indem  wir  eben  immer  congruente  Schemata 
einander  zuordnen.  Und  nun  wird  es  hernach  unsere  Massnahme  sein, 
dass  wir  fiir  die  Re^te  n  gewisse  A  Correspondeuzen  von  mod.  g  con- 
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gruenten  Scliemen  zur  Basis  zusammenstellen,  wie  wir  dann  era  Glelches 
weiterhin  auch  fiir  die  Nichtreste  n  ausfiihren  werden. 

Znm  Vorstehenden  sei  etwa  noch  bemerkt,  dass  im  Falle  zweier 
quadratischen  Reste  n,  nf  insbesondere  n  =  1  (mod.  q)  genommen 
werden  mag.  Als  die  untersehiedenen  Schemata  fiir  die  Ordnung  n 
konnen  wir  dann  einfacli  die  mod.  q  incongruenten  Modulsubstitutionen 
ansprechen;  auf  diese  letzteren  also  werden  wir  fiir  jeden  Rest  n  ver- 
moge  (1)  oder.  (3)  die  zugehdrigen  Schemata  eindeutig  beziehen. 

§  9.     Bildung   einer  Bgisis  von  Oorrespondenzen  fiir   den  Fall  eines 
quadratiselien  Kestes  w*)  . 

Urn  auf  Grand  der  vorstehend  entwickelten  Yerabredungen  zu- 
vorderst  ftir  die  quadratisclien  Reste  n  eine  Basis  yon  Oorrespondenzen 
zusarnmenzusetzen  ,  verstehen  wir  unter  n  und  nf  zwei  unterschiedene 

Reste  von  q.     Fur  n  gelten  unter  Zugrundelegung  des  Schemas  (    }    j 
die  (A  +  ft)  •  ^—  Integralrelationen: 


je(Ri(<x>)  |  a)  =*ae/(n)jf(®  \  no)  +  const, 


<r>— i 

jff(Rk(a)  1  0)  =  J^%(>)^(G)  1  «£)  +  consi; 

TO  h  =  l 

wo  wir  reehter  Hand  des  ausfuhriichen  die  additiven  Constanten  hinzu- 
gesetzt  haben.    In  ganz  entspreehender  Weise  finden  wir  fiir  die  Ord- 

nung  n   unter  Gebrauch  des  Schemas  (     '  ,  J  die  Relationen: 

/—i  i 

'e(~R'k(co)    \   a)  =  J/>    ^e/O^OJ/C60    I   n'®}  "H  cons^; 
/=*! 

.« 

/Bi(a))  1  /3)  ~2?'bg!ifj{)3k(&  i  »'|3)  +  const, 

wobei  zur  Abkurzung  *'  ftir  0(»')  geschrieben  ist 

Vermoge  der  Verabredung  des  Yorigen  Paragraphen  wolle  man 
denrn'achst  von  Hi  zu  einem  neuen  Eeprasentantensystem  R^  gehen, 
dessen  Schema  eben  ini  Sinne  jener  Verabredung '  mit  dem  in  (1)  vor- 

*)  Vergl.  hier  und  far  die  nacTastfolgenden  Paragraphen  alleuthalben  die 
wiederholt  genannte  Note  YOU  Hurwitz  in  den  Leipz.  Berichten  vom  4.  Mai  1885. 
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liegenden    Schema    (!?'  ..]    mod.   #    congruent    ist.     Zu    diesem  Ende 

liaben  wir  zu  setzen: 

(3)  K  =  y~,    U(®)  =  ^i  =  ^X  (mod.  f). 

Schreiben  wir  namlich  nun  Hi  =  JB^  U9  so  wird  offenbar: 


Bei  der  bekaunten  Wirkung   der  soeben    eingefubrten   Substitution   U 
auf  unsere  Integrale  j(&  \  a),  j  (®  \  jS)  ergiebt  sicli  aus  (2): 

"~1  ^ 

e(JB*(w)  |  <%)  ^^  /  ccef(nf)jf(^co  ]  ^&)  -j-  const., 

(4)  "="  /=1 


(3)  = VO')Mro  I  »ffi  +  const- 


Der  Erfolg  ist  ersichtlich  cler;  &55  in  jfe  wa  einander  entsprechenden 
Eelationen  (1)  wwrf  (4)  rechter  Hand  Integrale  steJien,  die  gegenuber  S 
das  gleiche  Verlialten  &eigen. 

-  Zur  Fortsetaung  unserer  Entwicklung  nehnien  wir  nunmelir  fiir  ri 
der  Reihe  naeh  die  A  untersctiedenen  quadratischen  Reste  niy  %,  *  -;  nA 
und  bilden  fur  sie  alle  jedesmal  das  System  der  Integralrelationen  (4); 
die  /I  Reprasentantensysteme  sehreiben  wir  dabei  kurz  R^\  •  -?  JRP, 
wahrend  <J>1?  •  -;  <t>^  die  beztiglichen  Teilersuninien  sein  sollen.  Fiir  jede 
Combination  6?  ct  bez.  ^,  /?  liaben  wir  sonait  /I  Integralrelationen; 
denen  wir  die  zugehorige  Relation  (1)  als  (A  ~j-  l)te  anreihen.  Es  ist 
dann  unser  Ziel,  die  zu  den  Ordnungen  n^  w2,  .  .,  w^  gehorenden  Corre- 
spondeuzen  zur  Basis  ein  fiir  alle  Mai  fest  auszuwahlen,  um  in  ihr  . 
die  Correspondenz  des  beliebigen;  anfanglich  ausgewahlten  Restes  n 
darzustellen. 

Zu  diesem  Ende  seien  <?1?  02?  •  -;  ^  gewisse  A;  noeh  nicht  naher 
bestimmte,  Constante;  wir  wollen  dann  zur  einzelnen  Relation  (1)  die 
A  zugeordneten  Relationen  der  Ordnungen  ni9  •  - ;  m,  bez.  mit  619  •  >,  &% 
multipliciert7  hinzuaddieren.  Linker  Hand  werden  wir  solchergestalt 
die  Ausdrucke  erhalten: 


(5) 
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wahrend  sich  aus  den  rechten'Seitea  der  Eelationen  (1)  und  (4)  als 
Werte  dieser  (A  +  ft)  •  ^y-  Ausdriicke  die  folgenden  ergeben: 


(6) 


const.  + 

/i 

^ 

const,  +         jh(®  wj3) 


h  =  l 


Nunniehr  war  das  wesentlicnste  Kesultat  des  §  6;  dass  die  #«/(«), 
6^00  homogene  lineare  Combinationen  der  ^(w),  --,  ^(«)  mit  Ton 
n  unabhangigen  Coefficienten  sind.  Tragen  wir  daraufbin  in  (6)  die 
imter  (8)  p,  615  gegebenen  Ausdriicke  fiir  aef>  tgA  ein,  so  kommt  er- 
sicbtlich: 


Wenn  man  Mernach  die  Oonstanten  ^1?  -  -,  61  so  bestimmen  kann,  dass 
die  A  Gleicbungen: 


+  ----  h 


erfullt  sind?  so  werden  sicb  die  (A  +  p)  ^r~  Ausdriicke  (6)  durcbweg 

anf  ihre  ersteu  constanten  Glieder  zusammenzielien. 

Die  Zahlen  <?1?  •  -,  ^  sind  nun  dureh  das  Gleichungssystem  (8)  ge- 
rade  eindeutig  bestirnnit,  falls  wir  nnr  die  K  Reste  %?  •  -,  n%  so  aus* 
wahlten,  dass  die  1-gliedrige  Determinante: 

(9)  D  =  j  Tfefe)  1 

einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat.  Nacli  p.  580  hat  eine  der- 
artige  Auswahl  der  ni}  -  -?  w*  keinerlei  Schwierigkeit,  und  wir  finden 
daraufMn  lei  jedem  Eeste  n  fur  die  6  gewisse  I  lineare  Functionen  von 
^l(n)?  ^a(n)>  ••;  ^(n);  wo^  ^e  Coefficienten  dieser  Functionen  von  n 
imdbliangige  rationale  Zahlen  mit  dem  Gen&ralnmner  D  sind,  insofern 
doch  bei  der  fruher  getroffenen  Auswahl  der  j(®  \  a)  die  ipk  durcli- 
gehends  ganze  Zahlen  darstellen.  Piir  die  somit  bestimmten  e?1?  .  .,  (?;0 
die  also  lei  jedem  partiaddren  n  selbst  rationale  Brucfie  mit  dem  Nenner 
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D  vorstellen,  werden  die  Ausdriicke  (5)  mit  Constanten  identisch;  ver- 
steM  man  demgemass  unter  j/(o>)  erne  leliebige  linear e  Combination  aus 

^p1  Integralen  j(a>  \  a);  j(m  |  j8),  5{?  wird  fur  dieses  In- 


tegral  j(co)  wwd  /Br  unsere  rationalen  ZaJilen  <5  die  "Relation  gelten: 

((o)  =  const- 


n  _|_  i)  hier  zur  Geltung  konunenden  Reprasentantensysteme 
warea  Her  zunachst  so  ausgewahlt^   dass  sie  alle  mod.  q  mit  (    ?     j 

congruent  waren.     ladem  wir  aber  jetzt  in  (10)  auf  co   eine  beliebige 
Modulsubstitution  ansiiben,  wird  evident  ;  dass  diese  Relation  aucJi  ftir 


(11)  B  =  m  =  HP  =  -  -  -  =  E^>  =      ?  7    (mod.  2) 

\c^  a/ 

"bestelien  Ueibt,  wobei  (    '  ,  )  irgend  eines  der  g  ^  T"     unterscMedenen  Sche- 
\c  j  w  ^ 


#ter  Stufe  ist. 

Es  bleibt  uns  endlicli  noch  zu  beweisen  tibrig,  dass  die  Relation 
(10)  nnter  der  Bedingung  (11)  aucli  fiir  die  sanitlichen  Integrals  des 
Teilungsjpolygons  giiltig  bleibt;  und  um  diese  Aufgabe  jetzt  leicht  er- 
ledigen  zu  konnen,  batten  wir  seinerzeit  diese  Integrale  j(®  0)  in  der 
charakteristischen  G-estalt  (11)  p.  570,bez.  (18)  p.  571  durcn  Combi- 
nationen  Ton  Integralen  j  (co  |  a),  ^(03  j  /3)  dargestellt.  Unter  Auf- 
nabme  einer  ganzen  Zahl  v  bilden  wir  uns  von  den  Reprasentanten- 
systemen  (11)  aus  die  neuen  Systeme: 


(12)       .  £(«)==  l' 

wobei  zufolge  (11)  offenbar  fiir  jede  ganze  Zanl  v  die  Bedingung 

5=BW  =  .-.==JR0>,  (mod.  g) 
erfullt  ist.     Dann  gilt  nacb  dem  gerade  erhaltenen  Resultate: 


<13)  Jw;)  +  2  { 

fur  jedes  aus  j(&  |  ct),  j(co  \  ft)  combinierte  Integral  j(&).  Indem  wir 
aber  dieses  (y(co)  zweckniassig  waMen,  konnen  wir  das  einzelne  Inte- 
gral j  (o>  |  0)  des  Teilungspolygous  zufolge  der  citierten  Entwicklungen 
in  der  Gestalt: 
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darstellen.  Der  reehten  Seite  dieser  Gleichung  folgend,  nehnie  man 
nunmehr  in  (13)  der  Reihe  nach  v  =  0,  I,  .  .,  q  —  1  und  addiere  alle 
so  entspringenden  q  Relationen  zu  einander.  Das  Resultat  zeigt,  dass 
die  Gleichung  (10)  auch  fur  das  in  Eede  stehende  Integral  j(co  |  0) 
gultig  bleibt.  Mit  den  aus  (8)  eu  berechnenden  rationales,  Zalilen 
&19  ..,  62.  ist  also  unter  der  Vorausset&mig  von  (11)  die  Relation  (10) 
unterschiedslos  fur  jedes  Integral  erster  GaUung  #ter  Stufe  giiltig. 

Dureh  die  'Relationen  (10)  ist  fur  die  nacli  den  allgemeinen  Vor- 
schriften  von  p.  550  u.  f.  zu  leister)  de  Darstellung  der  anfanglich  her- 
ausgegriffenen  Modularcorrespondenz  niQ*  Ordnung  in  der  festgewahlfcen 
Basis  nly  n2j  .  .  .,  n^  der  Grand  gelegt.  Nur  besteht;  wie  wir  schon 
im  Yorigen  Paragraphen  andenteten^  gegen  jenen  allgemeinen  Ansatz 
hier  die  Abweichung,  dass  die  GJiaraJdere  der  Modularcorrespondenis 
niQT  Ordnung  j  namlicli  die  Zalilen  <3l)  ..,  0%,  nicM  ganzzalilig  sind7 
sondern  allgemein  zu  reden  nur  erst  rationale  Briiche  mit  deni  ge- 
meinsanien  Nenner  D  vorstellen.  Aber  wenn  wir  hier  etwa  nach 
Art  yon  p.  545  fL  den  Reductionsprocess  der  Correspondenzen-  Basis 
wl7  .  .,  ni  auf  eine  Minimalbasis  zur  Ausiibung  bringen  wollten?  so 
wiirden  wir  dabei  den  ausschliesslichen  Gebrauch  von  Modularcorre- 
spondenzen  aufgeben  miissen.  Andrerseits  liegt  im  Gebrauch  nicht- 
ganzzahliger  Charaktere  ftir  die  weiterhin  beabsichtigte  Abz'ahlung  der 
Coineidenzen  gar  kein  Hindernis. 

Sollen  wir  die  vorstehenden  Entwicklungen  am  Beispiel  g  =  11 
illustrieren  ,  so  wird  es  sich  wesentlich  um  die  hier  eintretende  spe- 
cielle  Gestalt  des  Gleichungssystems  (8)  drehen.  Indem  2,  =  3  wird, 
nehmen  wir  etwa  %  =  37  n2  =31,  n%  —  5  und  haben  damit  auf 
Grund  der  Tabelle  p.  616  fur  ^,  ^27  (?3  die  Gleichungen: 

5  a2  +  3  <33  =  — 

(14) 

Die  Determinante  dieses  Systems  berechnet  sich  zu  D  =  4,  und  man 
gewinnt  durcli  Auflosung  YOU  (14)  die  nachfolgenden  Werte: 


(15) 


Die  Argumente  n  der  ^1?  ^2j  ^s  h^ben  wir  hier  der  Kiirze  halber 
nicht  mit  aufgeschrieben. 

Klein-Fricke,  Modulfonctionea.   II.  ^0 
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§  10.     Bildnng  einer  Basis  von  Oorrespondenzen  fiir  den  Fall  eines 

Nichtrestes  n  von  q. 

1st  n  quadratiscJier  Nichtrest  von  q?  so  verfahren  wir  Schritt  fiir 
Schritt  genau  so  wie  im  vorigen  Paragraphen.  Es  wird  geniigen, 
wenn  wir  Her  das  Resultat  zusammenfassen:  Man  wahle  irgencl  welche 
It  unterschiedene  Nichtreste  von  q  aus,  namlich  nlf  .  .,*  %,  die  jedoch 
der  Bedingung  geniigen  sollen,  dass  die  fi-gliedrige  Determinante: 

(1)  E  =  \  &(%)  | 

emeu  von  Null  versehiedenen  Wert  hat.  Mit  Hiilfe  dieser  p  Nicht- 
reste bilde  man  die  p  linearen  Gleichungen: 

(2) 

Hier  sind  naturlich  immer  &,  .  .?  &*  die  ^  Entwieklungsfunctioneii 
der  Integrale  gter  Stufe  j(co  |  0),  und  wir  verstehen  unter  n  irgencl 
eine  beliebige  Ordnung,  die  einen  Nichtrest  von  #  darstellt. 

Die  ft  so  eingefuhrten  Zahlen  r1?  , .,  x^  lassen  sich  infolge  der 
Bedingung  E^-0  aus  (2)  eindeutig  berechnen;  und  &war  findet  man 
fiir  die  t  linear e  Jiomogene  Verbindungen  von  %i(n),  -.,  %^(^)  m^ 
numeriscJien,  von  n  unabMngigen,  Coefficienten,  die  rationale  Zahlen  mit 
dem  gemeinsamen  Nenner  E  vorstellen.  Fiir  jeden  Wert  n,  der  Nicht- 
rest von  ^  nnd  naturlich  positiv  ist,  stellen  also  die  -r1?  ,.5  fy  selbst 
rationale  ErucJie  mit  dem  gemeinsamen  Nenner  E  vor;  alles  das  folgert 
man  unmittelbar  aus  'dem  Umstande;  dass  die  zahlentheoretisehen 
Functionen  %(n}  fiir  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  n  selbst  ganz- 
zahlige  Werte  aufweisen. 

Wir  setzen  nun  fiir   das  Reprasentantensysteni  nter  Ordnung  gtor 

Stufe  das  beliebig  auszuwahlende  Schema   (  ?   ,)   und  mogen  (immer 

\  c»  a* 

unter  Benutzung  der  erweiterten  Transformation)  die  4>(w)  Reprasen- 
tanten  EQ,  .  . ,  E&-I  haben.  Die  Systeme  JRW,  R<®,  . . ,  -R£°  fiir  die 
Ordnungen  nl9  ..,  %  s°llen  dann  so  gewahlt  sein;  dass  im  Sinne  des 
vorletzten  Paragraphen  die  Congruenz: 


(3)  R  =  Bf»  =  •  •  •  =  KM  =      '      ,  (mod.  3) 

besteht.    J%r  jedes  Integral  j  (o)  ersfcr  Grattung  cf*1  Stufe  ist  alsdann 
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unter  Gebrauch  der  vorbestimmten  rationalen  BrucJie  r1?  ; . ,  z^  die  Glei- 
chung: 

1  <8T *  <«: •» 

[a?))  =  const. 

undbhangig  von  &  in  Gultigkeit.  In  den  durcn  JRjj1),  . .,  RM  dar- 
gestellten  p  Modularcorrespondenzen  der  Ordnungen  nl}  . .,  n^  haben. 
wir  damit  eine  Basis  gewonnen,  welche  zur  Darstellung  der  Corre- 
spondenzen  aller  tibrigen  Nichtrest-Ordnungen  n  geeignet  erscheint.  — 
Um  Vorstehendes  wieder  speciell  fur  g  =  11  durchzufuhren;  setzen 
wir  etwa  ^  =  6,  n%  =  2.  Man  findet  dann  mit  Hiilfe  der  Tabelle 
p.  616  ohne  weiteres: 

so  dass  Her  im  speciellen  die  Determinante  E  =  1  wird. 

§  11.    Darstellung  aller  Modularcorrespondenzen  #ter  Stufe  vermoge 
der  Primform  in  den  A  bez.  [t,  Correspondenzen  der  Basis. 

Auf  Grund  der  Ergebnisse  der  voraufgehenden  Paragraphen  ist 
jetzt  die  Darstellung  der  Modulareorrespondenzen  im  Sinne  der  p.  550  ff. 
entwickelten  Regeln  sofort  zu  leisten. 

Indem  wieder  erstlich  die  Ordnung  n  qitadratisclier  Rest  YOB  q  sei, 
bilden  wir  uns  gerade  wie  in  (4)  p.  549  fur  diese  Ordnung  n  den 
Primform  quotienten : 

/-t\  Q  /-.  '    [  r\   ._.._ 

^="0" 

Hierbei    sind    CD,  co'    zwei   variabele  Punkte   der  Flaehe  Fq(q^i^   und 

2 

co0?  &Q  sind  specielle  Lagen  dieser  Punkte  o,  o/:  wegen  der  Auswahl 
der  Repr'asentantensysteme  aber  bebalten  wir  hier  und  in  der  Folge 
alle  Bestimmungen  der  beiden  vorigen  Paragraphen  bei.  Die  Modular- 
correspondenz  wter  Ordnung  von  dem  in  (1)  zu  Grunde  geiegten 

Schema  (    '   ,)  konnen  wir  jetzt  durch  die  Gleichung: 

\C«    G/f 

(2)  Q(o>,  CD'  1  CDO,  <)  =  0 

rein  darstellen. 

Um  indessen  imsere  Correspondenz  in  der  frtiheren  Weise  mit 
Htilfe  der  h  Correspondenzen  der  ausgesuchten  Basis  und  einer  hinzu- 
tretenden  algebraischen  Function  darzustellen?  fuhren  wir  nach  Art  der 
Formel  (1)  die  I  speciellen  Primformquotienten  ein: 

40* 


ggg  VI,  4.  Die  Modnlarcorrespondenzen  hoherer  State. 


A 

(3)  a(..  *  I  »..  O 

Dann  ist  es  eine  Folge  der  fur  jedes  Integral  j  der  #ten  Stufe  giiltigec 
Relation  (10)  p.  624,  efoss  die  tfercfe: 

(4)  F(o>,  CD'  |  co0,  o>0')  —  Q^  £2^*  £V»*  •  •  Qi?** 

definierte  Function,  in  AbMngigMt  jedes  iJirer  vier  Argumente  co,  a/, 
<DO?  G>O'  gedeutet,  eine  alge'braiscJie  Modulfunction  vorstellt.  Hierbei 
sind  die  Exponenten  D?  D<51;  .  .  zufolge  des  vorletzten  Paragraphen 
durchgehends  gan&e  Zahlen.  Durcli  Auflosung  der  Gleichung  (4) 
nacli  Q  ergiebt  sicli: 

(5)  a.^^1^^,^.^;^. 

Wir  konnen  demnach  (durch  Nullsetzen  der  rechten  Seite  von  (5)) 
die  vorgelegte  Corresponded  nie*  Ordnung,  nwr  erst  D-facJi  gezahty 
dureh  aigebraisclae  Functionen  und  die  Q19  ..,  QI  darstellen,  sofern 
wir  doch  liier  iiberall  bei  gan00ahligen  Exponenten  der  Q1;  . .,  Q^  blei- 
ben  wollen.  Din  indessen  unter  Beibehaltung  ausschliesslieh.  gan0- 
gahliger  Expoaenten  fiir  die  erste  Potenz  von  Q  eine  Darstellung  zu 
bringen,  werden  wir  etwa  die  zu  Grande  zu  legende  Basis  von  fest 
gewahlten  Correspondenzen  erweitern.  Indem  wir  ^(co  cc),  .  ,,^(o|a) 
ini  Sinne  von  p.  582  als  JfemwaZbasis  gewahlt  denken,  konnen  wir 
eine  endliclie  AnzaH  von;  sagen  wir,  v  Systemen  zu  je  1  quadratiscben 
Eesten  n1?  ..,  ni  derart  bestimmen?  dass  die  zugehorigen  Determi- 
nanten  |^A(WI)  |;  ^  wir  D,  D',  . .,  D(r~1}  nennen  mogen?  lauter  nicht- 
verscbwindende  ganze  ZaMen  oJine  einen  von  I  verscMedenen  gemein- 
samen  Teller  sind.  Lag  bisher  in  Formel  (5)  das  erste  System  nx, 
,.;  ni  der  Basis  [Q1;  .  .,  QJ  zu  Grunde,  so  mogen  wir  dasselbe  nun 
der  Eeihe  nacli  durch  die  iibrigen  (v  —  1)  Systeme  mit  den  Determi- 
nanten  Dr,  .  . ,  D^"^1^  ersetzen.  Voin  Pri  inform  quo  tienten  Q  der  vor- 
gelegten  Correspondenz  nter  Ordnung  werden  wir  dann  der  Reihe  nach 
die  Potenzen: 

(6)  QD,  Q^',  Q^"    •-,  Q^-^ 

darstellen,  und  zwar  immer  in  der  Gestalt  (5)  mit  Hulfe  gaM0#<Mig&r 
Exponenten  D<5t,  D'<5't)  -  • .  Jetzt  giebt  es  nach  den  Elementeii  der 
Zahlentheorie  ein  System  von  v  ganzen  Zahlen  t,  tf,  .  .,  t(v~~ :\  welche 
der  Bedingung: 

ID  +  t'D'  -\ h  ^V-1)D<V-1)  —  1 

geniigen.  Wenn  man  daraufhin  die  auf  die  Potenzen  (6)  von  Q  fiili- 
renden  Formeln  (5)7  bez.  i5-inal;  £'-inal?  . .  genommen;  rait  einander 
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multipliciert,  so  wird  offeiibar  am  Schlusse  Q.  selbst  vermittclst  ausschliess- 
licli  ganggahliger  Exponenten  durch  geivisse  Iv  specielle  Primform- 
quotienten  Q1?  .  .?  Q^,  Q/,  ..  und  iibrigens  eine  algebraische  Function 
darstellbar  sein, 

Nicht  anders  verfahren  wir  im  Falle  eines  qiiadratisclien  NicM- 
restes  n.  Wir  bilden  uns  hier  wieder  die  Primforniquotienten  (1)  und  (3)7 
nennen  dieselben  jedoch  zur  bessern  Unterscheidung  nun  H(to;G/  C30>GV); 
1-^(0,  &  |  CDO?  o>0'),  •  •.  Dabei  soil  H  zu  der  beliebig  yorgelegten  Nicht- 
rest-Ordnung  n  geli*6reii?  H1?  ..;  H^  jedoch  zu  den  speciellen  Ord- 
nungen  nl}  ,.?  n^  der  ausgewahlten  Basis.  Unter  Aufnahine  der  Be- 
zeichnungen  des  vorigen  Paragraphen  haben  wir  alsdann  in 

(7)  F(0;  CD'  i  o>0,  <)  =  H^  H^  Hs^  -  -  •  H/V 

eine  von  vier  Punbten  der  Plache  abhangende  algebraische  Punction? 
worauf  wir  nun  wieder  unigekehrt  fur  den  unsere  Correspondenz  dar- 
stellenden  Ausdruck  H  in  F  und  H13  .  .,  H^  die  Gestalt: 


gewinnen.  —  Auf  eine  (iibrigens  genau  wie  soeben  bei  den  Resten  n 
zu  vollzieliende)  Erweiterung  der  Basis  behufs  Darstellung  der  ersten 
Potenz  von  H  gehen  wir  hier  nicht  mehr  ein,  wie  wir  denn  auch  weiter- 
liin  stets  an  die  Formeln  (5)  und  (8)  anknupfen  werden. 

Zum  Schluss  mogen  die  Formeln  (5)  und  (8)  fur  den  Fall  g=ll 
hier  fertig  hergesetzt  werden  ;  was  nach  den  beziiglichen  Ergebnissen 
der  beiden  vorangehenden  Paragraphen  unmittelbar  geschehen  kann. 
Man  findet  im  Falle  eines  Bestes  n: 

Ft   1  (03  .  W     \   CQn,  CO/) 
/f\\  f*A  /  '     I  f\  -f-1  ^      '  I        0^        O  / 

(9)  Q4(«,  01   |  «DO,  o>0 


O,    0  }         w 

i^i  *£%  *£% 

und  fiir  einen  Nichtrest  n: 


/im  u,  ,  , 

(10)  H  (ID,  ID    1  W 


0, 


wobei  wir  die  beiden  in  Betracht  komnienden  algebraischen  Functio- 
nen  F  noch  durch  untere  Indices  +  1  ausdrticklich  als  verschieden 
charakterisierten.  Auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (9)  wolle  man 
an  Stelle  von  4(?17  4<?2,  4<?8  die  expliciten  Werte  dieser  Ausdrucke 
durch  ^t(n),  ^2W;  ^s(M)  gesetzt  denken,  wie  sie  in  den  Formeln 
(15)  p.  625  gegeben  sind.  — 

Wie  in  der  allgemeinen  Correspondenztheorie,  so  werden  auch 
hier  die  Formeln  (5)  und  (8)  naturlich  ihre  wesentliche  Bedeutung 
verlieren,  falls  n  eine  der  speciellen  Zahlen  %7  ..,  n%  bez.  n19  ..?  n^ 
wird.  Hier  namlich  wird,  falls  z.R.n  —  %  sein  sollte,  das  Gleichungs- 
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system  (8)  p.  623  die  Losungen  ^  =  —  1,  <72  =  <%  =  •  •  -  or*  =  0  lie- 
fern;  damit  zieht  sich  die  Gleiehung  (5)  auf  die  Gestalt  Q  =  Qx  zu- 
sanimen.  Diese  Gleiehung  ist  aber  als  eine  Identitat  anzusehen,  in- 
sofern  die  ursprtinglichen  Definition  en  von  Q  und  Qt  durch  die 
Primform  (Fonneln  (1)  und  (3))  einfacli  identiscli  sind. 

§  12.  *  AbzShltmg  der  Colncidenzen  "foei  den  Modular- 
correspondenzen  q***  Stufe. 

Die  hauptsachliche  Anwendung  der  Formeln  des  vorigen  Para- 
graphen  soil  nun  darin  bestehen,  dass  wir  aus  ihnen  die  Cointidengen- 
anzalilen  vi(n)  der  Modularcorrespondenzen  bestinimen  wollen.  Der 
untere  Index  i  bei  Vi(n)  soil  sieh  auf  das  Sctema  beziehen,  welches 

ausgew&hlt  wurdej  i  hat  also  das  Intervall  1,  2,  •••,  g  q  ~      zn  durch- 

laufen.  Unsere  vorgelegte  Aufgabe  ist  ubrigens  direct  durch  Speciali- 
sation der  allgemeinen  Uberlegung  von  p.  550  ff.  ftir  die  hier  vor- 
liegenden  Verhaltnisse  zu  leisten;  und  der  endgiiltige  Ausdrucfc,  deu 
wir  fur  Vi(n)  ableiten  wollen ,  wird  sich  unter  die  allgemeine  Hur- 
witz'sche  Correspondenzformel  (8)  p.  554  subsumieren. 

Wenn  wir  in  den  Pormeln  (1),  (3),  (4)  etc.  des  vorigen  Para- 
graphen  <$'  mit  o  identisch  setzen,  so  ist  immer  auf  den  Ausnahine- 
fall  achtzugeben,  dass  ein  einzelner?  gerade  vorliegender  Ausdruck  nach 
der  Substitution  <&'  =  co  vielleicht  identisch  verschwindet.  Dies  tritt 
fur  die  in  Betracht  komnienden  Primformproducte  aber  nur  dann  ein; 
.  wenn  die  Ordnimg  n  ein  reines  Quadrat  ist,  imd  wenn  %u  gleicher  Zeit 

das  Schema  \*n>     ,- )    vorliegt;  hier  liefert  in  der  That  die  mit  zur 
\    0,  yn/ 

Geltung  kommende  Transformation  erster  Ordnung  immer  einen  und 
nur  einen  Factor  P(co'?  <o). 

Bei  dieser  Sachlage  ist  es  zwar  nicht  unbedingt  notwendig,  aber 
es  bringt  doch  eine  wesentliche  Erleichterung  der  tJberlegung  mit  sich? 
wenn  wir  unter  die  /I  quadratischen  Eeste  nly  .  . .;  m  unserer  Basis 
ein  reines  Quadrat  nicM  aufgenommen  denken.  Die  Substitution  w'  ==  03 
liefert  dann  von  clem  fur  das  ete  Glied  der  Basis  gebildeten  Primform- 
quotienten  Qe(o>,  &'  \  (»0;  co0')  aus  eine  nicht  identisch  verschwindende 
Function  von  c??  welche  sich  natiirlich  bei  Beschreibung  von  Perioden- 

wegen  aaf  der   Fl'ache  Fq(^^^  um  Esponentialfactoren   andert.     Pur 

_ 

diese  Function  ergiebt  sich  als  Anzahl  einfacher  Nullpunkte  auf  der 
Flaehe,  vermindert  um  die  Anzahl  einfacher  Unstetigkeitspunkte;  der 
Betrag: 
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Insofern  wir  ja  hier  in  der  That  mit  einer  <J>-0-deutigen  Correspon- 
denz  zu  thun  haben,  —  Diese  zuvorderst  far  die  quadratischen  Eeste 
n  gedachte  Uberlegung  wird  man  auf  die  Nichtreste  ohne  weiteres 
iibertragen-  hier  tritt  tibrigens  der  Annahmefall  eines  nach  der  Sub- 
stitution o'  =  co  identisch  versehwindenden  Primfactors  gar  nicht  auf. 
Sei  jetzt  erstlich  n  gfuadratischer  Rest  und  liege,  sofern  n  ein 

reines  Quadrat  1st,  doch  das  Schema  \J    '     /-j  nicht  vor.    Dann  lieferfc 

die  in  (4)  §  11  gebildete  Function  F  nach  der  Substitution  G/=C& 
eine  eindeutige  Moduifunction  <fer  Stufe  von  CD,  und  fiir  diese  ist  die 
Anzahl  der  Nullpunkte  auf  der  Flache  gleieh  derjenigen  der  Unstetig- 
keitspunkte.  Dieses  letztere  Resultat  kleidet  sich.  bei  der  Gestalt  der 
rechten  Seite  der  Formel  (4)  p.  628  in  die  Pormel: 


0=1 
Hat  man  aber  zweitens  mit   deni  Ausnahmefalle  eines  rein  gim- 

dratischen  n  leim  Schema   \     2  -/-)  zu  thun,   so  beziehe  man  v(n) 

\    u,  yn/ 

auf  diejenige  (<J>  —  l)-deutige  Correspondenz,  welche  naeh  Ausschal- 
tung  der  Transformation  erster  Ordnung  ubrig  bleibt.  Im  Ausdruck 
(1)  §  11  nehme  man  jetzt  den  betreffenden  Factor  des  Zahler,  P(GJ',  w")9 
heraus;  der  nach  der  Substitution  a/  =  03  -j-  da*  mit  dem  Differential 
dffi  identisch  wird.  Dagegen  darf  man  im  Nenner  die  beiden  auf  die 
erste  Ordnung  bezuglichen  Primfactoren  beibehalten,  da  diese  in  der 
That  nicht  identisch  versehwinden.  Fur  den  solchergestalt  vorgerich- 
teten  Ausdruck  wird  dann  auf  der  Flache: 

der  tJbersehuss  der  Anzahl  einfacher  Nnllpunkte  iiber  diejenige  ein- 
facher Unstetigkeitspunkte  sein.  Man  wolle  bei  der  BerechnuDg  des 
Betrages  (2)  fcur  beachten?  dass  jetzt  die  in  den  Punkten  c  der  Flache 
festliegenden  Unstetigkeitspunkte  der  beiden  auf  die  Ordnung  1  be- 
zuglichen Primfactoren  des  Nenners  nicht  niehr  durch  entsprechende 
Unstetigkeiten  des  Zahlers  compensiert  werden;  von  diesem  Umstande 
riihrt  das  dritte  Glied  im  Ausdruck  (2)  her.  Auf  der  anderen  Seite 
bemerke  man,  dass  die  Function  F(co,  eo'  |  o0;  CDO')  nach  Substitution 
co'  =  co  -f-  da>  und  Division  mit  d^D  eine  (im  allgemeinen  von  Null 
und  oo  verschiedene)  algebraische  Modulform  2ter  Stufe  liefert,  fur  welche 
nach  dem  Wertigkeitssatze  (p.  363)  die  Differenz  der  Anzahl  einfacher 
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Null-  und  Unstetigkeitspnnkte  auf  der  Fl*ache  ^D$(<f—  )  ist,  da 
wir  namlicli  mit  der  Dimension  —  2  D  in  den  ml  ,  co2  zu  thun  haben. 
Indem  wir  also  zusammenfassen,  haben  wir  ira  vorliegenden  Ausnahnie- 
falle  die  Relation: 

(3)  2>K») 

Unter  Benutzung  der  Formel  fiir  das  Geschlecht  p  der  Hauptcongru- 
enzgrnppe  qiel  Stufe  (cf.  Formel  (6)  p.  564)  schreibt  sicli  iibrigens 
die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  in  die  noch  etwas  einfachere 
Gestalt  D-(2p  —  2)  um. 

Die  Formeln  (1)  und  (3)  lassen  sich  durch  D  heben,  und  wir 
wollen  sie  iibrigens  durch  Aufnahme  des  schon  liaufig  gebrauchten 
Symbols  sn  in  einen  einzigen  Ansdruck  zusammenziehen.  Dabei  soil 

sn  =  1  sein7  falls  das  Schema  (j     ;  _-     und  ein  rein    quadratisches 


n  vorliegt;  in  alien  iibrigen  Fallen  sei  sn  —  0.  Man  Imt  alsdann  im 
Falle  ernes  guadratisclien  Eestes  n  fur  die  leim  iieu  Schema  eintretendc 
Qoincidcnzenangahl  vt(n)  den  Ausdruck: 

(4)       v.(n} 

Fur  die  NicMreste  n  geben  wir  die  Rechnung  nicht  noch  einmal 
ausfiihrlichj  es  gentigt  Her  vielmehr  die  Angabe  des  Resultates: 


(5)  V4(W)  =  2  *(n)  - 

</=! 

welches  sich  in  der  That  dern  Ergebnisse  (4)  aufs  unmittelbarste  an- 
schliesst. 

Zwecks  weiterer  Entwicklung  der  Formeln  (4)7  (5)  bemerke  man 
erstlich;  dass  sich  die  ^(ri),  .  .  .?  ^(n)  als  homogene  liueare  Func- 
tionen  von  ^x^);  .  -  •>  ^;.(M)  m^  vori  ^  unabhangigen  Coefficienten 
aus  (8)  p.  623  bestimmten;  zudem  waren  die  numerischen  Werte  dieser 
letzteren  Coefficienten  rationale  Bruche  mit  dem  gemeinsamen  Nenner  D. 
Diese  Ausdriicke  fiir  die  6e(ri)  substibuiere  man  nun  in  (4)?  wodurch 
cliese  Gleichung  offenbar  die  neue  Gestalt  annimmt: 

(6)  v,(n)  =  24>(n)  +  s^^n)  H  -----  h  sa1>i(n)  +  (2j>-  2}en. 
Dabei  sind  die  1  beim  ^ten  Schema  auftretenden  Coefficienten  Su,  .  .  ., 
se-2;  wie  man  sieht;  rationale  Briiche?   deren  Generalnenner   hochstens 
gleich  D  ist.     In  ganz    entsprechender  Weise   gewinnen  wir  von  (5) 
aus  fiir  die  Nichtreste  n  die  Formel: 
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(7)         Vi(n)  =  2<D(n) 

und  hier  sind  die  Coefficienten  t  wieder  rationale  Bruche,  deren  General- 

nenner  gleich  E  oder  gleich  einem  Teiler  dieser  ganzen  Zahl  ist. 

Auf  Grand  friiherer  Resultate  konnen  wir  nun  iiber  die  hier  auf- 
getretenen  Coefficienten  $9  t  mehr  aussagen,  als  aus  der  zunachst  vor- 
aufgehenden  Uberlegung  hervorgeht.  Sie  sind  erstlich  lei  gegebenen  % 
und  i  eindeutig  lestimmt.  Es  gilt  namlieh  z.  B.  die  Formel  (6)  fiir  alle 
quadratischen  Reste  n  >  0,  und  zwar,  wie  man  sich  leicbt  iiberzeugt, 
unter  Einschluss  der  1  Reste  ni9  ...,n%,  welche  wir  der  Basis  zu 
Grunde  legten.  Sollten  wir  nun  gleichfalls  fiir  alle  Reste  n  neben  (6) 
aucli  noch  die  Gleichung: 

Vi(n)  =  2<S>(n)  +  s/i^Cn)  H  -----  1-  snfa(n)  +  (2jp  —  2)  sn 

fiir  das  iie  Scbema  haben  niit  einem  Coefftcientensystem  Si\9..9  welches 
nicht  durchweg  mit  dernjenigen  der  Gleichung  (6)  "  ubereinstimmt,  so 
wiirde  die  fur  alle  Reste  n  bestehende  Gleichung: 


offenbar  eine  lineare  Abhangigkeit  zwischen  den  A,  Integralen  je(co  \  a) 
im  Gefolge  haben.  —  In  derselben  Weise  zeigt  man  die  eindeutige 
Bestimmtheit  der  Coefficienten  t,-g. 

Bei  dieser  Sachlage  werden  wir  zu  genau  denselben  Coefficienten 
sie}  t^  gelangen,  wenn  wir  an  Stelle  der  in  §§  9,  10  ausgesuchten 
Basen  von  irgend  welchen  anderen  ausgingen,  die  sich  vielleicht  auf 
die  Reste  w/,  .  .  .  ,  n{  und  die  Nichtreste  n^9  .  .  .  ,  n^  beziehen.  Mogen 
dabei  die  Deter  minanten  D,  E  der  bisherigen  Entwicklung  durch  JO' 
und  E'  ersetzt  erscheinen,  so  werden  die  Nenner  der  rationalen  Brliche 
Si«  tmd  tiff  offenbar  auch  Teiler  von  D'  und  E'  sein.  Nun  konnten 
wir  aber  z.  B.  die  Integrale  je(co  j  a)  so  gewahlt  denken,  dass  eine 
begrenzte  Anzahl  solcher  Determinanten  D,  D',  .  .  .,  IX"-1)  angebbar 
war;  welche  einen  alien  gemeinsamen  Teiler  >  1  nicht  mehr  aufweisen 
(cf.  p.  582).  Halten  wir  an  der  damit  gemeinten  Auswahl  der  j(co  |  a), 
sowie  dann  auch  der  j(o  |  (S)9  fest,  so  kornnit,  wenn  wir  alles  zusammen- 
fassen  sollen?  das  Resultat:  Die  Coincidengenanmlilen  v{(ri)  der  Modular- 
corresponden&en  ^ter  Stufe  gestatten  fiir  die  quadratischen  Reste  n  die 
Darstellung: 

(8)  o/4(n)  =  20(n)  +  sa*i(»)  H  -----  h  «a^(«)  +  (2jp  —  2)6,,  , 
sowie  andrerseits  fur  die  quadratischen  Nichtreste: 

(9)  Vi(n)  =  20(n)  +  *"Xi  W  H  -----  ^  ^fe(w)5 

dabei  sind  die  s  und  t  ganze  Zalilen,   die  von  q  und  i   eindeutig  db- 
Mngen,  aber  von  n  unabhangig  sind. 
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Man  sieht,  wie  sick  die  G-leichungen  (8)  und  (9)  unter  die  allge- 
melne  Hurwitz'sehe  Correspondenzformel  (8)  p.  554  subsumieren;  dabei 
spielen  nun  insbesondere  die  ganzen  Zahlen  ^(w),  ••  -;  ^u(X)  bez.  die 
%i(ri),  . . . ,  %p(ri)  die  Eolle  der  CkaraJctere  der  Modularcorrespondenz 
^ter  Ordnung,  die  wir  in  der  citierten  allgemeinen  Formel  durch  «1; 
%27  . .  .?  %t  bezeiclinet  tatten. 


Die  nunaerischen  Werte  der  ganzen  Zahlen  s}  t  konnte  man  auf 
deni  Wege  der  bisherigen  Entwicklung?  namlich  von  den  Correspon- 
denzen  der  speciell  gewahlten  Ordnungen  nly  . .  .,ni  bez.  n19  ,  .  .9n^, 
aus?  bestimmen  wollen.  Solches  wtirde  aber  eine  explicite  Betrach- 
tung  jener  speciellen  Correspondenzen  notig  maclien.  Wir  zielien  dem- 
nach  vor?  die  explicite  Bestimmung  der  ganzen  Zahlen  s,  t  hier  un- 
erledigt  zu  lassen;  indem  wir  namlich  ini  nachsten  Kapitel  ein  indirectes 
Verfahren  zur  Bestimniung  der  s9  t  kennen  lernen  werden.  Dasselbe 
soil  insbesondere  ani  Specialfall  q  ==  11  durchgefuhrt  werden;  der  auch 
bisher  immer  schon  zur  Erlauterung  der  allgemeinen  Uberlegungen 
diente. 


Fflnftes  Kapitel. 

Die  Classenzaldrelationeu  einer  beliebigen  Primzalilstufe, 
mit  besonderen  AusfUirungen  far  q  =  7  und  11. 

Als  interessanteste  Anwendung  der  Theorie  der  Modulareorre- 
spondenzen  geben  wir  Her  die  Ableltung  der  Classenzahlrelationen 
hoherer  Stufe,  denen  das  vorliegende  fttnfte  Kapitel  gewidmet  1st. 
Was  die  Geschiclite  dieser  Relationen  angeht,  so  liaben  wir  uns  ein- 
fach  auf  die  Angaben  zu  beziehen,  welche  in  dieseni  Betracht  oben 
(p.  202  u.  £)  gemaclit  wurden.  Wir  bemerkten  dort  insbesondere,  dass 
die  arifhmetisclie  Bestimmung  der  Coincidenzenanzahl  v(n)  yon  Hrn. 
Gierster  bereits  ira  Palle  einer  beliebigen  Primzahlstufe  q  geleisfcet 
war.  Aber  die  functionentheoretisclie  Abzahlung  war  Hrn.  Gierster 
endgtiltig  nur  erst  in  jenen  Fallen  gelungen?  wo  eine  Correspondenz 
auf  einer  Flache  des  Gesclileclites  p  =  0,  d.  i.  eine  M.odiLl&TgleicIiung 
vorlag.  In  den"  Fallen  p  >  0  konimen  eben  jene  arithmetisclien  Punc- 
tionen  ii>e(n),  %ff(n)  ins  Spiel,  yon  denen  Hr.  Gierster  nur  erst  zwei 
Einzelbeispiele  (ef.  p.  204)  auf  inductivem  Wege  hatte  gewinnen 
konnen.  Hier  war  es  gerade  die  Theorie  der  Integrale  erster  Gattung, 
durch  welche  Hr.  Hurwitz  die  wahre  Quelle  und  die  allgenieine 
Definitionsweise  jener  Punctionen  aufdeckte,  walirend  er  andrerseits 
durch  seine  Oorrespondenztheorie  den  naturlichen  Gedankengang  auf- 
wies;  Kraft  dessen  die  fye(n),  %g(^}  als  notwendige  Glieder  in  die 
Classenzahlrelationen  eingehen  nmssen. 

Man  wird  sagen  dtirfen^  dass  die  Theorie  der  Classenzahlrelationen 
in  Richtung  des  ursprtingliehen,  von  Kronecker  gegebenen  Ansatzes 
durch  die  Entwicklungen  yon  Hrn.  Hurwitz  im  wesentlichen  zum 
Abschluss  gebracht  ist.  Kronecker?s  Art?  aus  den  Jacobi?schen  Mo- 
dulargieichungen  Classenzahlrelationen  abzuleiten^  erschien  ja  der  Ver- 
allgemeinerung  auf  Modulargleichungen  hoherer  Stufen  und  auf  Mo- 
dularcorrespondenzen  ohne  weiteres  fahig.  Indem  aber  Hr.  Hurwitz 
die  Mittel  gab,  alle  Modularcorrespondenzen;  welche  bei  der  Haupt- 
congruenzgruppe  irgend  einer  Stufe  auftreten,  systematisch  zu  be- 
handeln?  lasst  sich  die  Transformationstheorie  als  Quelle  yon  Classen- 
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zahlrelationen  auch  vollig  erschopfen.  Insbesondere  werden  z.  B.  bei 
den  Stufen  g  =  7,  11,  13,  wo  noch  Hauptmoduln  existieren,  alle  ver- 
naoge  der  letzteren  gewonnenen  Gierster'schen  Relationen  (cf.  p.  203) 
durch  lineare  Combination  jener  Classenzahlrelationen  herstellbar  sein, 
welche  man  Yon  den  Correspondenzen  der  beziiglichen  Hauptcongruenz- 
gruppen  aus  gewinnen  kann.  Denn  indem  wir  die  durch  eine  einzelne 
solche  Modulargleichung  gegebene  Punktcorrespondenz  gleich  auf  der 
Flache  der  zugehorigen  Hauptcongruenzgruppe  interpretieren,  liaben 
wir  ersichtlich  das  Aggregat  einer  Reihe  zugehoriger  Modularcorre- 
spondenzen,  wenn  wir  an  der  Forniulierung  der  letzteren  genau  ini 
Sinne  des  vorigen  Kapitels  festhalteri  sollen. 

Diese  allgemeinen  Bemerkungen  beziehen  sicli  naturlich  auf  die 
Gesamtheit  aller  Stufen,  und  also  aucli  auf  die  zusainmengesetzten ; 
aber  wir  miissen  bei  den  folgenden  Ausfiihrungen  durchaus  die  durch 
die  voraufgehentien  Kapitel  gegebene  Beschrankung  auf  Primzahl- 
stufen  g  innehalten.  Uberdies  setzt  die  endgiiltige  Aufstellung  der 
Classenzalilrelationen  zumal  voraus,  dass  wir  fur  die  Functionen  $(ri), 
l(n}  auch  eine  unmittelbar  zugangliche  arifhmetische  Definition  besitzen; 
und  solches  haben  wir  erschopfend  nur  bei  gt  =  7  und  q  =  11  leisten 
konnen.  Die  Bestinimung  der  am  Schluss  des  vorigen  Kapitels  mit 
sie  und  tig  bezeichneten  ganzen  Zahlen  werden  wir  somit;  wie  schon 
damals  in  Aussicht  genomnien,  nur  bei  q  =  11  durchfiiliren. 

Wir  wollen  vorab  gleich  angeben?  dass  die  arithmetische  Bestim- 
niung  der  Coincidenzenanzahl  v(w);  welches  die  wesentliche  Aufgabe 
des  vorliegenden  Kapitels  1st,  sich  ini  allgemeinen  Falle  q_  Schritt  fur 
Schritt  in  derselben  Art  erledigen  lasst,  wie  im  Falle  q  =  5,  den  wir 
bereits  friiher  (p.  205  ff.)  behandelten. 

Endlich  sei  noch  ausdriicklich  bemerkt,  dass  die  Theorie  der 
Classenzahlrelationen  fur  uns  nur  als  eine  ;;Anwendung"  der  Modular- 
correspondenzen  in  Betracht  konimt.  Wir  konnen  demnach  die  in  Rede 
stehende  Theorie  in  keiner  Weise  erschopfend  behandeln  und  miissen 
insbesondere  jene  rein  arithmetischen  Beweismethoden  einzelner  niede- 
rer  Classenzahlrelationen  unbesprochen  lassen,  welche  von  Liouville*) 
und  andrerseits  von  Kronecker**)  herruhren.  Nur  sei  noch  betont; 
dass  die  Entwicklungen  des  Textes  in.  ihrer  Richtung  viel  weitertragend 
sind  als  zumal  der  eben  erwahnte  Ansatz  Kronecker's,  welch7  letzterer 

*)  VergL  Liouville's  Journal,  ser.  II,  Bd.  12  p.  98,  Bd.  13  p.  1  ff.,  Bd.  H 
p.  2,  7,  8,  262,  sowie  die  allgemeineren  Auseinandersetzungen  in  Bd.  3  bis  8 
ebenda,  insbesondere  die  Bemerkungen  in  Bd.  7,  p.  44. 

**)  Siehe  die  schon  p.  203  genannte  Abhandlung  f,Uber  bilineare  Formen  mit 
viey  Variabden"  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  von  1884. 


VI,  5.  Die  Classenzalilrelationen  hoherer  Strife.  637 

in  der  That  a.  a.  0.  die  Theorie   der  Classenzalilrelationen.  auf  solche 
Stufenzahlen  eingeschr'ankt  wissen  will,  welche  Potenzen  von  2  slnd.  — 


§  1.     VorTbereitende  Satze  fiir  die  aritkmetiselie  Bestimmung  der 
Coincidenzenanzahlen  Vi(ri). 

Fiir  die  Modularcorrespondenz  nter  Ordnung  gter  Stufe  voni  iien 
Schema  sollte  Vi(n)  die  Anzahl  der  Coincidenzen  sein.  Wir  konnen 
diesen  Betrag  vl(n)  als  Gesamtzahl  einfacher  Nullpunkte  von 

(1)  ft  (CD)  = 

auf  der  Flache  J?J-2(^_D  definieren;  doch  haben  wir  dabei  nur  jene 
Nullpunkte  zu  zahlen,  welche  durch  Coineidenz  der  beiden  Argumente 
irn  einzelnen  Primf actor  (1)  entstehen,  wahrend  die  in  den  Punkten 
c  der  Flache  ein  fiir  alle  Mai  festliegenden  Nullpunkte  der  einzelnen 
Primform  (1)  ausser  Betracht  bleiben.  In  (1)  bedeutet  natiirlich  R^ 
R^,  .  . .,  ein  Keprasentantensjstem  vom  ^  Schema: 

(2)  ^>(<D)EEE(%  J)     (mod.  2), 

\  C%  J         Vt/j' 

welches  wieder  fiir  erweiterte  Transformation  zu  bilden  ist.  Nur  soli, 
wie  wir  schon  festsetzten,  bei  einem  rein  quadratischen  n  im  Falle  des 

Sehemas  (       '     /— ]    der   eine,   Transformation    erster   Ordnung   dar- 
\    0,  yn/ 

stellende,  Reprasentant  ausgeschlossen  bleiben;  wir  deuteten  dies  in 
(1)  durch  einen  oberen  Index  am  Productzeichen  an. 

Soil  nun  im  Polygon  bei  co  =  o>0  ein  fur  uns  in  Betraeht  koni- 
mender  Nullpunkt  von  ft(o)  liegen,  so  wird  wenigstens  fiir  einen  Prim- 
factor  von  (1)  ?  etwa  fiir  den  (&  +  I)*611,  das  erste  Argument  GJ  mit 
dem  zweiten  Rj^(co)  bei  c?  =  o?0  relativ  Equivalent  sein  mussen. 
Indeni  V  eine  mod.  q  mit  1  congruente  Modulsubstitution  vorstellen 
soil,  werden  wir  hierrnit  die  Gleichung  haben: 

(3)  7(o>0)  =  B*w  (o»0) ,     V  =  1  (mod.  q) . 

Irn  Anschluss  daran  wollen  wir  die  Bezeichnungsweise  einfiihren: 

(4)  V~~llt^((a)  =  -R(t»)  =  ~C°'j~.rf? 
worauf  wir  fiir  unseren  Punkt  oj0  die  Gleiehung: 

mit  der  Nebenbedingung: 
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gewinnen. 

Ehe  wir  den  hierniit  gewonnenen  Ansatz  weiter  discutieren,  sei 
sogleich  festgestellt,  in  welcher  Ordnung  der  fragliche  Factor  von 
Ji(co)  bei  co  =  o0  auf  dem  Polygon  verschwindei  Nach  den  friiheren 
Satzen.  tiber  das  Verschwinden  der  Primforrn  haben  wir  zu  diesem 
Ende  ftir  jeden  einzelnen  Nullpunkt  eine  Function  0(0)  zu  benutzen, 
welche  die  auf  dem  Polygon  oder  auch  auf  der  geschlossenen  Flache 
genonimene  Umgebung  Ton  co0  auf  einen  einfach  bedeckten  Bereich  der 
£-Ebene  abbildet.  Jener  Primfactor  verschwindet  dann  bei  co  ==  co0 
gerade  so  wie: 

(7)  0(0)  —  »(V-lBk®(a*j)     oder  wie  *(a>)  —  0(B(o))), 

wenn  wir  die  irf  (4)  eingefuhrte  Bezeicnnung  brauehen  sollen,  Wir 
haben  nun  etwa  zu  setzen: 

2rti    -{-3(a  —  /? 

(8)  *(&)  ===  e~z~  *  ~^£0  +  ce     resp.  0(<x>)  =  ID, 

je  nacbclem  CDO  eine  rationale  Spitze  CD  =  -  des  Polygons  ist  oder  aber 

ein  Punkt  im  j,Innern"  desselben.  Ffir  den  letzteren  Fall  insbesondere 
haben  wir  nach  eleinentarer  Rechnung: 

o>  -  B(«>)  =  (o  -  o0)  [1  -  B'(o,0)]  -  (-^|^  U"(«0)  +  '  '  ' 

und  beweisen  ftbrigens  leicht;  dass  J?r(o)  fur  co  =  co0  nicht  gleieh  1 
sein  kann.  Man  hat  also  das  Resultat:  Liegt  der  Punfct  C70  im  },Innern" 
des  Polygons,  so  verschivindet  der  in  Rede  steliende  Primfactor  dortseTbst 

schlechtweg  in  erster  Ordnung;  ist  co0  die  Spifae  GJO  =  ~?  so  liegtt,  auf 
dem  Polygon  gemessen,  ein  Nullpwikt  der  gleichen  Ordnung  vor,  wie  bei: 


(9)  e    5      —  yw+a  -  e   q      —  yJB(w)4-a^ 

Man  betrachte  nun  zunachst  allein  die  im  ;?Innern"  des  Polygons 
gelegenen  Nullpunkte  o0.  Wir  wiesen  dem  bei  co0  gelegenen  (ein- 
fachen)  Nullpunkte  von  P(GJ;  JB^(co))  den  der  Bedingung  (6)  genugen- 
den  Ansatz  (5)  zu;  wir  werden  jetzt  genauer  sagen  konnen,  dass  dieser 
Ansatz  jenem  Nullpunkte  von  P(o>;  -Bfc(oO)  auch  eindeutig  zugeordnet 
isty  d.  h.  dass  wir  nicht  noch  einen  meiten  Ansatz  gleiclier  Art  haben, 
dem  wieder  elen  jener  Nullpunkt  zugehort.  Letzteres  ware  in  der  That 
nur  dann  moglich,  wenn  wir  neben  T  noch  eine  zweite  mod.  q  mit 
1  eongruente  Substitution  V  hatten,  welche,  an  Stelle  von  V  in  (3) 
eingesetzt,  dieser  Gleichung  ebenfalls  gentigt.  Dann  aber  ware: 
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so  dass  c»0  Fixpunkt  der  mod.  q  mit  1  congruenten  Substitution  V"~~1V 
ware.  Elliptische  Substitutionen  sind  aber  niemals  mod.  q  rait  1  con- 
gruent, und  also  liat  man,  wie  behauptet  Vr  =  V. 

Mag  nun  unigekehrt  fiir  irgend  ein  Quadrupel   ganzer  Zahlen  a, 
1),  c,  d  der  Determinante  n  der  Ansatz: 


mit  einem  Punkte  co0  im  ?,Innern"  des  Polygons  bestehen,  so  wird 
demselben  ein  einfacher  Nullpunkt  yon  A(co)  entsprechen.  Denn  wir 
haben  liier  mit  einer  Transformation  ^ter  Ordnung  vom  iieu  Schema 
zu  thun.,  und  zu.  dieser  gehort  einer  unserer  Reprasentanten  U&W.  Man 
wird  alsdann  mit  Hiilfe  einer  Substitution  "F  =  1  (mod.  q)  die  frag- 
liclie  Transformation  (a,  b,  c,  d}  in  der  Grestalt  YE^  darstellen 
konnen^  womit  der  voile  Anschluss  an  die  Fornieln  (3)  u.  £  gewonnen 
ist.  Als  erstes  Eesultat  haben  wir  demnach:  Die  GesamtzaM  einfacJier 
im  ,,Innern"  des  Polygons  gelegener  NullpunJde  wn  &(o>)  ist  gleicli  der 
An$dhl  aller  unterschiedenen  Ansat&e  (10)  fur  Punkte  o>0  des  Polygon- 
innern. 

Irgend   welcher  Abzug  ist   tier  iibrigens  aucn  im  Ausnahmefalle 

eines  rein  quadratisehen   n   beim    Schema   [  Vn>>      .__)  niclit  niehr  an- 
^  \    0,  YnJ 


zubringen.  Die  im  letzteren  Falle  in  Betracht  komrnende  Transfor- 
mation erster  Ordnung  kann  namlich  keine  im  ??Innern"  gelegene 
Nullpunkte  co0  liefern,  da  sie  doch  eine  mod.  q  mit  1  congruente 
Modulsubstitution  vorstellt. 

Wie  wir  nun  alle  Ansatze  (10)  von  den  ganzzahligen  quadra- 
tisehen Formen  (P,  Q,  U)  aus  erhalten  konnen?  sahen  wir  £iir  q  =  1 
und  q  —  5  bereits  ausfiihrlieh  im  vierten  Abschnitt;  wir  warden  jetzt 
die  damaligen  Massnahnien  ohne  weiteres  auf  den  Fall  eines  beliebigen 
q  iibertragen  konnen,  Wir  sagen  sofort  f  olgendermassen  : 

Brstlich  gewinnen  wir  alle  Ansatze  (10)  mit  Punkten  co0  des 
Ausgangsdreiecks  in  der  Gestalt: 


wobei  K  alle  ganzen  Zahlen  des  Intervalls  —  21/^<^<2]/w  durch- 
lanfen  soil,  wahrend  fur  (P,  Q,  JB)  jedesmal  die  gesainten  redueierten 
Formen  der  einzelnen  Determinante  D  =  —  A  zu  nehmen  sind.  Be- 
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stehe  nun  das  Fundamentally  gon  aus  den  -9-cp—   Doppeldreiecken 
1,  Fi,  Fa,  ...,  so  werden  wir  von  (11)  aus  in: 


alle  fiir  UDS  in  Betracht  kommenden  Ansatze  (10)  gewinnen,   die  wir 
dann    aber   nocli    durch  Aufnahme  der  Congruenzbedingung   (10)   auf 
die  versehiedenen  Schemata  zu  verteilen  haben. 
Sollten  nun  die  Ansatze: 


(13) 


nach  EntwicHung  itrer  recKten  Seiten  auf  dieseTbe  Gleichung  (10) 
ftihren,  so  niiisste  jedenfalls  CDO-  in  beiden  Gleichungen  (13)  dieselbe 
Bedeutung  haben.  Aber  die  beiden  mit  COQ  aquivalenten  Punkte 
"Fi"1^),  Ffc~1(co{))  liegen  zugleich  innerhalb  des  Ausgangsdreiecks; 
schliessen  wir  also  vorab  ein  mit  i  oder  g  aquivalentes  o0  aus?  so 
ist  notwendig  Vi  =  Yk  ^^d  damit,  wie  man  leicht  sieht,  P'  =  P, 
Q'sssQ,...  —  Liegt  andrerseits  eine  Form  (P,  0,  P)  und  also  eiu 
mit  i  aquivalenter  Punkt  c?0  vor,  so  hat  man  stets  die  beiden  Mog- 
lichkeiten  Vk  =  Vt  und  7*  =  "Fil7,  und  jetzt  fuhren  die  0wei  Ansatze: 


.*.  XV"1  (co0)  +  P 

zu  derselben  Gleichung  (10).  Dass  aber  die  beiden  in  (14)  zur  Gel- 
tung  koininenden  Systeme  (P?  Q,  R;  K]  stets  von  einander  verschiedeu 
sind,  zeigten  wir  schon  friiher  (p.  179)  ausfuhrlich.  Analoges  trifft  man 
bei  den  J^ormen  (P?  P7  P)?  d.  i.  bei  den  mit  0  aquivalenten  o>0,  an 
und  hat  als  Eesultat:  Um  die  G-esamtzaM  der  im  ,,Innern"  des  Polygons 
gelegenen  Nullpunkte  von  Ji((&)  #u  gewinnen,  hat  man  jede  ein%elne  Form- 
elasse  der  Determinate  D  —  —  (4n  —  %2)  so  oft  #w  #ahlen,  als  es  mod.  q 
incongruente  Sidbstitutionen  V  giebt,  welche  der  Bedingung: 
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4-  P 

"*"      '      2 

genugen,  und  die  solchergestalt  loeim  eingelnen  %  entspringende  An0aJil  ist 
uber  das  Intervall  —  2  "J/w  <  %  <  -f-  2  ]/n  #w  summieren.  Dabei  sollen 
die  Classen  mit  reducierten  Formen  (P,  0?  P)  n^r  ^~fach}  diejenigen 
mil  reducierten  Formen  (P,  P;  P)  wwr  %-  fetch  zahlen. 

Der  Fortgang  von  der  Gleichung  (12)  zur  Congruenz  (15)  bedingt 
eine  grosse  Erleicliterung  unserer  weiteren  Betrachtung.  Man  bemerke 
insbesondere,  dass  in  (15)  der  Ersatz  der  reducierten  Form  (P;  Q,  R) 
durcli  irgend  eine  aquivalentQ  Form  woH  die  Reihenfolge,  aber  nicht 
die  Anzahl  der  (15)  befriedigenden  Substitutionen  V  zu  yerandern  yer- 
mag.  Es  wird  also  gestattet  sein;  in  (15)  bei  der  nun  folgenden 
AbzaMung  der  Substitutionen  V  unter  (P,  Q,  K)  irgend  eine  beliebige 
Form  der  gerade  in  Betracht  kommenden  Classe  zu  verstehen. 

§  2.     Albzahlung  der  Nullptmkte  -von  ^(co)  im  Polygoninnern. 
ZTI  treffende  FallnntersclieidTingen  I,  II,  III. 

Auf  der  nun  gewonnenen  Grundlage  gestaltet  sich  die  Abzahlung 
der  Nullpunkte  von  A((o)  im  Polygoninnern;  wie  wir  scton  andeuteten? 
genau  so  wie  seinerzeit  (p.  213)  im  Specialfall  q  =  5.  Indem  wir 
demnach  auch  die  damaligen  Bezeiclinungen  wieder  aufnelimen?  schrei- 
ben  wir  das  vorzulegende  Schema  mit  Unterdriickung  des  unteren 

Index  i  einfach   (    7   ^)?   wahrend    wir   iibrigens  V  —  (    *  *  }    setzen. 

Fiir  das  einzelne  x  entnehmen  -wir  dann  der  einzelnen  Formclasse  der 
Determinante  —  (4  n  —  %2)  nach  Belieben  (P,  Q,  U)  als  reprasentierende 
Form  und  schreiben  weiter  (gerade  wie  p.  213): 


1}  —    l9        —   17        g 

Die  Congruenz  (10)  §  1  kleidet  sick  nun  in  die  Gestalt: 

/«,  J\  /a1;  l\        /a,  l\  fa,  A 
V  ;  \y,  dJ\Clf  <V          \C,  dJ\r,   d/ 

und  unsere  Aufgabe  ist,  naclizusehen?  wie  viele  modulo  <z  incongruente 
Sulstitutionen  V  dieser  Forderung  genugen. 

Zu  diesem  Ende  schreibe  man  unter  Aufnanme  der  Zahl  e,  die 
entweder  +  1  oder  —  1  bedeutet,  die  Congruenz  (2)  vor  allem  ex- 
plicite  : 

Klein-Fricke,  Modulfunctionen.  tt.  41 
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(3) 


-f  dq  =  e( 

+  a^EE^ 
—   Sy  =1 


(mod.  </). 


Sodann  fuhre  man  die  Fallunterscheidung  ein,  ob  der  Teller  tf  der 
gerade  vorliegenden  Formclasse  relativ  prim  gegen  q  oder  durch  q 
teilbar  ist. 

Liegt  der  erste  Fall  ernes  gegen  q  relativ  primen  Tellers  6  vor,  so 
konnen  wir  die  Form  (P,  Q9  E)  aus  ihrer  Classe  so  auswahlen,  dass 
P  =  c±  selbst  relativ  prim  gegen  q  ist  *).  Alsdann  ergeben  sieh  fur  p 
und  d  aus  der  ersten  und  dritten  Formel  (3)  die  beiden  Werte: 

8  EEE  e  (aa  ~f-  yV)  tfi"""1  —  cia±c-,~~"1 ) 

(4)  ,  '  \  (mod.  g), 

o=<3  (ac  +  yd)  c^1  —  y^ici      J 

und  durch  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  drei  anderen  Congruenzen 
folgt  weiter: 

![(a1  +  dj)  —  e  (a  +  d)]  (««  -{-  6y)  =  0, 
[(%  +  ^i)  —  «  («  +  ^)]  (^«  +  <#r)  =  0, 

Da  w  prim  gegen  q  ist,  a  und  y  aber  jedenfalls  nicht  zugleich  den 
Factor  q  besitzen?  so  folgt  aus  den  beiden  ersten  Congruenzen  (5) 
notwendig  a1  -f-  dv  ^  e  (a  +  d);  und  damit  kommen  diese  Congruenzen 
zugleich  zur  Erledigung.  Insgesamt  werden  wir  also  die  funf  Con- 
gruenzen (3)  fur  den  vorliegenden  Fall  eines  gegen  q  prirnen  Tellers  c? 
durch  die  vier  mit  ihnen  gleichwertigen : 


(6) 

P 

'  =  e  (ccc  -f-  yd)  •  c{~1  — 

zu  ersetzen  haben  und  gehen  auf  deren  Discussion  baldigst  em. 

Haben  wir  mit  dem  zweiten  Falle  zu  thun,  dass  namlich  die  vor- 
gelegte  Formclasse  einen  durdi  q  teilbaren  Teller  0  besitzt,  so  wird 
offenbar  zufolge  (1)  a1  =  dl9  \  =  q  =  0  sein.  Da  iiberdies  A^ 
4n  —  (%  +  d^  durch  q  teilbar  ist,  so  gelten  die  Congruenzen: 

*)  Of.  Dirichlet-Dedekind,  Vorles.  uber  ZaUentlieorie,  p.  233  der  3.  Anil. 
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Die  Congruenzen  (3)  nehmen  somit  fur  diesen  Fall  die  Gesfcalt  an: 

aa  ~\-  yl)  ==  ~f- 
fia  -f-  fib  =  -j- 


(8) 


-{- 


'  (mod. 


ccd  —  /3y  EEr:::  1 

Bei   der  Discussion    der  Congruenzen   (6)  und  (8)  unterscheiden 
wir  nun  die  nachfolgenden  drei  Falle: 
I.  A  relativ  prim  gegen  q, 

II.  A  EZ  05  aber  wenigstens  eine  der  ZaMen  Z>,  c  prim  gegen  q, 
III.  A  ^  Q,  sowohl  1}  wie  c  durch  q  teilbar. 

Man  seize ?  dass  im  Falle  III  eine  Form  (P?  Q,  E)  mit  einein  gegen 
q  primen  Teller  und  damit  die  Congruenzen  (6)  Anwendung  fiaden, 
so  wurde  sich  aus: 

offenbar  a  =  d  ^  +  ]/n,  ~b  ^  c  =  0  ergeben,  und  also  wlirde  aus  (6) 
der  Voraussetzung  entgegen  ^  ^  0  folgen;  die  Congruenzen  (6)  kon- 
nen  also  in  deni  in  Rede  stehenden  Falle  keine  Anwendung  fmden. 
Umgekehrt  folgt  aus  den  Congruenzen  (8)  durch  Auflosung  naeh  a,  l>, 
c,  d  sofort  a  =  d  =  +  VM;  ~b  ^  c  =  0,  und  da  ausserdem  A  ^  0  ist, 
so  liegt  III  vor.  Der  Fall  III,  der  Mernach  aucfi  als  der  Fall  des 

(1  /M         C\         \ 
V    >      — )  "b&aeichnet  werden  Jtann,  Ikommt  gerade  fu\  alle  Formen 
0 ,      yn/ 

(Py  Q,  E)  vom  Teiler  q  und  nur  fur  diese  in  BetracM. 


§  3.     yortsetzung:  Discussion  der  Fall©  I,  EE9  III. 

Discussion  des  Falles  I.     Es  ist  gegenwartig  das  Schema  (   f     ) 

\  L  j     M>/ 

yon  ('n'    V-)  yerschieden  und  ubrigens  so  zu  wahlen,  dass  (a  +  d^ 

\0,      yn/ 

nicht  mit  4w  congruent  wird.  Znfolge  (6)  §  2  ist  demnachst  die  Zalil 
x  =  e(a-\-  <f)  auszuwahlen;  dieselbe  ist  also  auf  zwei  bez.  eine  Zahl- 
classe  mod.  %  emgeschrankt,  je  nachdem  (a  +  d)  prim  gegen  gt  oder 
durch  2  teilbar  ist.  Im  ersteren  dieser  leiden  Falle  ist  e  mit  K  lestimmt; 
im  letter  en  Falle  ist  jede  ZaJil  K  eweimal  m  nehmen,  namlich  einmal  fur 
e  =  +  1?  sodann  fur  e  «  —  1.  Des  weiteren  haben  wir  die  incon- 
gruenten  Losungen  («;  y)  der  Congruenz: 
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(1)  ca*  +  (d  —  a)  ay  —  If  =  e^  ,  (mod.  q) 

abzuzahlen;    es  giebt  deren  aber?    sofern   (a,  y)  und  (—«,  —  y  )   als 

nicht  verschieden  angesehen  werden,  insgesamt: 

w  *l 


Indem  wir  den  Bewels  dieser  Behauptung  hinausschieben,  schliessen 
wir  aus  (6)  §  2  gleich  weiter,  dass  mit  H,  a,  y,  e  auch  £  und  *  ein- 
deutig  bestimnit  sind.  Es  ist  sonach  im  Folk  I  die  etwa  mit  v(ri)  m 
bemchnende  AnzaU  der  im  Innern  des  Polygons  gekgenen  Nullpunlde 
von  A(o})  gegeben  durch: 


(3)  ,'(n)= 

wofei  die  scfeo^  soeJew  genannte  Summationsbedinyiwg  des  K  in  Formel 
(3)  am  Summenmchen  angedeutet  wurde,  wahrend  iibrigens,  wie  aucli  stets 
in  der  Folge,  die  Sedingung 


lesteht.  — 

Bhe  wir  den  eben  benutzten  Htilfssatz  iiber  die  Anzahl  (2)  von 
Losungen  der  Congruenz  (1)  beweisen;  mogen  gleich  die  noch  aus- 
stehenden  Discussionen  der  Palle  II  und  III  erledigt  werden: 

Discussion  des  Falles  IL  Haben  wir  ein  Schema,  fiir  welches 
(a  +  dy  =  4:n  ist,  ohne  dass  indessen  beide  Zahlen  &  und  c  durch  % 
teilbar  sind,  so  liegt  der  Fall  II  und  clamit  derjenige  der  Congruenzen 
(6)  §  2  vor.  Aus  der  ersten  dieser  Congruenzen  folgt: 

(4)  ?        %  =  e  (a  +  d}  =  +  ^n,  (mod.  g), 

wie  denn  natiirlich  der  Fall  II  nur  fur  quadratische  Eeste  n  von  q 
eintreten  kann.  Die  zweite  Oongruenz  (6)  §  2  liefert,  je  nachdeni 
&  oder  c  prim  gegen  %  ist;  die  erste  oder  zweite  der  nachfolgenden 
Bedingungen: 


und  bei   ikrer   ferneren  Discussion  haben  wir   zwei  Falle   zu   unter- 
scheiden. 

Sei  erstlich  g_  eine  Primzahl  der  Gestalt  g==4A+  1,  so  werden 
&  und  P  bez.  c  und  P  im  quadratischen  Charakter  ubereinstimmen 
miissen;  sollten  ubrigens  6  und  c  zugleich  prim  gegen  g  sein^  so  wiirde 
man  aus  (a,  +  d)2  =  4c(ad  —  Z>c)  folgern?  dass  beide  Zahlen  &  und  c 
im  quadratischen  Charakter  mod.  gt  ubereinstimmen.  ,  Aus  der  Eintei- 
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lung  der  quadratischen  Formen  in  Geschlechter*)  ist  bekannt,  dass  fur 
die  einzelne  Formclasse  die  ersten  Ooefficienten  P,  sofern  sie  nieht 
durcli  q  teilbar  sind;  im  quadratischen  Charakter  mod.  q  ubereinstiminen. 

Je  nachdem  aber  ( — J  =  -}-  1   oder  —  1  ist?   erteilen  wir  der   Classe 

den  Charakter  +  1  oder  —  1.  Wir  nennen  alsdann  He(A)  die  Anzahl 
der  Formclassen  der  Determinants  —  A  vom  Charakter  e,  so  dass 


Yermehrt  urn  die  Anzahl  der  Forniclassea  der  Determinante  —  A  niit 
dem  Teiler  q}  die  gesamte  Anzahl  H(A)  liefern  wird.  Liegt  nun  aber 
in  (P,  Q3  E)  eine  Form  YOB  vorschriftsmassigem  Charakter  Yor;  so 
wird  (5),  wie  man  leicht  abzahlt,  gerade  q  unterschiedene  Losungen 
(a,  y)  liefern.  Fiir  e  ist  iibrigens  in  (5)  und  (4)  stets  sowohl  +  1 
—  1  zu  nehrnen,  so  dass  x  aus  zwei  unterschiedenen;  durch  -j- 
angedeuteten  Zahlclassen  mod.  q  zu  wahlen  ist.  Indeni  wir  also  zu- 
samnienfassen?  wird  die  An&ahl  v'  (n)  der  im  Innern  des  Polygons  ge- 
legmen  NuUpimkte  im  Falle  II  be#.  durch: 


(6) 


gegeben  sein,  je  nachdem  6  le#.  c  Rest  oder  Nichtrest  von  q  ist. 

Es  bleibt  fur  II  der  Fall  zu  besprechen,  dass  q  eine  Primmhl  der 
G-estalt  q  =  4&  +  3  ist.  Hier  lasst  sich  e  stets  und  nur  in  einer  Weise 
so  auswahlen,  dass 


wird;  sollten  6  und  c  iibrigens  zugleich  prim  gegen  q  sein,  so  wiirden 
sie  wieder  im  quadratischen  Oharakter  tibereinstimmen.  Nach.  riehtiger 
Bestiinmung  von  e  giebt  (5)  genau  q  incongruente  Losungen.  Da 
gegenwartig  in  (4)  entweder  nur  das  obere  oder  nur  das  untere  Zeichen 
gilt,  so  wurde  ein  Gleiches  auch.  als  Summationsbedingung  fur: 


auszusprechen  sein.  Inzwiscnen  hat  H(4n  —  tt2)  fiir  zwei  nur  ira 
Zeichen  unterschiedene  K  gleichen  Wert;  wir  werden  also  zweckmassiger 
Weise  an  der  bisherigen  Verabredung  festhalten?  dass  %^2]/^  und 


*)  Dirichlet-Dedekind,  p.  313  ff.  der  dritten  Aufi. 
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^^-—  2]A7  zugleich  beriicksielitigt  werden  sollen,  und  mussen   dann 
den  Factor  •£•  vor  das  Surnmenzeiehen  setzen.    Indem  wir  so  die  Anzahl 


~  ± 


erhalten,  miissen  wir  noch  benierkeB,  dass  hier  zunachst  aucli  die  Form- 
classen  vom  Teller  q  mitgezahlt  sind?  da  A  EE  0  (mod.  q)  ist.  Die 
Classenanzahl  der  Formen  YOB  cler  Deterrainante  —  A  und  vom  Teller 

j  ist  aber  offeBbar  durcb.  H(-J)  a-BgegebeB,  sofern  wir  Bur  festsetKeB? 

dass  liier  und  in  der  Folge  H(m)  sfefe  =5  0  sew  soil,  solald  das  Argu- 
ment von  H  Tceine  game  Zahl  ist  VOB  der  zuletzt  aBgegebeBen  Summe 
wird  daraufhiB  den  Betrag: 


in  Abzug  zu  bringen  sein.  D^  An#ahl  v'(n)  der  im  Inncrn  des  Poly- 
gons gelegenen  NiMstellen  ist  l>ei  q  =  4  A  +  3  iwe  JFa^Z^  JI  hiernach 
gegeben  cfavrch: 


(7)  v'(«)  =  iff          H  (4n  -  ^)  -  H 


Discussion  des  Falles  III.  IB  dem  noch  bleibenden  Falle  III  des 
Schemas  a  ^  d  ^  ]/%;  6  ^  c  ^  0  kommen  die  CongruenzeB  (7)  und 
(8)  §  2  zur  VerwenduBg.  Hier  also  wird  %  =  ax  +  ^i  =  i  2]/w? 
und  es  ist  dann  6  rait  +  1  °^  —  1  zu  identificiereB,  je  nachdem  in 
x  =  +  2  ]/w  das  obere  oder  untere  Zeichen  gewahlt  ist.  Da  hiernach 
in  (8)  §  2  reciter  Hand  +  a  ~  1  wird;  so  sind  diese  Oongruenzen 
zufolge  a  =  d^yn9  6^c^0  fiir  alle  ^([(q2  —  1)  incongruenten 

Snbstitutionen  (   }  ~  )  erfullt.    Da  wir  nun  liier  gerade  mit  den  Fornien 

\y,  §/  * 

des  Tellers  q  za  thun  baben?  so  wird  im  Falle  III   die  An0dhl  v'(ri) 
der  im  Innern  des  Polygons  gelegenen  NnttpunMe  von  fe(o>)  gegeben  sein 


(8) 


Hiermit   ist   die  ABzahl   der   in  das  Polygoninnere   entfallenden 
Nullpunkte  von  ^(co)  in  alien  Fallen  gegeben. 
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§  4.    Bevels  des  Hiilfssatzes  iiber  die  Anzahl  incongraenter  L5sungen 
einer  Congruenz  jsweiten  Grades. 

Es  bleibt  noch  ubrig;  die  in  (2)  §  3  gemaehte  Angabe  fiber  die 
Gesamtzahl  incongruenter  Auflosungen  der  Congruenz  (1)  daselbst  zu 
beweisen.  Wir  betrachten  zu  dera  Ende  allgemein  die  Anzahl  incon- 
gruenter Losungen  (x,  0)  der  Congruenz: 

(1)  Ax*  +  Sx0  +  C**  =  m,     (mod.  q), 

wobei  wir  nur  das  Eine  voraussetzen  wollen,  dass  die  Determinante 

D  =  2J2  —  4A.C  der  in  (1)  linker  Hand  stehenden  Form  prim  gegen 
q  sei*). 

Man  maclie  nun  erstlich  die  Annalame;  dass  wenigstens  eine  der 
Zahlen  A}  C  prim  gegen  g  ist;  man  darf  dann  voraussetzen,  A  sei 
diese  gegen  q  prime  ZaM;  und  substituiere  daraufhin: 

2  Ax  +  B0  =  y,    4  Am  =  M,  (mod.  q). 

Die  Oongruenz  (1)  geht  alsdann  offenbar  liber  in  die  transformierte 

Gestalt: 

(2)  f  —  D02~M  (mod.  2), 

und  es  entsprecben  einander  die  Losungen  von  (1)  und  (2)  eindeutig. 
Die  Anzatlen  der  Losungen  ftir  zwei  verschiedene  Zahlen  Jf,  die 
jedoch  im  quadratischen  Charakter  mod.  q  ubereinstimmen?  sind  nun 
offenbar  mit  einander  identisck  Nennt  man  demnacb.  #0  die  Zahl  der 
Losungen  von  (2)  ftir  M^Q,  6+1  diejenige  fur  einen  Eest  M  und 
43L.X  die  fdr  einen  Nichtrest,  so  hat  man  die  Gleichung: 

(3)  tfo  +  £=^ 


Die  Zahl  <?0  als  Anzahl  incongruenter  Losungen  von  y*  == 
ist  nun  leicht  zu  bestimmen.  Ist  D  Nichtrest,  so  giebt;s  nur  die  eine 
Losung  y  ^  $  =  0;  ist  D  Best,  so  kommen  noeh  weitere  2q  —  2 
Losungen  hinzu.  Man  hat  demnach: 


und  also  folgt  aus  Gleichung  (3); 
(4)  ff+1  +  tf_1. 

,Dm  weiter  6+1  zu  bestimmen,  wahlen  wir  Jf=l  und  haben  die 


Congruenz  zu  discutieren: 


*)   Diese  Bedingung  ist  fur  die  in  der  Congruenz  (1)  §  3  vorliegende  Deter- 
minante D  =  —  A  thatsachlich  erfullt. 


g48  "VI,  5.   Die  Classenzahlrelationen  Mherer  Stufe. 

(5)  if  —  1  =  Z»£2  (mod.  2). 

Hier  kommen  erstlich  die  beiden  Losnngen  (1;  0),  (—  1,  0)  in  Betracnt, 
sodann  fur   (~  —  )  =  1    noch  die  beiden  Losungen  (0;  +  ]/—  -  D""1)  . 

Nennt   man   demnach  T?+I  die  Anzahl  derjenigen  Losungen  von  (5), 
bei  denen  weder  y  noch.  8  dureh  q  teilbar  ist;  so  wird: 

(6)  <+l-B  +  (=£)  +  *. 

Zur  Bestimrnung   von  t±  aber  stellen  wir  den  Satz  auf:     Unter  den 
^^—  von  1  verschiedenen  Hesten  y2  giebt  es 

m  ifc-*-^)]. 

denen  wieder  ein  Eest  wraufgeJit,  so  dass  den  ubrigen 

(8)      ^- 


ein  NicMrest  vorangeht.     Man  bemerke  n'amlich,  dass  die  Eeste  jener 
ersteren  Art  gerade  die  in  der  Gestalt: 


(9)  j,i=,     (mod.  2) 

darstellbaren  Zahlen  sind?  wie  man  leicht  zeigt.  Hier  wird  das 
gleiche  y^  nun  immer  durch  die  vier  Zablen: 

(10)  g,  -g,  g-s  -g-1 

geliefert,  und  auszuschliessen  sind  £;^0;  =+1,  sowie  eventuell 
£=+.y^T;  d.  i.  im  ganzen  4+  (—  )  Werte;  fiir  die  ubrigen  g 

ist  alsda,nn  ein  Identischwerden  zweier  Zahlen  (10)  ausgeschlossen, 
womit  sich  die  soeben  angegebenen  Anzahlen  (7)  und  (8)  ergeben. 
Die  Anwendung  auf  Formel  (5)  liefert  den  Zahlwert  von  r1  und  damit 


Nimnit  man  hier  endlich  nocn  auf  die  Identitat: 


sowie  auf  die  Formel  (4)  Rtieksieht,  so  ergieU  sick  als  An$ahl  incon- 
gruenter  Losungen  von  (1)  fur  ein  gegen  gf  primes  m: 

(ii) 
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Nachtraglich  bestatigt  man  noch  leicht  direct,  dass  dieses  Resultat 
uneingeschrankt  auch  im  zunachst  ausgeschlossenen  Falle  A  —  0  ===  0 
bestehen  bleibt. 

Bei  der  Anwendung  auf  die  Congruenz  (1)  §  3  hat  man  jetzt  nur 
noch.  zu  beaehten,  dass  D  =  —  A  zu  setzen  1st,  dass  daselbst  ct  prim 
gegen  g  ist;  und  dass  eudlich  je  zwei  Losungen  (a;  y)  und  (•—  a,  —  y) 
nicht  als  verschieden  gelten  sollen.  Die  in  (2)  §  3  angegebene  Anzahl 
incongruenter  Losungen  ergiebt  sich  daranfhin  in  der  That  aus  der 
eben  bewiesenen  allgemeinen  Regel  (11). 

§  5.     Abz'&hlung   der  in  den  Polygonspitzen  gelegenen  ETuIlptinkte 

von  h(&). 

Nach  Erledigung  der  inneren  Punkte  des  Polygons  bleibt  uns  nun 
die  zweite  Aufgabe  zu  losen,  die  Anzahl  der  Nullpunkte  unseres  Prim- 
fornaproductes  fe(co)  in  den  Polygonspitzen  zu  bestinimen;  diese  Anzahl 
mogen  wir  etwa  dureh  v"(n)  bezeichnen.  Wir  unterziehen  etwa  die 

Spitze  o0  =  —  der  Untersuchung  und  gehen  dabei  wieder  genau  den- 
selben  Weg7  wie  seinerzeit  bei  q  =  5  (cf.  p.  224). 

Das  Wichtigste  1st  wie  darnals  so  auch  hier;  dass  wir  das  Reprasen- 

tantensjstem  RQ,  R19  .  .  des  Schemas  (    ;  .)  in   einer  fur  die  Unter- 

\Cj  a/ 

suchung  am  Punkte  --  besonders  geeigneten  Gestalt  aussuchen  konnen. 
Zu  diesem  Ende  wahlen  wir  erstlich  eine  Modulsubstitution: 

/i  \  /  /    \ 

(1)  a>—v(a))  = 

^  '  ^    ' 


deren  a  und  y  eben  mit  dem  Zahler  resp.  Nenner  des  vorgelegten 
rationalen  Wertes  o0  identisch  sind.  Es  wird  dann  jedenfalls: 

/  x  •A,,v(a>)  +  B]ts 

(2)  -    Vp        -y    mit^D,«s»,    O^S,<Dk 

K 

ein  Reprasentantensystem  erster  Stufe  fiir  erweiterte  Transformation 
sein.  Man  hat  demnachst  nur  noch  fiir  den  einzelnen  Ausdruck  (2) 
eine  Modulsubstitution  Vk  in  solcher  Weise  herauszugreifen,  dass. 


zutrifft;  erst  dann  haben  wir  ein  Reprasentantensystem  niQI  Ordnung 
2ter  Stufe  vorn  richtigen  Schema.  Naturlich  ist  damit  die  Substitution 
Vk  nur  erst  mod.  g,bestimmi  tTbrigens  wird  es  hier  nun  ausdrticklich 
zu  beachten  sein?  dass  in  dem  Producte: 
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(4)  *(») 


flir   rein    quadratisekes  n  beim  Schema   (  *n>     ,—  }    der   eine  auf  die 

V  0,  T/V 

erste  Ordnung  bezuglieke  Reprasentant  ausgelassen  werden  sollte. 

Mag  jetzt  der  (Jc  -j-  l)ta  Reprasentant  2fo(o)  fur  co0  =  —  mit  — 
selbst  relativ  aquivalent  sein;  so  konnen  wir  die  in  (3)  aufgenommene 
Modulsubstitution  V*  gleich  so  gew'aklt  denken?  dass  —  =  JBA,(-J  isl 

Der  betreffende  Primfactor  (4)   —  nennen   wir  ihn  Pk  —  wird   dann 
auf  dem  Polygon  gerade  in  derselben  Art  verschwinden  wie: 


(5)  e  ff        _  e  a      H      -D      /  ? 

was  aus  (9)  p.  638  unmittelbar  folgt.     Man  kann  offenbar  sagen,  Pk 
werde  gerade  so  zu  Null  wie: 


bei  00'==^  oo  auf  dem  Polygon.     Da  nun  vVk(~~^^~-}   zufolge  der 

Voraussetzung  fiir  &  =  iao  selbst  =  ioo  wird,  so  ist  die  Modulsub- 
stitution  vVk  notwendig  eine  Potenz  von  8: 

CO  vVk  =  S\ 

Der  Ausdruck  (6)  geht  daraufhin  uber  in: 


(8)  e—  w_e- 

und  liefert  hiernach  die  Regel  :  P/,  wird  lei  a  =  -  im  Polygon  in  der 

A  • 

Ordnwig  1  odfey  -^  verschwinden,  je  nacMem  A^D  oder  A  <  D  {525. 
Ein  Bedenken  an  der  Allgerneingultigkeit  dieses  Satzes  konnte 
hoelistens  £ur  A  ««  D  =  ]/w?  also  bei  rein  quadratischein  w  entstehen, 
insofern  hier  durch  Identisckwerden  der  beiden  Glieder  (8)  ein  Ver- 
schwinden  hoherer  als  erster  Ordnung  involviert  sein  konnte.  In- 
zwischen  werden  die  beiden  Glieder  (8)  stets  und  nur  dann  einander 
gleich,  wenn  neben  A  =  D  =  Yn  noch  die  beiden  Bedingungen  S  =  0 
und  v  =  0  (mod.gr)  erfiillt  sind.  In  diesem  Falle  aber  ist  ofifenbar: 


so   dass  es  sick  gerade  urn  den  vorkin  bereits  ausgescblossenen  Re- 
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prasentanten  erster  Ordnung  handeln  wiirde,     Unser  Bedenken  1st  also 
gegenstandslos.  — 

Wir  scHlessen  nun  folgendermassen  welter:  Damit  P&  ini  Punkte 

co  =  —  verschwindet.  war  erforderlich,  dass 

y  '  ' 

m\  <*         j    T>  (*\         *&" 

(9)  —  und  Ek(-}  = 

\  }  y  L\yJ         ca 


relativ  aquivalente  Spitzen  sind.  Rechnet  man  aber  (unter  ausfuhr- 
licher  Sclireibweise  der  Modulsubstitutionen  Vk  und  v)  die  Gleichung 
(3)  d.  i. 

/at;  6A  =  /«*,  jJA  /-4,  B\  /+  9, 

Vet,  4/        Vy*,  ^/  \0,  D/  \-  y, 
aus?  so  ergiebt  sich: 

ak<x  +  fay  =  a*  -4,     CA«J  +  dky  = 

woraus  zu  schliessen  ist,  dass  die  auf  den  linken  Seiten  dieser  beiden 
Gleicliungen  stetenden  Zahlen  den  grossten  gemeinsamen  Teiler  A 
haben.  Die  Forderung  der  relativen  Aquiyalenz  der  Spitzen  (9)  kleidet 
sich  also  in  die  Gestalt; 

(10)          a^a  +  fay  =  eAcc,     Cj.cc  +  dky  =  eAy  ,  (mod.  q)  ; 

wo  e  entweder  =  -|-  1  oder  gleicli  —  '1  ist.  Hier  darf  man  %,  &&,  .  . 
zufolge  der  Oongruenz  (3)  offenbar  direct  durcli  die  Zahlen  a,  &,  .  , 
des  yorgelegten  Schemas  ersetzen,-  so  dass  die  Bedingungen  (10)  die 
neue  Form  annehmen: 


Es  bleibt  hierbei  die  Zahl  J5  ganz  ausser  Betracht;  mit  einem  ver- 
schwindenden  Factor  P&  finden  wir  deren  also  immer  gleich  D?  indem 
ja  B  bei  stehenden  A,  D  ein  voiles  Eestsystem  mod,  D  zu  durch- 
laufen  hat.  Mit  RtLcksicht  auf  den  obigen  Satz  liber  die  Multiplicitat 
der  Nullpunkte  in  den  Spitzen  folgt  sonach:  Bei  gegebenem  Schema 
wird  jeder  moglichen  Losung  von  (11)  in  gangen  Zalilen  A,  a,  yy  von 
denen  die  erste  ein  Teiler  von  n  ist,  wahrend  die  letgteren  auf  das  Intervall 
Oy  1;  .  .  ;  q  —  1  einzuschranken  sind  and  nicht  mgleicli  durch  q  teilbar  sein 

sollen,  in  der  Sjoitse  —  ein  D-facher  oder  A-facher  NullpunM  entspreclien, 

je  nacJidem  A^>D  oder  A<.D  ist. 

BeTor  wir  zur  Discussion  der  Congruenzen  (11)  schreiten?  de- 
finieren  wir  ein  weiterhin  zur  Verwendung  kommendes  zahlentheore- 
tisches  Symbol.  Gerade  wie  bei  q  =  5  (cf.  p.  225)  schreiben  wir; 
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(12)  X,,(«) 

A  <  2),  A  s=  +  v 

wobei  sicli  die  Summe,  wie  in  der  Formel  selbst  angedeutet,  auf  alle 
Teiler  A  von  n  bezieht,  die  kleiner  als  ]/«  sind  und  der  Congruenz 
A  =  +  v  (mod.  q)  geniigen;  snW  soil  =  1  sein  fiir  rein  quadra- 
tisches  n}  falls  zugleich  v  =  +  ]/n  ist;  sonst  soil  stets  snW  =  0  ge- 
setzt  werden*). 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Discussion  der  Congruenzen  (11).  Fiir 
das  Zusammenbestehen  dieser  beiden  Congruenzen  ist  hinreichend  und 
notwendig : 

(13)  (a  —  eA)(d  —  eA)  —  lc~n  —  eA(a  +  d)  +  J2  =  0,  (mod.  j). 
Indem  wir  hier  einerseits  durch  A  lieben;  bommt: 

(14)  A  +  D  =  e(a  +  d),     (mod.  g); 
andererseits  finden  wir  durch  Auflosung  von  (13)  fur  A  und  D: 


(15)     2eA  =  a  +  d  +  y—&,    2eD  =  a  +  d  +  ]/—  A?    (mod.  g), 

wo  entweder  nur  die  oberen  oder  nur  die  unteren  Zeichen*  gelten; 
A  ist  dabei  in  der  gewohnten  Bedeutung  A  =  4n  —  (a  -f-  d)2  ge- 
braucht.  Durch  Einsetzung  des  Wertes  (15)  yon  A  in  (11)  gewinnen 
endlich  die  fur  a  und  y  zu  discutierenden  Oongruenzen  die  Gestalt: 


f  _    /-—  N  (mod. 

2ca  +  (d  -  a  +")/—  A)  y  —  0 

Die  oberen  und  unteren  Zeichen  in  (15)  und  (16)  entsprechen  einander 
dabei  liberal!. 

Man  unterscheide  nun  wieder  die  drei  Falle  des  §  2  (p.  643)  und 
setze  demnach  erstlich  Toraus: 

I.   A  relaiiv  prim  gegen  q. 

Notwendige  Bedingung  dafiir?  dass  in  diesem  Falle  tiberhaupt 
Losungen  A,  a,  y  eintreten,  ist,  dass  —  A  quadratischer  Eest  von 
q  ist.  Trifft  dies  zu;  so  wird  (16)  fiir  jede  der  beiden  Zeichencombi- 
nationen  genau  ^(q  —  1)  incongruente  Losungen  («;  y)  haben;  da  wir 
die  Losungen  (a,  y)  und  (  —  a,  —  y)  als  nicht  verschieden  anzusehen 
haben?  und  da  fur  keine  der  beiden  Vorzeichencombinationen  die  vier 


*)  In  den  Arbeiten  der  Herren  Gierster  und  Hurwitz  ist  das  in  (12)  ein- 
geffihrte  SymTDol  stets  U  genannt.  Da  aber  voraufgehend  mit  U  in  der  Eegel 
Modulsubstitutionen  gemeinfsind,  so  scbien  im  vorliegenden  Texte  die  Bezeichnung 
(12)  ratlicher,  welche  sicb.  auck  gleicbmassig  an  die  verwandten  Teilersummen 
),  ¥(w)  ansciiliessi 
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Coefficienten  der  fur  a,  y  vorgeschriebenen  Oongruenzen  (16)  zugleich 
verschwinden.     Fur  die  erste  Zeichencombination  1st 


,+  n\  A  a-\~d  +  y—  A          ^ a  +  d  —  ]/— •  A 

(17)  eA  =  -~r—: -p- ,     eD  =  — !- — ^ > 

flir  die  zweite  dagegen  gilt 


/io\  A         a  -4-  d  —  "I/—  A          -j-,  —  /       ,      N 

(18)  eA  =  ~^~~~^  -  ,    el?=-n^L!L       ;    (mod.  g). 

Wenden  wir  nun  die  vorhin  aus  (11)  abgeleitete  Regel  fiber  die  Mul- 
tiplicitat   der  Nullpunkte  von  Ji  (03)  an?   so   ergiebt   sich  fur   jede   der 

gefundenen  ^($  —  1)  Spitzen  ~  ein  Nullpunkt  der  Ordnung: 


A<_]/n  A>Yn  A  =<  ]/%  D  <  ]/  n 

wo  A  und  D  einmal  die  Congruenzen  (17)  sodann  aber  (18)  be- 
friedigen  mussen.  Der  Wert  dieses  Betrages  (19)  driickt  sioh  rait 
Htilfe  des  Zeicliens  (12)  offenbar  gerade  in  der  Gestalt  aus: 


je  nachdem  (17)  oder  (18)  Yorliegt.  Da  wir  nun  im  ganzen  \(Q  —  1) 
Spitzen  zu  beriicksichtigen  haben,  so  entspringt  fiir  den  Fall  I  als 
Kesultat:  1st  A  Nichtrest  von  q,  so  besit&t  A(o>)  in  den  Polygonspitzen 
gar  kerne  Nullpunkte.  1st  hingegen  A  Eest,  so  verschwindet  &(«)  in  den 
Polygonsgitgen  in  der  Gesamtordmmg  : 

(20)       *"-  (q  -  l) 


II,  A  =  0  (mod.  g)?  a&er  wenigstens  eine  der  Zahlen  &,  c  jpriw  ^en  j, 
Die  Congruenzen  (16)  werden  jetzt  insgesamt  dureh  -^(j  —  1)  ver- 

sdhiedene  ZaUenpaare  cc}  y  befriedigt,  und  es  sind,  da  a  +  $=2]/W 
wird;  die  der  Bedingung  A=  +  Yn  gentigenden  Teiler  A  von  n  heran- 
zuziehen.  Indein  wir  wieder  die  Summen  (19)  zu  bilden  haben,  wird 
im  Fatte  II,  der  jeden  falls  mir  fiir  guadratische  Eeste  n  von  gf  eintritt, 
die  Gesamteahl  der  NullpunMe  von  h(d)  in  den  Sjpit0en: 
(21)  v"-(a-l)X^(n). 

III.  A  ==  0,    6  =  c  =  0,     (mod.  g). 

Da  bei  den  Congruenzen  (III)  zugleich.  a  =  d  =  ]/n  zutrifft,  so 
werden  jetzt  die  Congruenzen  (16)  von  den  gesamten  %(<f  —  *  1")  in- 
con  gruenten  Zahlenpaaren  a,  y  erfullt.  Zu  bemerken  ist  nur  nocb? 
dass  im  Palle  des  Mer  vorliegenden  Schemas  bei  rein  quadratischen  n 
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der  eine   der  <t>(n)  Factoren    von  fe(co)  auszulassen  1st,     Indem  man 

Merauf  Eiicksicht  nirnmt  und  sn  in  der  friiheren  Bedeutung   (p.  632) 

gebraucht,    ergiebt  sich   als    Gesamteahl  der   in   den   Spitgen  gelegenen 
Nullpnnkte  von  7a(o)  im  Folk  III: 

(22)  v"  =  (22  -  1)  [X^  (»)  -  i  6.] .  *) 


§  6.    Zusammenstellung  der  Resnltate  iiber  di©   Anzahl  v(n).     Der 

Speoialfall  n  =  1  . 

Durch  Zusammenfiigung  der  in  §  2  und  3  bestininaten  Anzahlen 
v'(n)  niit  den  e"ben  gefundenen  Zahlen  v"(n)  hat  man  die  Gesamtzahl 
v(ri)  einfaclier  Nullpunkte  von  i(o)  auf  dena  Polygon  herzustellen. 

Es  erscheint  hierbei  fur  die  auf  das  Schema  (  V^    /-)  bezogenen 

\  0;  ynJ 

Formeln  zweckmassig,  an  Stelle  der  fur  die  Formeln  des  §  2  und  3 
bisher  festgehaltenen  Summationsbedingung  —  2yw<«<2]/w  die 
nachfolgende  zu  setzen: 

(1)  -  2]/^%<l  +  21/^ 

Daraufhin  1st  nattirlich  zu  definieren?  was  man  unter  den  Synibolen  H 
mit  dem  Argumente  0  verstehen  will;  und  in  diesem  Betracht  wollen 
wir  festsetzen,  dass: 

(2)  H(0)=-TV;     H+1(0)  =  H^1(0)  =  0 
sein  soil. 

Fur  die  Forineln  (3);  (6)  und  7  in  §  3  hat  die  Neuerung  (1)  eine 
Anderung  nicht  im  Gefolge;  nur  an  Stelle  der  Forniel  (8)  des  ge- 
nannten  Paragraphen  wird 


treten.  Fugen  wir  hier;  um  v(n)  zu  berechnen,  gleich  den  bezuglichen 
Betrag  (22)  §  5  hinzu,  so  kommt  unter  Kueksicht  auf  die  ftir  das  Ge- 
schlecht  der  Hauptcongruenzgruppe  gter  Stufe  geltende  Formel: 


24 
als  Zusatzglied  ftir  die  rein  quadratischen  n: 


*)  Dass  sich  die  Formel  (24)  p.  228,  welche  fiir  $  =  5  gilt,  nickt  direct 
unter  Formel  (22)  des  Testes  subsumiert,  hat  seinen  Grand  in  dem  Umstande, 
dass  seinerzeit  "bei  g=  5  vermoge  der  damals  gewahlten  Entwicklung  immer 
zwei  bez.  vier  Spitzen.  in  besonderer  Untersuchung  vorweggenommen  waren. 
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Wir  stellen  nun  die  Werte  fur  die  Coincidenzenanzahl  v(ri)  der 
Modularconrespondenz,  wie  sie  sicn  jeweils  durch  Zusammenfiigen  der 
beiden  Zahlen  v  und  v"  ergeben,  tabellarisch.  zusanimen: 

I.    A  relativ  prim  gegen  q. 


II.   A  ^  0;   1)  oder  c  relativ  prim  gegen  q. 
1)     j-4*  +  l,  oder   ()- 


2)  g-4*+l,       (})    ^er    (j)  —  1  , 

v(»)  =  2  21  H-i(4w  "~  *2)  +  (« 

x  =  ±  2  y  » 

3)  2«4»  +  3, 


III.   A^07  &  tmd  o  ^wrc^  g  teilbar. 


Nebenbei  bemerke  man,  dass  die  bisherigen  Entwicklungen  des 
vorliegenden  Kapitels  nirgends  von  der  Voraussetzung  Gebraueh 
niachen,  dass  notwendig  n>  1  ist.  Setzt  man  aber  »  =  1;  so  wird: 


und  es  ist  die  hier  als  zweites  Argument  von  P  auftretende  Modul- 
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substitution  irgendwle,  nur  nicht  gerade  =  1  (mod.  q)  anzunehmen. 
Die  ZaKl  0(1)  wird  dann  angeben,  wieviek  FixpunMe  die  dieser  Modul- 

substitution  mgehorige  Transformation  der  FldcJie  F^.^  in  sicJi  lesitet. 

2 

Um  aber  v(l)  vermoge  der  Yorstebenden  Betrachtungen  zu  bestirnmen, 
merke  man  fur  die  hierbei  in  Betracht  kominenden  Werte  der  zanlen- 
theoretischen  Functionen  X,  H  an: 


(5)  Xi-i, 

weitere  Zahlen  Kv  oder  H  werden  nicht  benotigt.  Wie  man  iibrigens 
leicht  nachweist;  wird  in  vorstehender  Tabelle  fiir  n  ===  1  nur  im  Palle 
II  der  Wert  Xy-  ==  -J-  zur  Geltung  kommen,  wahrend  die  Glieder  X 
unter  I  Terschwinden.  Der  Summationsbuclistabe  %  ist  auf  die  Werte 
0,  +  1,  +2  eingesahrSnkt,  und  es  ist  —  A  =  (a  +  ^)2  —  4. 

Ist  nun  A  =  07  so  ist  a  +  $  =  +  2,  und  es  liegt  eine  Operation 
der  Periode  q  yor.  Fur  v  erlialten  wir  darauf  ubereinstimniend  bei 
alien  drei  in  II  untersehiedenen  Bedingungen: 

(6)  *  =  ^,    («  +  a  =  ±2). 


Ist  Hngegen  (a  -]-  ^)2  —  4  nicM  durcb.  q  teilbar,  so  liefert  I: 
(7)  I/(1)s= 


Ein  von  Null  verschiedenes  v  erlialten  wir  soroit  nur  noeh,  falls  ent- 
weder  a4-<?  =  Q3  —  A  =  —  4  oder  a  ~{~  d^+l,  —  A  =  —  3  ist; 
und  zwar  ergiebt  sich: 

(8)  f,- 

(9)  tf- 


In  (8)  haben  wir  rait  den  Substitutionen  der  Periode  zwei  in  (9)  mit 
denjenigen  der  Periode  drei  zu  thun. 

Alle  diese  fur  v  erbaltenen  Werte  sind  in  der  Tbat  mit  den  aus 
I  p.  437  u.  f.  bekannten  Anzahlen  der  Fixpunkte  in  voller  Uberein- 
stimniung. 

§  7.   Die  beiden  Systeme  der  Classenzahlrelationen  7tor  Stnfe. 

Dureh  Gleiclisetzung  der  auf  zweifachem  Wege  (functionentlieore- 
tisch  und  arithmetisch)  ausgedriickten  Zablen  v(ri)  entspringen  nun- 
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mehr  diejenigen  Zahlengleichungen,  welche  wir  als  Class  enmJdrelationen 
gter  Stufe  zu  bezeichnen  haben.  Wir  wolien  bei  ihrer  Aufstellung 
wieder  den  inductiven  Weg  gehen  und  vorab  den  niedersten  hier  fiber  - 
liaupt  in  Betracht  kommenden  Pall,  n'amlich  g««7,  erledigen.  Zu 
diesem  Ende  werden  wir  die  Tabelle  des  vorlgen  Paragraphen  mit  den 
Resultaten  aus  §  5  des  vorigen  Kapitels  (p.  610  u,  f  )  zu  conibinieren 
liaben. 

Die  einfachste  Gestalt  zeigen  die  Classenzahlrelationen  7ter  Stufe 
Im  Palle  der  McMreste  n  von  77  da  wir  D'amlich  dann  nur  mit  ge- 
wohnlichen  Correspondenzen  der  speciellen.  Wertigkeit  0  zu  tliun 
liaben  5  die  functionentheoretische  Abzahlung  der  Coincidenzen  liefert 
hier  also  stets  ^==2cJ)(^).  Ftir  die  aritliraetische  Abzahlung  kommt 
entweder  Formel  (I,  1)  oder  (I7  2)  der  Tabelle  des  vorigen  Para- 
graphen zur  Verwendung,  je  nach  dem  Werte  von  (a+d).  Man 
wird  aber  alle  Werte  (a  +  d),  welche  mod.  7  zu  unterscheiden  sind, 
dadurch  gewinnen  konnen,  dass  man: 

(1)  a  +  d  ^  V  —  ^n    (mod.  7) 

setzt  und  fur  m  nacli  einander  die  Werte  0,  1,  2,  4  eintragt.  Es  wird 
alsdann  —  A  •=  —  n(^t-\-  4),  so  dass  fur  3E  =  1,  2  die  Formel  (I,  2), 
fur  rc;  =  0;  4  aber  die  Forrnel  (I?  1)  zur  Verwenduug  za  bringen  ist. 
Bevor  wir  die  Classenzalilrelationen  wirklich  Irinsclireiben,  leiten 
wir  noch  eine  Gleichung  ab?  welclie  die  jetzt  in  Betraeht  kommen- 
den  Zahlsymbole  X(w)  betriffi  Wir  haben.  deren  hier  drei,  namlich 
X1?  X2?  X0  und  es  bestehen  zufolge  der  Definition  der  X  die  Glei- 
chungen: 


A  <Yn 

X4)  =         D. 


Nehnien  wir  also  das  Symbol  ^V(n)  in  der  friiheren  Bedeutung  (p.  184): 
(2)  v(n} 


Wieder  auf;  so  ergiebt  sich  als  Identitat: 

(3)  <t>-H'  =  2(X1+X2+X4), 

und  diese  werden  wir  gleich  benutzen.  —  Bei  der  Schreibweise  der 
Sumrnen  in  den  nachfolgenden  Relationen  gestatten  wir  uns  iibrigens 
noch  die  unwesentliche  Abkiirzung: 

Klein-Fricke,  Modulfunctionen.  IT.  4*2 
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(4) 


Als  System  der  ClassenzaJilrelationen  siebenter  Stufe  fur  die  quadra- 
tischen  Nichtreste  n  von  1  ergiebt  sick  nun: 


(5) 


3    H  n  ~  ^  "  20  w  ^  12 


0 


3         H  (4n  -  x2)  = 


Die  letzte  Relation  lasst  sicli  vermoge  der  Gleichung  (3)  noeli  in  die 
neue  Gestalt  umsetzen: 


(6)  3^  H  C4w  -  O  —  3M/W  -  *(*)  +  6  XV-»  W  • 

%y^n 

Diesen  Tier  Eelationen  siebenter  Stufe  reiheii   sich  weitere  funf 
fiir  die  quadratischen  Bests  n  von  7  an.     Man  schreibe  tier: 


(7)  a  +  d  =  I/TZ;  n ,     (mod.  7) 

und  nehme  wieder  fur  #  die  Werte  0,  1,  2,  4.  Die  Formel  (I,  1)  der 
Tabelle  korarat  dann  nur  fiir  %  =  1  zur  Verwendung,  die  Forrnel  (I,  2) 
aber  fiir  it  =  0,  2;  fiir  jc  =  4  endlich  hat  man  nacli  einander  die 
beiden  Formeln  (II,  3)  und  (III)  zu  yerwenden.  Dieses  letzteren  Urn- 
standes  halber  liaben  wir  jetzt  eine  Relation  melar  als  bei  den  Niclit- 
resten  -n.  Auf  der  anderen  Seite  liaben  wir  fiir  it  =  0,  1;  2  die 
Formel  (11)  p.  611  der  functionentheoretisclien  Abzalilung  zu  verwenden, 
und  zwar  entsprecben  den  Werten  7t  ===  0,  17  2  die  Werte  fc  =  4,  2;>0 
der  citierten  Formel7  wie  man  •  nach  den  damals  gegebenen  Regeln 
leickt  feststellt.  Fiir  n;  =  4  ist  Formel  (II,  3)  gleichfalls  mit  (11) 
p.  611  zu  combinieren,  wobei  Jc  =  3  zu  nehmen  ist;  dagegen  kommt 
bei  JT  ==  4  und  Forinel  (III)  der  unter  (10)  p.  610  gegebene  Wert  fiir 
v  in  Betracht. 

N"acb  AbscHuss  der  hiermit  skizzierten  Zwischenrecbnung  gewinnt 
man  als  System  der  Classenzahlrelationen  siebenter  Stufe -fur  den  Fall 
der  quadratischen  Eeste  n  von  1  die  nacbfolgenden  funf  Grleichungen; 
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2    H 

41/5 


H 


Bei  der  dritten  unter  diesen  Gleichungen  wurde  iibrigeBs  YOB  der 
Identitat  (3)  Gebraueh  gemactt.  Das  Glied  ty(n)  1st  hier  iiberall  die 
von  den  Ictegralen  erster  Gattung  gelieferte  Entwicklnngsfunction 
sieb  enter  Stufe.  — 

Um  die  Relationen  (5),  (8)  an  einein  Beispiele  zu  verificieren?  stellen 
wir  folgende  Tabelle  der  Anfangswerte  von  H(w)  zusarnmen,  die  aueli 
spaterhin  noch  zur  Verwendung  komnaen  soil: 


(9) 


•  m 

6   4   7   8   11  12  15  «  16  19 

H 

i 

i 

1   1 

I 

•1 

2 

f 

1 

m 

20 

23 

24  27 

28 

31 

32 

35 

36 

H 

2 

3 

2  i 

2 

3 

3 

2 

| 

=  93  so  kommen  die  Relationen  (8) 


Nehmen  wir  nun  beispielsweise  n- 
in  Betrackt,  und  es  1st: 

Die   erste  Formel  (8)  giebt  daraufhin  4  H  (36)  =  <D  (9)  +  ^(9)  «*  10, 
was  mit  der  Tabel]e  (9)  uberemstirnmt,  — 

Die  G-leicliungen  (5)  und  (8)  konnten,  wie  sclion  in  der  Einleitung 
zum  vorliegenden  Kapitel  gesagt  wurde ,  in  deni  Sinne  als  die  beiden 
;,Systeme"  der  Classenzablrelationen  siebenter  Stufe  bezeichnet  werden? 
als  sich  jede  tiberhaupt  bei  Transformation  7ter  Stufe  erreichbare 
Classenzahlrelation  als  lineare  Combination  der  Relationen  (5)  bez.  (8) 
darstellen  lassen  muss.  Hier  subsumiert  sich  zumal  auch  die  Classen- 
zahlrelation  erster  StQfe?  und  wir  wollen  sie  z.  B.  im  Falle  eines 
Restes  n  aus  den  ftinf  Relationen  (8)  dureh  Combination  herstellen, 
Bezeichnen  wir  die  linken  Seiten  dieser  Relationen  kurz  durch  (?1?  . .; 

<?6;  so  wird  die  Combination: 

42* 


VI,  5.  Die  Classenzahlrelationen  hsherer  Stufe, 
42  GI  +  84  08  +  5  6  G2  +  24  (?4  +  2  <7B 

zufolge  leichter  Rechnung  168^1-1(4^  —  •  Ha),  d.  i.  das  168-fache  der 
linken  Seite  der  Olassenzahlrelation  erster  Stufe  (9)  p.  184  ergeben. 
Als  Bestatigung  unserer  Behauptung  erifaalten  wir  aber  aus  der  eiit- 
spreclieiiden  Combination  der  reehten  Seiten  (8): 

^ 
24  X^  -  3*)  =  168(<D  +  V), 

d,  i.  in  der  That  die  168-faclie  rechte  Seite  der  Olassenzahlrelation 
erster  Stufe*). 

§  8*    Allgemeiner  Ansate  fiir  die  Classenzalilr  elation  en  #ter  Stufe. 

*Um  bei  der  allgemeine  Priinzahlstufe  q  wenigstens  deB  Ansatz  fiir 
die  zugeliorigen  Olassenzahlrelationen  zu  gewinnen;  raiissen  wir  auf  die 
p.  620  gegebene  Verabredung  betreffs  der  Congruenz  der  Reprasen- 
tantensysteme  2fer  Stufe  zurtlckgreifen.  Sind  n  und  n'  zwei  Transfor- 
mationsgrade?  die  iin  quadratischen.  Charakter  mod.  q  ubereinstimraeii? 
so  sollen  die  beiden  fiir  die  Reprasentantensysteme  zu  Grande  zu  legen- 

den  Schemata  (a?  -J  ,  (  /  _,)   im  Sinne  der  damaligen  Verabredung 

einander  congruent  sein,    Es  fmdet  dann  insbesondere  die  Oongruenz 

statt: 

/IN  (a'  +  dj       (a  +  dy2       ,       ,     ^ 

(!)  i^T.^^^T^?     (mod.  a), 

und  indeiu  wir  den  gemeinsamen  Wert  der  linken  und  rechten  Seite 
dieser  Congruenz  etwa  wieder  it  nennen;  lost  sich  (1)  auf  in: 


(2)  a  +  d  =  Ynx,    a  +  d'^Yrfrt,     (mod.  q). 

Man  nehme  nun  zuyorderst  wieder  den  einfacheren  Fall  der  qua- 
dratischen Nichtreste  n.  Da  werden  wir  die  Zahl  n  der  Reihe  nach 
mit  0  und  mit  den  $(q  —  1)  Nichtresten  YOU  Q  identificieren  m(issen; 
so  dass  insgesamt  -^(g  +  1)  Werte  it  in  Betracht  kommen,  Der  Wert 
31:^4  ist  nicht  darunter,  und  eben  dieserhalb  wird  —  A=~n(7T  —  4) 

*)  Die  beiden  Systeme  der  Classenzahlrelationen  7ter  Stufe  wurden  (in  etwas 
anderer  Bezelchnungsweise)  bereits  vollstandig  von  Hrn,  Gierster  angegeben  (in 
den  Mathem.  Annalen  Bd.  22  p.  198,  1883);  es  war  dies  der  erste  Fall,  bei 
welch  em  Hr.  Gierster  die  im  Texte  mit  ^>(»)  bezeicbnete  zahlentheoretische 
Function,  vie  wiederliolt  bemerkt  wnrde,  erfahrungsweise  in  der  richtigen  Art 
definierte.  Die  im  Texte  befolgte  Ableitung  der  Belationen  7ter  Stufe  wuide  von 
Era,  Hurwitz  in  Bd,  25  der  Matnem.  Annalen  (1884)  entwickeli 
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gegen  q  relativ  prim  sein;  so  dass  nur  der  Fall  I  der  Tabelle  §  6  zur 
Geltung  komnit.  Mogen  jetzt  des  naheren  durch  it±  allgernein  diejenigen 
Zahlen  it  bezeielmet  werden,  fiir  welclie  it  —  4  quadratischer  Rest  von 
q  wird  ?  und  durch  11%  diejenigen  mit  einein  Nichtrest  (is  —  4).  Fiir 
den  arithmetischen  Ausdruek  von  v(ri)  kommt  alsdann  bei  einer  Zahl 
it  i  die  Formel  (I,  2)  der  Tabelle  des  §  6  zur  Verwendung,  bei  einer 
Zahl  %  aber  Formel  (I,  1). 

Durch  Angabe  der  Zahl  it  ist  das  Schema  des  Reprasentanten- 
systems  nur  erst  beschrankt,  aber  noch  nicht  eindeutig  bestimmt.  Um 
also  die  functionentheoretische  Abzahlung  von  p,  633  in  Anwendung 
zu  bringen,  miissen  wir  unter  den  verschiedenen,  zu  diesem  it  gehoren- 
den  Schemen  ein  einzelnes  ausw'ahlen  ;  und  indeni  wir  ja  fur  alle 
Nichtreste  n  die  Reprasentantensysteme  mit  diesem  Schema  congruent 
wahlen?  liefert  Formel  (9)  p.  633  ein  Resultat  der  functionentheore- 
tischen  Bestimmung  von  v(n),  das  wir  in  die  Gestalt  setzen: 

v(n)  =  2<t>(w)  +  t^ix^n)  -\  -----  f-  t^^tyi). 

Das  Wichtige  ist  nun?  dass  jede  andere  Auswahl  unter  den  zu  it 
gehorenden  Schemen  wiederum  zu  eben  diesem  System  ganzer  Zahlen 
t^i  zuriickftihren  muss;  denn  es  ist  der  aritbmetische  Ausdruck  von 
v(n)  von  dieser  Auswahl  unabh*augig?  und  zwischen  den  %l(n),  .  .,  %^(n) 
kann  keine  fiir  alle  Nichtreste  n  gtiltige  lineare  Identitat  bestehen. 

Wir  haben  also  fur  die  Nichtreste  n  insgesamt  nur   ^~~—  verschiedene 

Zahlsysteme  fe,*,  ^^d  nivhi  etwa  ^i-^—^?  wie  wir  im  vorigen  Kapitel 
zuvorderst  annehmen  mussten. 

Die  fertigen  Ansatze  der  ^t-  Classengahlrelationen  gter  Stufe  fur 
die  quadratiscJien  Nichtreste  n  sind  nun,  wie  man  leicht  combiniert: 


(3) 


-  «2)  =  2<D(n) 


H  (4w  ~  ^  = 

—  (2— 


Auf  den  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  haben  wir  von  der  in  (4) 
§  7  eingefiihrten  abkurzenden  Schreibweise  der  Suinmationsbedingungen 
Gebrauch  gemacht. 

Etwas  inannigfaltiger  gestaltet  sich  das  System  der  Classenzahl- 
relationen  #ter  Stufe  fiir  die  quadratischen  Eeste  n  von  g.     Wir  setzen 
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hier  zunachst  gerade  wie  vorhin  an: 

a  +  d  =  y^n ,     —  A  =  n(&  —  4),  (mod.  q) 

und  mtissen  nun  TC  nach  einander  mit  0  und  den  ^(q  —  1)  Resten  von 
q  identisch  nehmen.  Indeiu  wir  den  Wert  #  =  4  vorab  ausschliessen, 
mogen  wir  die  3%(q  —  1)  ubrigen  it  durch  ^  oder  Jt2  bezeichnen,  je 
nachdem  (it —  4)  Nichtrest  bez.  Rest  von  q  ist.  Von  diesen  Zahlen  a 
aus  erhalten  wir  dann  $(q  —  1)  Olassenzahlrelationen  der  beiden  ersten 
unter  (4)  anzugebenden  Typen.  Fiir  it  =  4  wird  A  durch  q  teilbar, 
und  nun  kommen  die  Falle  (II)  und  (III)  der  Tabelle  des  §  6  zur 
Geltung.  Erstlich  der  Fall  (III)  liefert  fiir  alle  n  eine  Relation,  die 
man  an  dritter  Stelle  unter  (4)  angegeben  findet.  Dagegen  erfordert 
der  Fall  (II)  die  Unterscheidung,  ob  q  =  4^  +  1  oder  4^+3  ist; 
und  hierauf  beziehen  sich  die  Angaben;  welche  sogleich  unter  (5)  und  (6) 
folgen.  Bezuglich  der  ganzzahligen  Ooefficienten  s  gelten  ganz  analoge 

Bemerkungen,  wie  tiber  die  t  bei  den  Niehtresten  n\   man  hat 

& 

le#m   Ol__  unterscMedene  Zahlsysteme  s,  je  nachdem  q  — 

==4^  +  3  ist. 

Das  System  der  Classenzahlrelationen  qie*  Stufe  fur  die  quadratischen 
Eeste  n  ist  Jiiernach  das  folgende: 

I.  ^~t-  Relationen,  die  fur  alle  n  existieren: 
—  %«)  — 20(w) 


il/flftn—JrVnCn-a-Hl)^)]? 
+  52^(w). 


II.   Zwei  mir  bei  q  =  4h  +  1  eintretende  Eelationen: 
(5) 

«<^.- t 

+  ^-^(n)  +  •  •  -  +  s^-1 
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III.   Eine  nur  filr  q  ==  4  A  —  1  eintretende  Relation: 

(6)      \^  [H(4n^^)~H(^^)]=2c|>W~( 

(n)  +  -  •  • 


Die  unterschiedenen  Coefficientensystesne  s  haben  wir  bier  stets  durch 
untere  oder  obere  Indices  auseinander  gehalten. 

Die  wirkliche  Bestinnnung  der  Coefficienten  s  oder  t  der  einzelnen 
ClassenzaMrelation  wird  man  jetzt  dadurch  ausfuhren  konnen,  dass 
man  in  die  betreffende  Relation  I  bez.  ft  particular  e  Werte  n  eintragt 
und  das  solcherweise  entspringende  Gleichungssystein  nacli  den  s 
"bez.  i  auflost.  Es  soil  dies  jetzt  nocL.  am  Beispiele  q  =  11  durcli- 
gefiilirt  werden. 

§  9.     Fertige  Gestalt  der  beiden  Systeme  der  Classenzahlrelationen 

elfter  Stnfe. 

Naeli  den  Eegeln  des  yorlgen  Paragraphen  haben  wir  bei  3=  11 
secJis  Olassenzahlrelationen  fur  die  Nichtreste  n  und  sieben  fur  die 
Eeste;  in  jenen  Eelationen  werden  die  zwei  Entwicklungsfunctionen 
elfter  Stufe  &(w),  %%(n)  $&*  Greltung  konimen;  in  diesen  die  drei 
Functionen  ^(ri),  ^2(n),  ^(n). 

Um  wieder  mit  den  Nichtresten  n  zn  beginnen,  so  haben  wir  bei 
ihnen  die  im  vorigen  Paragraphen  durch  it  bezeichnete  Zahl  der  Reihe 
nach  mit  0,  2,  6,  7,  85  10  zu  identificieren3  und  zwar  kommt  ins- 
besondere  fur  ^  und  ?r3: 

(1)  ^  =  2,  7,  8  und  %  =  0,  6,  10,  (mod.  11). 
Nehmen  wir  z.  B.  %  =  2,  so  wird  aus  (3)  §  8  folgen: 

(2)  6 


Man  trage  in  diese  Gleichung  nach  einander  ^  =  2  und  n  «•  6  ein? 
wodurch  mit  Httlfe  der  Tabelle  Ton  p.  616  die  beiden  Gleichungen 
entspringen: 

12H(4)  —  6  —  6-^,     12H(23)»36  —  24  +  ^*); 

dieselben  liefern  tt  =  12,  ^  —  0.  Damit  ist  der  Ansatz  (2)  fertig 
bestimmtj  nnd  man  wird  die  erhaltene  Relation  jetzt  leicht  durch  Ein- 
tragung  der  weiteren  Specialwerte  n=»7,  8,  -•  bestatigen.  —  Oontrol- 

*)  Wegen  der  Werte  H  sehe  man  die  Angaben  (9)  p.  659. 
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rechnungen,  wie  die  hiermit  angedeutete,  wird  man  selbstverstandlich 
auch  bei  der  Bestimmung  der  iibrigen  Relationen  iroiner  wiecler  an- 
bringen  konnen, 

Ohne  noch  weitere  Zwischenrechnungen  durchzufiihren,  mogg  jetzt 
sogleich  das  System  der  GlassenmUrdationen  elfter  Stufe  fur  irgend  einen 
Nichtrest  n  angegeben  werden;  man  findet: 


3         H(4n  —  "')  -*(»»)  +  3  &(n)  , 

&y^. 

3  2  H(4M  -  ^  =  *(n)  +  3  X2(M)  , 
^^ 
5         H  (4n  -  x2)  =  2  4>(«)  —  20  X^—  (»)  -  4  Zl(«)  -  4  & 

-  «*)  =  2  *(«)  -  10  X,y--(»)  -  10  X4y^(n) 

-4Zi(«)-4&(«), 
~  K2    =  2  *»   -  10  X 


Will  man  durch  Combination  dieser  Gleichungen  die  Classenzahlrela- 
tion  erster  Stufe  gewinnen,  so  ist  noch  die  Identit'at  zu  benutzen: 

(4)  2  (X,  +  X3  +  X9  -|-  X5  +  X4)  =  *  _  V, 

welehe  der  bei  der  siebenten  Stufe  geltenden  Relation  (3)  p.  657  genau 
analog  ist.     Cbrigens  fiihrt  dann  die  Combination: 


wie  man  leiclit  ausrechnet;  zar  ClassenzaHrelation  erster  Stufe  bin; 
dabei  sind  unter  (?17  G-2,  .  .  .  die  Gleichungen  (3)  der  Eeihe  nach  ver- 
standen. 

Zur  Ableitung  der  sieben  bei  den  Eesten  n  eintretenden  Rela- 
tionen  hat  man  it  der  Reihe  nach.  gleich  0^  1,  3,  9;  5,  4  zu  setzen; 
und  zwar  ist  des  naheren: 

(5)  3^  =  0,  1;  3;  sowie  jr2  ^  9,  5,  (mod.  11). 

Zu  den  ^  gehoren  drei  Relationen  vom  ersten  Typus  (4)  §  8,  zu  den 
rt2  aber  zwei  vom  zweiten  Typus  (4)  §  8.  Weiter  ist  sodann  noch 
a  ==  4  zu  nehmen,  und  filr  diesen  Wert  tritt  die  einzelne  Relation 
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(6)  §  8  sowie  die  dritte  Relation  (4)  §  8  ein.  Ohne  uns  jetzt  noch 
weiter  bei  den  Zwischenrechnungen  aufzuhalten,  geben  wir  Mer  so- 
gleich  das  fertige  System  der  Classenzalilrelationen  elfter  Stufe  fur  die 
Eeste  n  von  11  an: 


0 

3  ^K  H  (4n  —  %2)  ==  fy(ri)  —  ^  (n)  +  3  ^3 


(6) 

tf        « w 

.-x»)««(n)- 


330          H  (4»  -  ^    =  «»   —  60 


Die  Combination,  welcte  hier  auf  die  Classenzalilrelation  erster 
Stufe  fiihrt,  wird  durch: 

55  Gl  +  110  ffa  +  110  G3  +  132  (?4  +  132  (?5  +  ffe  +  60  (?7 
gegeben  *)  . 


Betreffs  der  zusamruengesetzten  Stufenzahlen,  die  wir  nicht  mehr 
behandeln ,  mogen  wir  bier  etwa  noeb  die  auf  n  ==  8  beztiglicben 

*)  An  Classenzahlrelationen  llter  Stufe  hat  Hr.  G-i erster  (Math.  Ann. 
Bd.  22)  eine  fur  die  Eeste  n  und  glelchfalls  eine  for  die  Nichtreste  vermoge 
seiner  Betrachtuug  der  Hauptmoduln  ableiten  konnen.  Dieselben  stellen  solche 
Terbindungen  der  Belationen  des  Textes  vor,  in  denen  Symbole  ^  oder  ^  nicht 
vorkommen.  Ausaerdem  giebt  Hr.  Gierster  als  wanrsclieinlich  bestenead  eine 
solche  Relation  lltel  Stufe  an,  in  der  die  Function  ^  auftritt.  Das  vollstandige 
System  unserer  Relationen  ist  von  Hvn.  Hurwitz  in  den  Leipziger  Berichten 
vom  15.  Dec.  1884  ohne  Beweis  mitgeteilt.  Die  Bezeichnungen  des  Textes  sincl 
gegeniiber  den  dortigen  ein  wenig  modificiert, 
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Entwicklungen  yon  Hurwitz  (In  Crelle's  Journ.  Bd.  99 ;  1885)  er- 
wahnen?  welche  sich  an  eine  schon  gelegentlicli  genannte  Unter- 
suchung  Kronecker's  (in  den  Berliner  Monatsber.  vom  19.  April  1875) 
anschHessen.  Die  Classenzablrelationen  der  achten  Stufe  werden  dort 
indessen  auf  ganz  anderem  Wege;  namlich  durch  analytisclie  Umfor- 
mung  der  Beihenentwicldungen  fur  gewisse  cubische  Verbindungen 
der  -fr-Nullwerte  ^0,  ^2?  ^37  gewonnen.  Diese  Entwicklungen  bleiben 
ihrer  Natur  nach  ausserhalb  unserer  vorliegenden  Darstellung. 


Sechstes  Kapitel. 

Von  dcr  algebraischeii  Darstellung  der  Modularcorrespondenzen. 

Jm  zweiten  Kapitel  des  vorigen  Abschnitts  haben  wir  die  Auf- 
gabe,  algebraisclie  Correspondenzen  auf  einer  Riemann'schen  Plache 
Fn  auch  wirklicb  mit  algebraischen  Hulfsmitteln  darzustellen,  immerfqrt 
hinausgesehoben.  Algebraiscbe  Functionen  F(%,  y  \  |,  ??)  von  vier 
Flachenpunkten,  mit  denen  wir  damals  stets  arbeiteten,  wurden  dort 
in  der  That  nur  erst  vermoge  der  transcendenten  Primform  defmiert. 
Aber  bei  diesen  transcendenten  Darstellungen  kam  das  eigentliche  alge- 
braiscbe  Gesetz;  das  der  einzelnen  Correspondenz  zn  Grunde  liegt,  noch 
nicbt  explieite  zur  Evidenz.  Wir  werden  demnacb  jetzt  den  einzelnen 
Flacbenpunkt  mit  Hiilfe  eines  bestinamt  gewablten  Systems  algebraiscber 
Functionen  oder  Formen  fixieren  und  dann  nacb  den  algebraischen 
Relationen  zwischen  diesen  'bestimmten  Functionen  je  gweier  correspon- 
dierenden  Fldchenpunkte  suchen. 

Nacbdem  wir  in  den  ersten  Paragraphen  einige  allgemeine  bierauf 
bezuglicbe  Erorterungen  vorausgescbickt  baben,  geben  wir  dann  so- 
gleicb  zur  algebraiseben  Darstellung  der  Modularcorrespondenzen  uber. 
Docb  bescbranken  wir  bierbei  unser  Untersucbungsgebiet  von  vorn- 
berein?  indem  wir  nur  einige  besonders  nabeliegende  Classen  von 
Modularcorrespondenzen  besprecben  wollen.  In  der  Tbat  werden  wir 
explieite  nur  die  T168  der  siebenten  Stufe,  sowie  die  ausgezeicbneten 
Gruppen  T96  .und  f384  der  Stufen  8  und  16  betracbten. 

Bei  der  f168  werden  zufolge  der  ;,Einfachbeit"  der  Gruppe  6r168 
alle  Verb'altnisse  die  durcbsicbtigste  Gestalt  annebmen,  so  dass  zur 
Erlauterung  der  bei  der  algebraiseben  Darstellung  der  Modularcorre- 
spondenzen eintretenden  ,  Gesicbtspunkte  die  F168  das  zweckmassigste 
Beispiel  abgiebt.  Indem  wir  dasselbe  etwas  ausfiibrlicber  besprecben 
wollen,  werden  wir  bier  am  Ende  des  zweiten  Bandes  zu  eben  jenern 
algebraischen  Gebilde  .F168  des  Geschlechtes  $  =  3  zuriickgefuhrt, 
dessen  ausftihrliche  Theorie  den  Abscbluss  von  Bd.  I  bildete. 

Die  beiden  Gruppen  rse*  und  r384  sind  in  bistorischer  Hinsicht  fur 
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unsere  neuen  Fragen  die  interessantesten.  Indem  wir  namlich  behufs 
algebraischer  Fixierung  des  einzelnen  Flaehenpunktes  die  Modulsjsteme 
Yky  1/fc'  bez.  Yk,  T/F  zur  Benutzung  heranziehen,  werden  die  Rela- 
tionen  zwischen  je  zwei  correspondierenden  Flachenpunkten  gerade 
cliejenigen  irrationalen  ModulargleieMngen  liefern,  bei  denen  wir  sclion 
oben  p.  154  ff.  ausfiihrlich  verweilten.  Wie  wir  schon  daraals  an- 
gaben,  beziehen  sich  auf  diese  Relationen  der  Transformationstheorie 
neben  den  fruheren  Entwicklungen  vonLegendre,  Jacobi,  Giitzlaff 
nainentlicb.  auch  die  neueren  von  Schroter^  Krause  u.  A.  Indem 
wir  Her  also  mit  einem  viel  benandelten  Gegenstande  zu  thun  haben, 
muss  es  von  allgemeinem  Interesse  sein;  doss  von  unserer  Theorie  der 
Modularcorrespondenzen  aus  jene  irrationalen  Gestalten  der  Jacobfschen 
Modulargleichungcn  die  naturgemasse  AufMarung  iJires  eigentlichen  Wesens 
fanden,  wie  wir  dies  schon  p.  156  erorterten*).  —  Aber  auch  um- 
gekebrt  konnen  wir  vernaoge  der  algebraiscben  Htllfsmittel,  welche  ims 
zur  Hand  sein  werden ;  von  den  ausgezeichneten  Gruppen  roe?  r384 
aus  erne  systematische  Seliandlung  der  irrationalen  JacoU'schen  Modular- 
gleicliungen  anbannen.  Die  Hermit  bezeichnete  Aufgabe  hat  fur  die 
T384:  Hr.  E.  Fiedler**)  in  seiner  inhaltreichen  Leipziger  Dissertation 
(von  1885)  behandelt.  Aus  der  letzteren  werden  wir  weiterhin  zahl- 
reiche  Einzelresultate  anfuhren,  wahrend  wir  zum  Zwecke  aller  prin- 
cipiellen  Uberlegungen,  wie  sclion  bemerkt?  lieber  an  die  Gruppe  riG8 
anknupfen.  — 

§  1.    Darstellung  einer  algebraischen  IPunction  zweier  Fl'aclieiipijLnkte 
#,  y  dnrcn  algelbraisclie  Functionen  von  x  oder  y  allein. 

Die  beiden  Punkte  £  und  v\  dachten  wir  bei  der  einzelnen  Function 
F(x,  y  \%,n)  beliebig,  aber  fest  gewah.lt,  so  dass  F  nur  noch  als 
Function  der  beiden  Stellen  a;,  y  zu  betrachten  ist.  Wir  bezeichnen 
sie  in  diesem  Sinne  durch  F(x,  y)  und  mogen  in  F(x,  y)  bei  stehen- 
dem  y  eine  w-wertige  algebraiscbe  Function  von  x  fcesitzen,  bei 
stehendem  x  aber  eine  ^-wertige  algebraische  Function  von  y.  Mit 
Rucksicht  auf  die  Verwendung,  welche  wir  von  F(x,  y)  zu  niacben 


*)  Vergl  hierzu  die  oft  genannte  Programmnote  von  Klein,  Zwr  Theorie 
der  elliptischen  Modulfunctioneny  Math.  Ann.  Bd.  17  (1879),  sowie  die  gleicnfalls 
schon  gelegentlich  genannte  Notiz  yon  Hurwitz,  Zur  Theorie  der  Modular- 
gleichungen,  Gottinger  Nachrichten  von  1883. 

**)  U'ber  eine  besondere  Classe  irrationaler  Modulargleichungen  der  elliptischen 
Fimctionen,  abgedrackt  in  der  Yierteljahrsschrift  der  Zuricher  Natnrforsehenden 
0esellschaft  Band  30. 
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haben?  ftiliren  wir  jetzt  die  sehr  besehrankende  Annahme  ein;  dass  die 
Unstetigkeitspunkte  von  F,  als  Function  von  x,  unabhangig  von  der 
besonderen  Lage  des  y  sein  inogen,  und  zwar  sollen  sie  etwa  bei 
l>i?«-«jSm  liegen;  entsprechend  sollen  die  Unstetigkeitspunkte  von  F, 
als  Function  von  y  gedeutet,  unabhangig  vom  besonderen  Werte  des 
x  bei  7/1 ; . .  . ,  ^  liegen.  Weitere  Voraussetzungen  inachen  wir  liber 
F  nicht  und  werden  tins  ubrigens  hernach  thatsachlich  iiberzeugen, 
dass  die  iiber  F(x,  y)  getroffenen  Festsetzungen  bei  den  Functioneri 
F  der  Correspondenztheorie  wenigstens  in  einigen,  weiterhin  zu  be- 
zeichnenden,  Fallen  zutreffen. 

Um  eine  algebraische  Darstellung  der  von  x  und  y  algebraisch 
abhangenden  Function  F  der  Flache  anzubahnen,  gehen  wir  auf  den 
Riemann-Roch/schen  Satz  zuriick.  Zufolge  desselben  wird  bei  stehen-  " 
dem  y  die  Function  F(x,  y)  homogen  und  linear  mit  von  x  unab- 
hangigen  Coefficienten  in  (m  —  p  +  t  +  1)  speciellen  Funetionen 
darstellbar  sein;  deren  einzelne  m-wertig  ist  und  an  den  m  Stellen 
i1?...,im  unstetig  wird.  Es  ist  aber  moglich,  dass  fur  die  Dar- 
stellung unserer  besonderen  Function  JF(#,  y)  gar  nicht  alle 

m  —  jp  +  T  +  1 

linear  unabhangigen  algebraischen  Funetionen  mit  den  Unstetigkeits- 
punkten  |t , . .  . ,  £m  erforderlieh  sind.  Ini  letzteren  Falle  werden  wir 
die  Anzahl  der  wirklich  zu  brauchenden  Funetionen  moglichst  gering 
nehmen  und  mogen  etwa  mit  den  s  Funetionen  ^(fl), . .  .,  ty*(x)  gerade 
ausreichen;  wobei  also: 

(1)  s^m-p  +r+  1 

ist.  Dank  unserer  Annahme  ?  dass  die  Lage  der  Unstetigkeitspunkte 
ii?  •  •  *?  i?»  V0]a  dem  besonderen  Werte  y  unabhangig  sein  soil,  haben 
wir  so  fur  jedes  y  eine  Darstellung: 

(2)  F(x,  y}  —  c^(x)  +  c^,(x)  +  •  •  •  +  c,1>.(x) 

unserer  Function  F  von  x,  wobei  die  tyi(x)  die  schon  genannten  Fune- 
tionen von  x  dllein  sind,  wdJirend  die  c1? ,  . .,  cs  nur  nock  allein  von  y 
dbhdngig  sein  werden. 

Man  bemerkt  nun  sofort,  dass  c1?...,cs  algebraische  Fune- 
tionen der  Stelle  y  sein  mtissen.  Um  die  c  aber  als  solche  aus  (2) 
explicite  zu  berechnen,  tragen  wir  in  diese  Gleichung  nach  einander 
fur  x  die  s  speciellen  Stellen  #1?...;#s  ein7  die  nur  so  ausgewahlt 
sein  mogen,  dass  die  s-gliedrige  Determinante  j  ^(^)  1  von  Null  ver- 
schieden  ist.  Letztere  Forderung  wird  leicht  erfullbar  sein;  da  die 
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^i(X);  •  •  •;  *0*0  ein  SJstem  linear -unabbangiger  Functionen  der  Flache 
sind.  Die  5  Gleichungen: 

F(xij  y)  =  ^(afc)  +  ca^2(a?i)  +  "  "  -f  ^«0&0 

werden  wir  nun  nack  den  Unbekannten  ct ,  . . . ,  cs  auf  losen  konnen 
und  finden  letztere  solclaergestalt  explicite  als  Funetionen  von  y  allein 
dargestellt,  wobei  als  Unstetigkeitspunkte  derselben  offenbar  %.,%,.  .,%,, 
fungieren.  Setzt  man  daraufhin  ck  =  %k(y\  BO  ergiebt  sicJi  fur  F(x}  y) 
die  Darstellung: 

(3)       F(x,  y)  —  ^(a?)  «i(y)  +  *8(»)z«(y)  +  • '  * 

Ar^  5fe  Functionen  il>k(x)  imd  %*(y)  vow  a;  6e0. 

Man  bemerke?  class  in  Formel  (3)  auch  die  s  Functionen  %(y) 
von  einander  linear  -unabliangig  sein  miissen.  Ware  nSmlich.  etwa 
%$  eine  lineare  Verbindung  der  voranfgehenden  (s  —  1)  Functionen,  so 
Fatten  wir  leicht  ersichtlich.  auch  in  Formel  (2)  berelts  mit  (s  —  1) 
Functionen  ^  reichen  mtissen?  unserer  Annahme  zuwider.  Bei  dieser 
SacMage  waren  wir  zur  ganzen  Zahl  s  notwendig  auch  dann  gefiihrt 
worden,  wenn  wir  die  Betrachtung  nicbt  mit  den  tfe(V),  sondern  mit 
den  ^(^)  begonnen  hatten.  Die  ganse  ZaU  s  ist  somit  unserer  Function 
F(XJ  y]  eindeutig  mgeordnet  und  giebt  einen  eigentumlichen  Character 
dieser  Function  zweier  FldchenpunUe  an;  naturlich  bestehen  nun  zu- 
gleich.  die  beiden  Bedingungen: 


wo  T  die  Anzabl  linear- unabhangiger  Formen  99  ist;  die  zugleich  in 
den  m  Punkten  |1?...?|m  verschwinden^  walirend  *'  die  gleiche  Be- 
deutung  fiir  %; .  . .,  ^  besitzt*).  — 

Die  Darstellung  der  ^(a?),  z*(j/)  church  speciell  gewahlte  alge- 
braisclie  Functionen  oder  auch  algebraiscbe  Formen  der  Flache  wer- 
den wir  jetzt  nach  den  bezilgliclien  Eegeln  iin  ersten  Eapitel  cles  vor- 
liegenden  AbscLnittes  leisten.  Nach  p.  488  konnen  wir  erstlich  ^(x) 
als  Quotient: 

*«-$&2 

zweier  ganzen  algebraischen  Formen  der  gleichen  Dimension  v  dar- 
stellen;  dabei  werden  sicb.  unter  den  nv  Nullpunkten  von  (TO  auf  der 
Fn  insbesondere  die  m  Punkte  |1;  . . ,;  |m-finden;  so  dass  nv^m  ist. 


*)  YergL  fiir  die  bisherige  Entwicklung  Clebsch-Liademann,  Vorlesungen 
fiber  Geometric,  Bd,  I  yierfce  Abteilung,  Kap.  VIII. 
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Trifft  Merbei  das  Ungleiclilieitszeiclien  zu,  so  mogen  die  (nv  —  m) 
ferneren  Nullpunkte  von  <rc  etwa  |TO  +  i,...,  %nv  genannt  werden. 
Neben  G0  und  G:  fiihren  wir  alsdann  nocb  die  (s  —  1)  weiteren 
ganzen  Formen: 

(6)  <?.«&,  aO  =  **(*)  •  £0WOi,  *J 

fur  i  =  2  ?  •  •  •  ,  s  ein.  —  Ein  entsprecliender  Ansatz  kniipft  sich  an 
die  #(?/),  wo  wir  zu  ganzen  Formen  der  Dimension  v  gefiihrt  werden 
xnogen;  zum  Unterschiede  gegen  (6)  bezeichnen  wir  letztere  Formen 
durch  H^^y^9  .  .  .  ,  Hs(yly  y^)  .  — 

Nunniehr  fiihre  man  die  von  0wei  Stellen  x  und  y  der  Fn  abhan- 
gende  ganze  algebraische  Form: 

(7)  0(a?!,^  I  Vi9y^  =  F(x9y^&0(iKl9a^'H0(y19y^ 

ein.  Dieselbe  wird  in  den  beiden  Yariabelenreihen  die  Dhnensionen 
v  bez.  v  zeigen;  sie  wird  auf  der  Flache  nirgends  unendlich  werden 
und  in  Anbetraeht  des  Verschwindens  zunachst  das  Verhalten  von 
F(x,y)  zeigen;  ausserdem  aber  koninien  als  Function  von  x  die 
(nv  —  m)  festen  (d.  i.  von  y  unabhangigen)  Nullpunkte  $m+i,  .  .  .;  |?ir 
hinzu  und  als  Function  von  y  gewisse  (nv  —  ^)  feste  Nullpunkte 
tyu-fi,  •  .  .;  ^nvf-  Fur  die  somit  construierte  Form  <t>  dber  ergiebt  die 
vorangefiende  Deduction  unmittelbar  die  Darstellung: 

(8)  <D(0,  |  T/,)  -  G.H,  +  G,H2  +  •  .  •  +  Gs  Es  . 

Fur  die  Darstellung  der  einzelnen  Formen  Gr,  S  konnten  wir  nun 
weiter  jene  Regeln  in  Anwendung  bringen;  die  friiher  (p.  489)  allge- 
mein  in  dieser  Hinsieht  entwickelt  wurden.  Wir  wiirden  also  vorab 
eine  Minimalbasis  ganzer  Formen  der  Fi'ache  Fn  auszuwahlen  lxaben? 
um  in  dieser  jede  einzelne  Form  G^  H  in  der  bekannten  Gestalt  dar- 
zustellen. 

Ganz  analoge  Betrachtungen  kniipfen  sich  an  die  Darstellung  von 
F(x,  y),  falls  wir  die  ternare  Formentlieorie  auf  Grundlage  einer 
ebenen  Curve  Gn  gebrauchen  wollen.  Docb  setzen  wir  Merbei  der 
Einfachbeit  halber  gleicli  voraus,  dass  die  Grundcurve  Cn  singular!- 
tatenfrei  sei,  eine  Annahme,  die  auch  den  allgemeinen  Entwicklungen 
p.  497  ff.  zu  Grunde  liegt;  einzig  dieser  specielle  Fall  wird  spaterhin 
Verwendung  finden. 

Wir  verfahren  nun  folgendermassen:  Auf  der  Cn  stellen  wir  erst- 
lich  wieder  ^(a?)  als  Quotienten  zweier  ganzen  Formen: 


der  Dimension  v  dar,  wobei  wir  natiirlich  diese  ganze  Zahl  v  moglichst 
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niedrig  gewahlt  denken.  Die  W0urvetf  gQ(Xi)*=*Q  wird  alsdann  auf  der 
Cn  erstlich  die  m  Punkte  |1;  .  .  .,  ^  ausschneiden,  ausserdem  aber 
(vw_m)  weitere  Punkte  §m+i,  •  •  -,  i»*5  natiirlieh  kann  auch  der 
besonders  einfaehe  Fall  eintreten,  dass  nv  =  m  wird,  wo  alsdann 
ausser  den  g1?...?£m  neue  Schnittpunkte  der  Cn  mit  #0=°  nicht 
eintreten.  Neben  #0?  gl  haben  wir  jetzt  noch  die  weiteren  ganzen 
Formen  p0^2;  .  .  .,  g^9  auf  der  Cn,  welche  nach  p.  501  wieder  ganze 
hoinogene  Verbindungen  ^ter  Dimension  yon  x17  x^  $B  sind;  wir  be- 
zeichnen  dieselben  mit  &,...,&.  Die  Behandlung  der  x(«/)  g^ht 
denselben  Weg?  und  hier  moge  insbesondere  die  ??Curve"  der  viQn 
Ordnung  h0(i/i)  <=*  0  auf  der  Gn  neben  den  fi  Punkten  iji,  ••*,%* 
nocb  die  (wv'—  p)  weiteren  ij^  +  i,  •  •  -?  fl»^  ausschneiden.  Nach  Ana- 
logie  von  (7)  wird  man  demnacnst  die  ganee,  doppeltternare  Form  der 
'Dimensioned,  v  "bez.  v  in  den  beiden  Variabelenreihen: 


(10)  <D(a^,  x,}  £S  |  y19  ya,  %)  =  IT  (a?,  y)  -  gQ&)J*M 
herstellen  und  hat  alsdann  fur  diese  Form  die  exylicite  Darstellmg: 

(11)  <DO*  |  jfO  —  ^(^)*i(yO  +ft(^)*«(yO  +  *  '  '  +&(«*)*'(#) 

m  rationaler  ganger  Gestalt  durcJi  die  Xi  und  yt  .  Natiirlich  haben  wir 
bei  stehendem  Punkte  y  bez.  a?  der  Cn  in  0  =  0  die  Gleichung  einer 
algebraischen  Curve  der  Ordnung  v  bez.  v',  wobei  das  eine  Mai  die 
Xij  das  andere  Mai  die  yi  die  laufenden  Coordinaten  sind,  und  wir 
gewinnen  betreffs  des  Durchschnitts  dieser  Curve  mit  der  Grundcurve 
Cn  das  Eesultat:  Bei  stehendem  y  schneidet  die  Curve  0  =  0  auf  der 
Gn  erstlich  die  NullpunJde  von  F(x,y),  fur  diesen  PunU  y  als  Function 
von  x  betrachtet,  aus,  uberdies  aber  werden  noch  (nv  —  m)  feste,  d.  i. 
von  y  unalMngige  Punkte  ausgesclinitten.  (Zufolge  unserer  Annabme, 
dass  v  nioglichst  niedrig  gewablt  sein  soil,  lassen  sich  tibrigens  diese 
hinzukommenden  Nullpunkte  nicht  etwa  dadurch  verringern;  dass  man 
bei  den  ^(^)  einen  gemeinsamen;  in  den  Xi  rationalen  Factor  ab- 
sondern  konnte.)  Entsprechend  wird  4>  =  07  lei  steJiendem  x  in  den  yi 
gedeutetj  erstlich  ^v^eder  die  letreffenden  NullpunUe  von  F  aussohneiden, 
ausserdem  aber  noch  die  (nvf  —  fc)  Punkte  ^+i?  ..-,  der  en  Lage  von 
x  undbhdngig  ist. 

Wattirlich  konnten  wir  nun  auch  die  auf  eine  Raumcurve  des  JJS? 
des  jR4  u.  s,  w.  gegrtodete  Formentheorie  zur  explieiten  Darstellung 
der  rechten  Seite  von  (3)  benutzen.  Indessen  finden  derlei  Entwick- 
lungen  weiterbin  doch  keine  Anwendung  und  brauchen  demnach  hier 
nicht  weiter  besprochen  zu  werden. 
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§  2.  Von  der  Darstellung  der  algebraischen  Correspondenzen  dureh. 
algebraiselie  Gleiclriingen*). 

Unter  den  Functionen  F(w>  y  \  i,  rf)  der  Correspondenztheorie 
sind  es  nur  die  lei  den  gctvohnlichen  Correspondenzen  einer  positivcn 
Wertigkeit  auftretenden  F,  bei  denen  die  Ini  vorigen  Paragraphen  liber 
F  gemacbten  Voraussetzungen  zutreffen;  dabei  sind  die  nullwertigen 
Correspondenzen  denjenigen  von  positiver  Wertigkeit  zuzurecbnen. 
Man  wolle  sicli  namlich  verinoge  der  transcendenten  Darstellung  des  F 
uberzeugen,  dass  die  Unstetigkeitspunkte  von  F,  als  Function  von  x 
angesehen,  sowobl  bei  singularen,  wie  bei  negativ-wertigen  Correspon- 
denzen keineswegs  von  y  unabbangig  sind 5  bier  also  trifft  die  wesent- 
liche  Voraussetzung  der  Entwicklung  des  vorigen  Paragrapben  niebt 
ein.  Wir  werden  demnach  zuvorderst  einzig  von  Sen  Correspondenzen 
einer  Wertigkeit  w^.0  bandeln  und  fiir  deren  Darstellung  iibrigens 
gleicb  die  ternare  auf  eine  singularit'atenfreie  ebene  On  gegriindete 
Formentbeorie  benutzen?  da  nur  dieser  Fall  weiterhin  zur  Geltung 
kommt. 

Nacb  den  Regeln  (10)  ?  (11)  des  vorigen  Paragrapben  lasst  sicb 
eine  null-  oder  positiv-wertige  a-fi-deutige  Correspondent  stets  durch  Null- 
setzen  einer  bi-terniiren  rationalen  ganzen  Form  ^>(xi9ccs>xs  y^y^y^) 
clarstellen;  welcbe  homogen  von  den  Dimensionen  v  bez.  v  in  den 
beiclen  Variabelenreiben  sei.  Dabei  ergiebt  sicb  mit  Kiieksicbt  auf 
die  betreffenden  Entwicklungen  von  p.  537  fiir  den  Durcbschnitt  der 
Grundcurve  mit  dem  durch  Nullsetzen  von  <t>  entspringenden  Gebilde 
das  Resultat:  Bei  stehendem  Purikte  x  der  Grundcurve  werden  auf  der- 
seTben  durcli  die  in  den  y  gcdeutete  Curve  <D(aj;  j/)  ==  0  ausgesclmiUen: 

1)  die  a  dem  x  eorrespondierenden  Pimkte  y, 

2)  tv-fack  gegahlt  der  PtmTst  x  selbst,  wcnn  w  die  Wertigkeit  bedeutet, 

3)  gewisse  d'  feste,  von  x  unabliangige,  PunJcte. 

Dabei  wircl  man  die  letztere  Anzabl  <5'  aus  der  Gleicbung: 

(1)  nv  ==  a  +  w  +  $' 

berecbnen  konnen,     Andererseits   aber  folgt:    Bei  stehendem  Punkte  y 

der   Grundcurve  Gn  werden  durcli  die  in  x  gedeutete  Curve  0($;  y)  —  0 

auf  Gn  ausgescUnitten: 

1)  die  ft  dem  PunMe  y  eorrespondierenden  Punkte  x, 

2)  w~fach  ge&alilt  jener  Punkt  y  selbst, 

3)  gewisse  d  festey  d.  i.  von  y  unabMngige,  Punkte. 


*)  Sielie  blerzu  §  9    der   aucli   in  Kap.  2    zu  Grande  gelegten  Arbeit  von 
Hnrwitz  uber  algebraische  Correspondenzen  und  da?3  Correspond enzprincip. 
Klein-IPricke,  Mocliilfimctionen,  II,  48 
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Fiir  die  AnzaH  S  kann   man   dann   entsprechend  der  Formel   (1)  die 

naehfolgende  Gleichung  bilden: 

(2)  nv  =  ft  +  w  +  S . 

Die  Auswahl  der  d  bez.  &  festen  Schnittpunkte  ist,  nacli  Zahl 
und  Lage,  bis  zuin  gewissen  Grade  der  Willkiir  anheimgestellt.  Aus 
den  ITberlegungen  des  Torigen  Paragraplien  ergiebt  sich  in  cliescm 
Betracht  folgendes:  Fiir  irgend  einen  spedellcn  Punkt  y  der  Gn  lege 
man  durcli  die  ft  correspondierenden  Punkte  x  eine  Curve,  welche  die 
Gn  zugleich  in  y  selbst  w-fach  triffb.  Eine  derartige  Curve  Cv  wird 
sieh,  bei  hinreichend  liocli  gewahlter  Ordnung  v,  stets  auf  mannig- 
faltige  Art  ausw'ahlen  lassen.  Irgend  eine  particular  gewahlte  Cv  wird 
dann  noeh  fernere  d  Pnnkte  auf  Cn  aussclineiden;  wobei  ja  im  spe- 
eiellen  auch  d  =  0  sein  kann.  Jedenfalls  aber  werden  diese  d  Punkte 
auch  fxir  alle  ubrigen  y  als  feste  Zusatzpunkte  fungieren  konuen;  denn 
iin  Torigen  Paragraphen  waren  mit  der  Fixierung  einer  einzelnen  unter 
den  Formen  ^0?  gij  ...3  gs  offenbar  alle  ubrigen  eindeutig  bestimrnt.  — 
Ganz  unabhangig  davon,  wie  wir  die  soeben  genannten  d  Punkte 
fixiert  haben  Tnogen?  werden  wir  nunmehr  die  zweite  Reihe  der  d'  Zu- 
satzpunkfce  dadurch  nach  Zahl  und  Lage  auswahlen?  dass  wir  bei 
speciellem  x  irgend  eine  Cv>  beliebig  lierausgreifen,  welche  die  a  zuge- 
ordneten  Punkte  auf  der  Cn  aussehneidet,  ausserdeni  aber.ini  Punkte 
x  selbst  die  Grundcurve  w-fach  trifft.  Wir  werden  diese  TJberlegung 
weiter  unten  an  Beispielen  ins  einzelne  durchzufuhren  haben. 

Tiro,  die  algebraische  Darstellung  negativ-wertiger  und  singularer 
Correspondenzen  zu  erinoglichen;  werden  wir;  wie  wir  Her  beilaufig 
ausfiihren;  die  Auflosung  des  UmJcehr$roblems  benutzen  konnen.  Sei 
eine  ganz  beliebige  Correspondenz  auf  unserer  Biemaun'sclicn  Flilcho 
vorgelegt,  und  seien  die  zugeliorigen  p  Integralrclationen  gogoben 
durcli: 


/o\  '  ^.i  /  /    \  ^yj        •  /  \    i 

r— 1  A'=al 

wobei  also  nahere  Angaben  tiber  die  ssf&9  c(  gar  nicht  vorliegen  sollen. 
Man  setze  alsclann  ein  erstes  System  von  p  Gleichungen  an: 

(4) 

wo  wl  eine  gauze  positive  Zahl  oder  Null  sein  soil,  die  ^1?...;^ 
aber  Constante  bedeuten.  Auf  Grund  der  Losbarkeit  des  Omkehr- 
problems  kann  man  fur  jeclen  Punkt  x  axis  (4)  ein  System  von  p  zu- 
gehorigen  Punkten  yLWf  ...,  ypW  angeben  und  wolle  iiiabesondore  die 
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Constanten  di  so  gew'ahlt  denken?  dass  niclit  gerade  der  unbestiramte 
Fall  des  Umkehrproblems  vorliegt.  In  ganz  analoger  Weise  setzen 
wir  jetzt  ein  zweites  System  zu  p  Gleichungen: 

(5) 

an;  wo  w%  wieder  eine  gaiaze  Zahl  J>  0  ist  und  fur  die  Constanten  ef 
die  gleiche  Bemerkung  gilt  wie  fiir  die  d{.  Zudem  mogen  wir  diese 
Constanten  so  ausgewahlt  denken,  dass  niclat  fur  alle  cc  ein  Punkt 
aus  der  Reihe  y^l\  .  .  .,  y^  aucli  in  der  anderen  Reihe  y^,  .  .  .,  yp^ 
sicli  findet. 

Die  Anwendung  der  hiermit  durchgeftihrten  Massnahme  auf  unser 
Problem,  die  zu  (3)  gehorende  Correspondenz  durch  algebraisclie  Glei- 
chungen darzustellen,  ergiebt  sicli  nun  so:  Inclem  man  einmal  die 
Gleichungen  (3)  und  (4),  sodann  aber  (3)  und  (5)  conibiniert,  ergeben 
sich  die  beiden  neuen  Relationen: 


' 


deren  jede  infolge  der  wechselnden  Werte  i  =  1?  2;  •  •  -;  jp  insgesaint 
p  Integralrelationen  vertritt.  Lassen  wir  nun  deni  Punkte  x  der  Flache 
die  («  +  P)  Punkte  «/1?  .  .  ,3  ya,  y^l\  .  .  .,  yp^  correspondieren?  so 
lehrt  (6);  dass  wir  daniit  eine  gewohnliche  cq-^-deutige  Oorrespondenz 
der  Wertigkeit  ^^O  gewonnen  haben,  wobei  insbesondere  ^^a+p 
ist.  Diese  Oorrespondenz  konnen  wir  nach  den  im  Anfang  des  Para- 
graphen  entwickelten  Regeln  durch  eine  Gleichung  Oj  =  0  darstellen. 
Aber  indent  wir  jetzt  zweitens  deni  Punkte  x  die  (a  +  p)  Stellen 
2/i»  •  •  »9  ya>  2/i(2)?  •  •  •?  yj®  entsprechen  lasseri,  gewinnen  wir  eine  neue 
gewohnliche  Correspondenz  von  der  Wertigkeit  w2  ^  0?  die  wir  durch 
O2  =  0  darstellen  mogen. 

Hier  wird  nun  von  Vorteil,  dass  zufolge  unserer  obigen  Verab- 
redung  betreffs  der  di,  e$  die  beiden  Punktreihen  y/1^  .  . . ,  y^  und 
yj®,  ...;  y^®  gemeinsame  Punkte  im  allgemeinen  niclit  aufweisen. 
Wollen  wir  liberdies,  was  uns  ja  freisteht,  eine  der  beiden  Zahlen  w19 
w$  mit  Null  identisch  nehnien  so  wie  bei  der  Bildung  der  Formen  4>1? 
02  Sorge  tragen,  dass  die  8l  Zusatzpunkte  bei  <\>l  von  den  d2  Zusatz- 
punkten  von  O2  durchgehends  verschieden  sind  nnd  ebenso  die  d/ 
Punkte  von  den  d%7  so  ergiebt  sich  offenbar  das  Resultat:  Die  gang 

43* 
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Idiebig  aufgcgriffene  Correspondent  (3)  der  Fn  lasst*  sicli  stets  in  dem 
Sinne  rein  durcli  &wei  algelrcdsclie  Gleicliungen: 

^  ^ 

darstdlen,  dass  lei  steliendem  Purikte  x  (les.  y)  die  gemcmsamcn  Sclinitt- 
pm'kte  der  Mden  Citrven  (8)  mit  der  Gnmdcure  Cn  genau  die  a  (la>.  ft) 
gugeordneten  Punkte  sind. 

Uiisere  welter  folgenden  Betrachtungen  sollen  sich  tibrigens  nicht 
mehr  auf  den  hierinit  forraulierten  allgemeinsten  Fall  beziehen;  sie 
sollen  vielmelir  allein  noch  die  null-  und  positiv-wertigen  Correspon- 
denzen  betrefifen,  zu  deren  Darstellmig  eine  einzelne  Gleichung  0  =  0 
gentigt. 

§  3.    Von  der  Willkiir  der  im  Falle  einer  nicht-negativen  Wertigkeit 
.  eintretenden  Gleictmng  4>(«i  I  tji)  =  0. 

Die  unter  (11)  §  1  geleistete  fornientheoretisclie  Darstellmig  YOU 
F(x,  y)  auf  ternarer  Grundlage  mussen  wir  jetzt  noch  weiter  durch- 
bilden.  Docli  nelimen  wir  dabei  gleich  die  speciellen  Voraussetzungen 
der  null-  oder  positiv-wertigen  Correspondenzen  wieder  auf;  wii*d  doch 
dieser  Fall  kunftig  allein  zur  Anwendang  gelangen. 

Es  sei  also  eine  Corresponded  einer  Wertigkeit  w  ^  0  gegeben, 
die  «-/3-deutig  sei.  Wir  werden  dann  in  der  vorhin  beschriebcnon 
Weise  durcli  Benntzuiig  zweier  speciellen  Punkte  x  —  £  und  y  «=  y 
zwei  Eeihen  von  d  bez.  d'  Zusatzpunkten  ausfindig  niaclien;  uin  darauf- 
hin  unsere  Correspondent  in  gleichfalls  schon  bezeichneter  Art  durcli 
eine  algebraisclie  Gleiclmng: 

(1)  *(^^2;^3   I  2/0^;%)=° 

darzustellen.  Hier  benierke  man  nun,  dass  der  rationale  Ausdruck 
$(#*  I  #0  selbst  nacli  Festlegung  der  8  +  6'  Zusatzpunkte  im  a-llge- 
meinen  noch  keineswegs  eindeutig  bestimmt  ist.  Man  bilde  rulmlieli, 
wenn  f(xl7  x%,  %)  =  0  die  Gleielrang  der  Grundcurve  C«  ist;  von  4> 
aus  die  neue  Form: 


wo  c  eine  von  Null  verschieclene  Constante  ist,  die  ylt  <y%  aber  solche 
in  jeder  Variabelenreihe  homogene  ganze  Ausdrticke  sind?  dass  die 
reclite  Seite  von  (2)  Homogeneitat  in  den  Xi  sowie  in  den  yi  zeigt. 
Derartige  niit  f  verscliwindende  Zusatzglieder  werclen  wir  ja  stets  arj- 
bringen  kornien,  sobald  v  >  n  oder  auch  uur  v  >  n  ist.  Oflfoubar 
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aber  wird  durch  O'  =  0  unsere  Correspondenz  in  genau  derselben 
Weise  dargestellt  wie  durch  <t>  =  0. 

Sollen  wir  nun  —  imrner  bei  festgehaltenen  S  -f-  6'  Zusatzpunkten 
—  die  Gleichung  (1)  als  eine  zugehorige  Correspondenzgleichung  benennen, 
so  Uisst  sieh  diese  Gleichung,  wie  wir  gerade  sahen;  in  den  genannten 
Fallen  v  >  n  bez.  vf  >  n  in  sehr  verschiedener  Weise  auswahlen. 
Wir  nitissen  aber  geradezu  fragen,  welches  die  allgeineinste  Gestalt 
der  Correspondenzgleichung  bei  Gebrauch  jener  einmal  gewahlten 
Zusatzpunkte  ist.  In  diesem  Betracht  gilt  nun  der  wichtige  Satz:  Die 
Unite  Scite  der  allgemeinsten  gugchorigen  Correspondenzgleichttnc/  ist  in 
dcm  particular  gewahlten  Ausdniclt  4>  stets  in  der  Gestalt  (2)  darstellbar. 

Znm  Beweise  dieses  Satzes  diirfen  wir  uns  nicht  darauf  berufen, 
dass  die  Regelu  des  §  1  zur  Bildung  der  Correspondenzgleichung 
iinmer  nur  auf  ein  in  der  Gestalt  (2)  darstellbares  0'  zu  fuhren  ver- 
mogen.  Es  konnte  ja  vielmehr  sein,  dass  wir  auf  gana  anderem  Wege 
fur  unsere  Correspondonz  saint  jenen  8  -j-  6'  Zusatzpunkten  eine  Dar- 
stellung vermoge  einer  Form  $'(#»•  |y<)  erhalten  konnten?  welche  eben 
uicht  die  Ausdrucksweise  (2)  gestattet.  Wir  mussen  demnach  hier 
etwas  weiter  ausholen  imd  wahlen  zuvorclerst;  einer  sehr  gewohnlichen 
Operationsweise  der  Theorie  der  teruaren  Formen  auf  algebraischen 
Curven  folgend;  unter  alien  von  <t>  aus  in  der  Gestalt  (2)  erreichbaren 
Formen  eine  ganz  bestimnite  aus*). 

Bei  dieser  Untersuchung  bemerken  wir  vorab,  dass  unser  vorhin 
forinulierter  Satz  ganz  unabhangig  von  der  Auswalil  des  Coordinaten- 
dreiecks  Xt  ist.  Dieserhalb  diirfen  wir  annehmeu,  dass  die  Ecke 
x%  ==  x%  ==  0  nicht  auf  der  Cn  gelegen  ist.  Dann  aber  wircl  sieh  die 
Gleichung  der  Cn  in  die  Gestalt  bringen  lassen: 

(3)  xf^gfaiXs,^, 

wo  recliter  Hand  x1  uicht  mehr  in  niOK  Potenz  vorkommt.  Indem  wir 
nun  im  Ausdruck  O ;  sofern  tiberhaupt  v^n  ist,  n\n  irgendwo  durch 
g(xj)  ersetzen?  haben  wir  offenbar  nach  Art  von  (2)  deni  0  ein  addi- 
tives Glied  angehangt;  welches  f  als  Factor  enthalt.  Diese  Operation 
des  Ersatzes  von  x^  durch  g(Xi}  lasst  sieh  nun  ofter  wiederholen?  und 
wir  konnen  solcherweise  von  xl  alle  hoheren  als  (n  —  l)ton  Potenzen 
zum  Ausfall  bringen.  In  gleicher  Weise  konnen  wir  auch  von  y±  alle 


*)  Siehe  wegen  des  Folgenden  die  bezugliclie  Bntwicklting  in  der  p.  668 
gonannten  Dissertation  von  Fiedler.  Die  betreffenden  tFberlegnngen  sind  iibri- 
gens  genau  der  Deductionsweise  nachgebildet,  welche  Hr,  N  other  beim  Beweise 
seines  "bekannten  Fundamentalsatzes  der  ternaren  Algebra  angewandt  hat  (cf. 
Math.  Ann.  Bel.  7). 
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Potenzen  mit  einem  Exponenteu  J>  n  eutfernen.  Wenn  wir  also  vor- 
iibergehencl  (1)  dann  als  Normalgestalt  der  Correspondenggleiclmny  be- 
zeichnen  sollen,  falls  sicli  in  <t>  von  xl  ttnd  y^  lioAstens  die  (^  —  1) 
ersten  Poten&en  fmden,  so  ist  evident,  dass  die  beliebig  aufyeyrifj'ene 
Correspondenggleichiing  4>  (xi  \  yi)  —  0  entweder  selbst  schon  die  Normal- 
gestalt lesitzt*}  oder  doch  vermoge  der  Eegel  (2)  in  diese  Gcstalt  tiler- 
fulirbar  ist 

Jetzt  aber  gilt  zweitens  der  Satz:  Die  linJce  Seite  der  Normal- 
gestalt  unserer  Corresponden^gleicJmng  ist  Us  auf  einen  constanten  Factor 
eindeutig  fiestimmt*  Um  diesen  neuen  Punkt  unserer  Deduction  dar- 
zuthun,  wollen  wir  der  Bequemliclikeit  halber  nicht-lioraogene  Schreib- 
weise  anwenden;  indem  wir  setzen: 

(4)  "  ^  =  ^?    ^=^?      ^  =  ^,    &-*'. 

V    ^  ^3  ^3  ?           2/3  '        2/3 

Die  Form  ci>3  welche  die  Normalgestalt  darbiete,  liefere  daim  die 
Function: 

(5)  V  (w,  &  |  w,  /)  =  x.r*yz-*'<$>(xi  |  2/,.)  , 

welche  letztere  von  zwei  Stellen  (w,  e)  und  (w,  0")  der  Flache  alge- 
braisch  abhiingt.  Ftir  diese  Function  aber  gilt  die  Eutwickluiig: 

(6)  Y(w,  0  |  w',  s') 


wobei  fur  den  ersten  der  Sunnnationsbuchstaben,,  <?,  die  Ungleiclnmg 
0  <I  (?  <  n  besteht;  w  und  #  sind  endlich  durch  die  irreducibele  Re- 
lation f(w}  8)  =  0  verbunden,  in  welcher  w  bis  auf  die  ni6  Potenz 
ansteigt. 

Man  setze   nun;  es  gabe  noch  eine  zweite  Normalgestalt  4>'  fiir 
unsere  Correspondenzgleicliung,  so  wird  die  zugeliorige  Function: 

(7)  r  (w,  *  |  w,  /)  —      tf**^  *(*>',  O 


fur  jedes  besondere,  in  Ubereinstimmung  mit  f=Q  gowahlte,  Wert- 
system  w  =  %',  %  =  #0'  eine  nur  noch  von  deni  einen  Punkte  (w,  #) 
abhangende  algebraische  Function  der  Fn  darstellen,  welche  mit 
W(w,  $  I  WQ,  ^}  in  Bezug  auf  alle  Null-  und  CJnstetigkeitspuiikto 
genau  ubereinstimmt  Die  beiden  Functionen: 

sind  demnach  bis  anf"  einen  constanten  Factor  c  mit  einander  identisch. 
Aber  eine  algebraische  Function  des  durch  f(w,  0)  =  0  definierten  Ge- 

*)  Dies  tritt  insonderlieit  stets  dann  ein,  wenn  zugleich  v<^n  und  v'<in  ist. 
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bildes  lasst  sieh  als  lineare  gauze  Function  von  w,  w2,  . . .,  wn~~1,  mit 
rationalen  Functionen  von  #  als  Coefficienten,  bekanntlich  nur  in  einer 
eimigen  Weise  darstellen  (cf.  p.  490).  Es  folgt  somit,  dass  ftir  jede 
eiiizelne  Combination  #;  T  der  Zahlwert  #0,7f(w0';  #0')  gleich  dem  niit 
jener  Constanten  c  niultiplicierten  Zdhlwerte  #0,  *  («00',  #0')  *s^  ^a  a^er 
«00',  V  eine  beliebige  Losung  von  /=  0  darstellten,  so  ist  die  Identitat 
der  algebraischen  Function  g<s,*(w>8)  mit  cgati(w,&)  erwiesen.  Nun 
finden  sich  in  den  Ausdriicken  g',  g  (zufolge  der  Normalgestalt)  von  w 
nur  die  Potenzen  w,  ...,  w?n—1;  es  wird  also  geradezu  der  rationale 
Ausdruch  ga^  durcli  Multiplication  mit  G  in  den  Ausdruek  g^t  iiber- 
gehen. 

Indem  wir  zur  lioniogenen  Schreibweise  zuriickgehen?  ergiebt  sich 
in  der  That  der  Ausdruek  <t>(#A  |  j/t)  in  der  Normalgestalt  als  bis  auf 
einen  Factor  G  eindeutig  bestimnit.  Da  aber  jede  unserer  Correspon- 
denzgleichungen  durch  die  Massnalinie  (2)  in  die  Normalgestalt  uber- 
gefiihrt  werden  konnte,  so  ist  encllich  erwiesen,  dass  nadi  einmal  aus- 
gcwahlten  8  +  d'  Zusat&punJcten  jede  mogliche  Correspondetwgkichung  aus 
cincr  imtcr  ihnen  nach  der  Hegel  (2)  ableifbar  ist  Speciell  aber  ergiebt 
sich:  Ist  v  <  n  ^lnd  giigleicli  i/'<  n,  so  giebt  es  Us  auf  einen  constanten 
Factor  nur  cine  Form  ct>  (^  |  ^)  ?  wlche,  mit  Null  identiscli  gcsetet, 
tmsere  Correspondent  in  Icseiclineter  Weise  darstellt. 


§  4.    Aizswahl  der  drei   speciellen  im  folgenden  211  behandolnden 
Classen  von.  Modularcorrespondenzen. 

Nach  den  voraufgehenden  allgemeinen  Entwicklungen  wenden  wir 
ims  nunmehr  zur  algebraischen  Darstellung  einiger  besonderen  Moclular- 
correspondenzen.  Dabei  werden  wir  sogleich  eine  sehr  weit  gehencle 
Beschrankung  unserer  Untersuchung  eintreten  lassen,  indeni  wir  erst- 
lich  behufs  wirklicher  Bildung  der  Correspondenzgleichungen  immer  die 
ternare,  auf  eine  ebene  Cn  gegrundete,  Formentheorie  benutzen  wollen; 
wahrend  wir  andererseits  nur  sogenannte  ScJmittsystem-Gorresponden#en 
aufnehmen  inogen.  Wir  bezeichnen  aber  eine  #-/3-deutige  algebraische 
Correspondenz  als  eine  Schnittsystem-Correspondenz,  falls  dieselbe  durch 

eine  einzelne  Gleichung   cj>  (^  |  y^  =  0   der  Dimensionen  —   6e0.   —  in 

den  VaridbelenreiJien  rein  dargestellt  werden  "kann.  Hierin  liegt  eine  dop- 
pelte  Beschrankung  unseres  Untersuchungsgebietes :  Einmal  namlich 
muss  w  =  0  sein7  d.  h.  wir  Jiaben  unsere  Seispiele  unter  den  nullwertigen 
Correspondenzen  aussusuchen;  sodann  muss  es  moglich  sein;  oJine  Zu~ 
hiilfenalwne  irgcnd  wclcJier  S  lee.  8'  Zu^atzpunltie  die  GleieJiung  <1>  =  0 
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#M  bilden.  Uber  diese  beiclen  Gesichtspimkte  haben  wir  sogloicli  aus- 
fiihrliche  Discusslonen  anzustellen. 

Wie  man  weiss,  lasst  sich  das  Polygon  jeder  Untergruppe  f^ 
clurch  zweckmassige  Auswahl  zugehoriger  Moduln  auf  eine  ebene  Cn 
eindeutig  beziehen.  Aber  wir  wissen?  dass  In  keiner  Weise  bel  alien 
Gruppen  die  erweiterte  Transformation  ?ater  Ordnung  zu  _  4>  («)-<!>  (w)- 
cleutigen  Corresponclenzen  fiilirt  (unter  4>(w)  stets  die  Teilersuinme  von 
n  verstanden).  Indem  wir  vielmehr  selbstverstandlich  sofort  f^  als 
Congrmwgntfpe  annehmen,  moge  sie  iiberdies  in  der  gesainteu  Modal- 
gruppe  ausgegeichnet  sein?  damit  wir  von  voruberein  jenen  inuhsamen 
Untersucliungen  tiber  Reducibilitat  der  Transformationsgleichungen  aus 
clem  Wege  gehen;  die  uns  frtiber  (p.  86  ff.)  ausfiihrlich  beschiiftigten. 

Endlicli  aber  wolle  man  benierken?  class  wir  seiner  Zeit  bei  den 
Modulargleiclmngen  der  Ikosaederirrationalitat  t,  guten  Vorteil  aus  ge- 
wissen  invariantenfheoretiscfien  Schlussweisen  zogen,  welche  letztere  auf 
dem  Unistande  basierten?  dass  §  sich  gegenuber  alien  Modulsubstitu- 
tionen  linear  reproducierte.  Wollen  wir  auch  liier  im  ternaren  Ge- 
biete  derartige  Hulfsmittel  der  Tnvariantentheorie  in  moglichst  weitem 
Umfange  zur  Verwendung  bringen,  so  niiissen  wir  die  Curve  Gn  «o 
auswahlen  konneu,  class  sie  den  p  bezuglich  f^  inaqnivalenten  Modul- 
substitutionen  gegenuber  ^  Collineationen  in  sich  erfahrt 

Und  nun  kennen  wir  tiberhaupt  nur  drei  Gruppen  f^,  welche  die 
bis  jetzt  geforderten  Eigenschaften  in  sich  yereinen;  es  sind: 

1)  die  Hauptcongntenggmppe  siebenter  Stufe  f1G8  mit  dem  Modwlr 
system  der  &cc, 

2)  die  ausge&eiclmete  TD6.   acliter  Stufe  mit  dem  (nielit-liomogen  ge~ 


schriebeneri)  System  ]/l,  j/1  —  A; 

3)  die  ausgemclincte  r384  der  scdizelmten  Stufe  mit  dem  Modulsystwn 


Auf  diese  drei  Gruppen  soil  unsere  Untersuchuug  soniifc  einge- 
schrankt  bleiben,  wie  wir  ja  schon  in  der  Einleitung  zum  vorliegenclen 
Kapitel  andeuteten.  Die  zugehorigen  Curven  gehoren  fur  die  Fillle 
1),  2)  der  vierten;  ini  Falle  3)  der  achten  Ordnuug  an,  ihre  Glei- 
cbungen  sind: 

1)  Pur  die  riss: 

(1) 

2)  far  die  r96: 
(2) 

wo: 
(3) 
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3)  fur  die  f3Sd: 

wobei  gesetzt  ist: 

__  yti 

(5)  ]/A  :  ]/l  —  A  :  es  =  s±  :  0% :  #3. 

Die  Gestalt  der  Collineationsgruppe  der  Curve  (1)  ist  uns  von  fruher 
her  selir  bekarint  (vergl.  z.  B.  I  p.  705);  die  Collineationsgruppen 
0-ijQ  und  Cr384  sind  aus  den  Gleichungsformen  (2)  und  (4)  unmittelbar 
ableitbar  und  die  Zuordnung  der  ternaren  Substitutionen  zu  den  Mo- 
dulsubstitutionen  entspringt  leiclit  aus  dem  Verlialteu  von  A  gegen- 
iiber  clen  Erzeugenden  8  und  T*).  Die  Entwicklungen  der  vorau- 
gelienden  Paragraphen  aber  finden  auf  unsere  Curven  C4?  G^  GB-  deshalb 
ohne  weiteres  Anwendung,  well  leMere  samtlich  singulantcitenfrei  sind, 
Dass  dies  aber  der  Fall  ist,  ergiebt  sich  aus  dem  Unistande,  dass  in 
alien  drei  Fallen  die  Gleichungen: 

durcli  keinen  Punkt  (#/)  zugleich  erfullt  sein  konnen. 

Ftir  alle  principiellen  Uberlegungen  benutzen  wir;  wie  gleiclifalls  be- 
reits  in  der  Einleitung  erwahnt,  fortan  die  Curve  C4  der  F1(.8  und  geben 
die  parallel  gehenden  Resultate  flir  die  fD6  und  f384  nieist  nur  ohne 
Beweis  an.  Die  ausfuhrliche  Behandlung  der  zur  f9(5  und  zur  r384 
gehorenden  Correspondenzen  findet  man  in  der  p.  668  ausfuhrlieh  ge- 
nannten  Arbeit  von  E.  Fiedler,  die  Untersuchung  der  Modularcorre- 
spondenzen siebenter  Stufe  ist  erst  letzthin  vom  Herausgeber  clurch- 
gefiihrt  worden**). 

§  5.     Anssonderung  der  millwertigen  Correspondenzen  bei  den 
G-ruppen  riG8?  ro6  und  T384. 

Wir  haben  den  Begriff  cler  Schnittsystem-Correspondenzen  yorhin 
so  gefasst,  dass  dieselben  stets  nullwertig  sein  sollten.  Es  ist  sonach 
unsere  erste  Aufgabe;  fiir  die  einzelne  der  drei  ansgewahlten  Gruppen 
Tj£  diejenigen  Ordnungen  n  anzugeben,  deren  zugehorige  Modularcorre- 
spondenzen thatsachlich  die  Wertigkeit  w  —  0  aufweisen. 

Inclem  wir  rnit  der  P168  siebenter  Stufe  beginneB,  werden  wir  nach 
p.  606  jedenfalls  fur  alle  quadratischen  Nichtreste  n  von  7  mit  null- 
wertigen  Modularcorrespondenzen  zu  thun  baben.  Bei  den  quadra- 


*)  Of.  Fiedler,  1.  c.  pag.  20  u.  f. 

**)  Siehe   dariiber   auck  die  vorl^ufige    Notiz   »Zur  Theorie    der  Modular- 
n^  in  den  Gottinger  Naclaricliten  vom  5.  M'arz  1892. 
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iisclien  Eesten  n  ist  aber  die  Bedingung  ftir  uullwerfcige  Oorrespon- 
denzen  die,  dass  die  ganze  Zalil  ^(w),  die  wir  p.  583  durcli  die  Formelu. 
(5)  und  (6)  definierten,  mit  Null  identisch  ist.  Dies  wircl  insbesondere 
stets  dann  der  Pall  sein;  wenn  filr  das  vorgelegte  n  eine  Darstellung: 

(1)  4w  —  I2  +  1'rf 

in  ganzen  Zahlen  (j,  y  uberhaupt  niclit  existiert,  und  wir  wollcn  die 
Untersuclumg  soweit  fiihren?  dass  wir  die  Reste  n  olme  eine  Darstel- 
lung (1)  wirklicli  ersehopfend  charakterisieren.  Die  hierzu  notige 
Ubeiiegung,  welche  wir  nur  kurz  angeben,  ist  iibrigens  ikren  wesent- 
lichen  Punkten  naeh  in  den  Elementen  der  Zahlentheorie  wohl- 
bekannt  *)  . 

Man  nehme  erstlich  an,  dass  fiir  das  vorgelegte  n  eine  Darstel- 
lung  (1)  thatsaehlicli  existiere,  und  benenne  den  grossten  gemeinsaraen 
Teller  der  darstellenden  Zahlen  |,  y  durcli  t.  Es  wird  dann  4n  ofl.cn- 
bar  durcli  T2  teilbar  sein?  und  indem  wir  schreiben: 

(2)  |  =  g0r,    r,  =  ,0r,    folgt:  ^  =  |03  +  7  ^. 


Die  Zahl  ^0  ist  relativ  prim  gegen  —  -$•  (weil  sonst  t  niclit  der  grosste 

if 

gemeinsame  Teller  von  |;  q  ware),   und   infolge    clessen   konnen    wir 
sclireiben: 


(3)  •      -T 

so  dass  sich  als  erstes  Resultat  ergiebt:  Soil  eine  Darstellung  von  4.n 
in  der  Gestalt  (1)  nwglicli  sein,  so  muss  loenigstms  em  guadratischer 

Teiler  t2  von  &n  existicren,  filr  ivelclien  —  7  quadratisclier  Eest  von  —^  ist. 

Man  nehme  jetzt  unigekehrt  die  hiermit  formnlierte  Porderuug 
als  erfullt  an  und  wird  dann  eine  ganze  Zahl  m  angeben  konnen, 
welche  der  Congruenz: 

(4)  -7=<   (mod.^) 

geniigt.  Diese  Zahl  m  wird  man  zudem  als  ungerade  anriehuien  dlirfen; 
denn  falls  -^  geracle  ist,  wird  ja  mfolge  (4)  sicher  m~l  (mod.  2) 
sein-5  ist  hingegen  -^  ungerade^  so  darf  man  m  mod.  2  beliebig  wahlen. 
Demnachst  schreibe  man  die  Congruenz  (4)  in  die  Gleichung  urn: 

/K\  rr  2  7        4:M  g  .      I         6*% 

(5)  —  7  —  m*  -  I  -  -p.  =  m2  —  4  p  -  ~^-, 

wobei  wir  0  ==-  1  setzen?  falls  bereits  n  durch  v2  teilbar  ist^  wahrend 
*)  Man  vergl.  z,  B,  Diriohlet-Pedekind,  Zahlentbeorie  (3te  Aufl.)  p.  143. 
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sonst   <5  =  2   sein  soil,     lin    letzteren   Falle    ist  x   notwendig   gerade, 
und  —   ist   entweder   ungerade   oder   das    Doppelte   einer    ungeraden 

Zahl  *?  eben  deslialb  wircl  fiir  <?  =  2  zufolge  m  =  1  (mod.  2)  die  Zahl 
I  durcli  4  teilbar  sein.     In  jedeni  Falle  haben  wir  sonach  in: 


(6)  (P,  e,2Z) 

eine  ganzsdlilige  binare  qiiadratiselie  Form  der  Determinante  D  =  —  7 
gewonnen. 

Von  hier  aus  ist  es  nun  leicht  einzusehen?  dass  die  Bedinguug, 
—  7  sei  Rest  yon  4nir~2,  aucli  hinreichend  fiir  die  Existenz  einer 
Darstellung  (1)  ist.  Man  erinnere  sicli  namlich,  class  es  nur  cine  Classe 
von  Formen  (P;  Q,  It)  der  Determinante  D  ==  —  7  giebt.  Dieser- 
balb  wird  die  in  Gleichung  (6)  vorliegende  Form  mit  der  reducierten 
Form  (1?  1;  2)  iiqiiivalent  sein,  und  es  giebt  insbcsondere  zwei  ganze 
Zablen  x>  y,  welche  der  Bedingung  genLigen: 

(7)  "^  =  ^  +  ^2/  +  2y2. 
Setzt  man  daraufhin: 


so  genugen.  die  beiden  ganzen  Zahlen  |,  ^  thatsachlich.  der  Beclingung 
(1).  Wir  haben  somit  das  Resultat  gewonnen:  Stets  und  nur  dann 
wird  es  wenigstens  cine  Darstellung  (1)  geben,  wenn  ein  soldier  quadra- 
tisclicr  Teller  t*  von  4w  existiert,  dass  —  7  qiiadratiselier  Rest  von 
4^r~2  ist. 

Der  letzteren  Bedingung  konnen  wir  aber  noch  einen  einfachereu 
aritlimetischen  Auadruck  verleihen.  Wir  zerlegen  zu  diesem  Ende  n 
in  seine  Primfactoren  n  =  Qi*-  ^  .  .  .  und  bringen  dann  ein  paar  Satze 
aus  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  in  Anwendung.  Verstelien  wir 
unter  q  einen  Primfactor  von  n  der  Gestalt: 

(8)  2  =  7A  +  3  oder  =  7A  +  5  oder  =  7/^  +  6, 

so  wird  erstlich  zufolge  des  Reciprocitatsgesetzes: 


sein.  Die  h.6c]iste  in  n  eingehende  Potenz  gv  von  q  wird  demnach  im 
quadratisclien  Teiler  T2  von  4n  entlialten  sein  miissen,  weil  sonst  g 
noeh  in  4m;""2  entbalten  ware,  worauf  alsdann  —  7  nicht  quadra- 
tischer  Rest  von  4m~~2  sein  komite.  Der  Exponent  v  von  q  muss 
deiogemass  eine  gerade  Zahl  sein.  Trifft  die  somit  formulierte  Be- 
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dingung  fur  alle  jene  Primfactoren  von  n  ein;  die  erne  tier  Gestalten 
(8)  haben,  so  wirJ  man  Ta  so  wahlen  konnen?  class  die  gauze  Zahl 
4Mir~a  nur  noch  quadratische  Eeste  q  von  7  zu  Primteilorn  hat.  Dann 
aber  wird  wiederum  nacli  bekannten  Satzen  aus  der  Theoric  dor  qua- 
dratischen  Keste  —  7  Rest  von  4«f""2  sein*). 

Indent  wir  dieses  Ergebnls  benutzen  bez.  uinkehren,  erlialten  wir 
als  Antworfc  auf  die  eingangs  aufgeworfene  Frage:  Wir  Mien  mill- 
wertige  Modularcorresponden^cn  siebenter  Stufe  ntcr  Ordnung 

1)  fur  alle  quadmkischen  Nichtrcste  n, 

2)  filr  alle  diejenigen   quadratisehen   Ecste  n,   in  dcncn  w&iigstens 
eine  mod.  1  mit  3  oder  5  oder  6  congruence  Primsdld  q  in  linger  ad  or 
(kochster)  Potent  enthalten  ist. 

Analog,  aber  noch  eiufacher  gestaltet  sich  die  gleiche  Untor- 
sueliung  fur  den  Fall  der  roo,  wo  die  in  Betraeht  kommende  Ent» 
wicklTingsfdnction  %(n)  dnrcli  die  Formeln  (11)  und  (12)  p.  591  clefinicrt 
ist.  Die  Ordnung  n  ist  jetzt  ungerade,  und  es  gilt  zu  entsclieiden 
waun  Darstellungen  n  =  £a  +  4tj2  nicht  moglich  sincl.  Dabei  kommt 
uns  wieder  zu  statteu,  dass  es  fur  die  Determinante  D  =  —  4  nur 
eine  Forinclasse  giebt  (cf.  I  p.  249),  und  wir  finden  leiclit  das  liesultal: 
Die  0ur  n***  Ordnung  geltorenden  Modularcorrespondenzen  der  fyB  sind 
nulhvertig,  falls  ivenigstens  eine  Pritngahl  der  Gestalt  (4h  +  3)  cxisticrt, 
deren  Jidehste  in  n  aufgelicnde  Potent  einen  ungeradcn  Eocjponcntcn  aufioeist. 
+ ,  Es  soil  aucli  noch  das  Resultat  angefuhrt  werden,  welches  Hr. 
Fiedler  ini  dritten  Kapitel  seiner  gen.  Abhandlung  fiir  die  Gruppe  P384i 
durch  ausfuhrliche  Darlegung  bewiesen  hat,  Eeduciert  man  in 

n  =  q^  .  qj*  -  tf*  •  •  • 

alle  Exponenten  v  modulo  2  auf  ihre  kleinsten;  nicht  negativen  lieste, 
so  nioge  dabei  n  in  n0  tibergehen,  eine  Zahl,  die  dann  quadratiseho 
Teiler  >  1  nicht  mehr  aufwcist.  Da  n  ungerade  ist;  so  werden  sich 
die  Primfactoren  von  n  ocler  ^?0  mod.  8  auf  die  vier  Zahlclassen  1,3, 
5?  7  verteilen,  und  es  rnogen  die  in  diese  vier  Classen  entfallenden 
Anzahlen  von  Primfactoren  cler  Zahl  n0  bez.  durch  a>  I,  c,  d  bezeichnct 
sein.  Man  hat  alsdann  nullwertige  Correspondent-ten: 

M  n  =  8h+  I,  falls  c  +  d>0,  I  +  d>0, 
M  n  =  Sh  +  3;  falls  c  +  d  >  0, 
M  n  =  8 h  +  5,  falls  b  +  d>0, 

walirend  "bei  n  =  S&  +  7  stets  nullwertige  Correspondent  vorliegen. 


*)  Siehe  Dirichlet-Dedekind,  1.  c.  pag,  87. 
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Die  vorstehenden  Erorterungen  bezogen  sick  durcliweg  auf  er- 
weiierte  Transformation  niey  Ordnung;  die  Correspondenzen,  fur  welclie 
unsere  Angaben  gelten,  sind  sonach  stets  dann  reducibel,  wenn  n 
quadratische  Teiler  >  1  aufwelst.  Man  kann  fragen,  was  sich  fiber 
die  Wertigkeit  der  irredueibelen  Correspondenzen  n**x  Ordnung  aussagen 
ISsst,  wenn  jene  reducibele  Oorrespondenz  zufolge  der  voraufgehend 
entwickelten  Regeln  nullwertig  ist.  Aber  es  waren  die  fur  das  Auf- 
treten  nullwertiger  .Correspondenzen  an  die  Zahl  n  zu  stellenden 
Bedingungen  ganz  nnabhangig  von  etwaigen  quadratischen  Factoren 
des  n.  War  denmach  die  reducibele  Oorrespondenz  ni&v  Ordnung  null- 
wertig,  so  muss  das  gleiche  von  den  ,,reducibelen"  Correspondenzea 

alley  Ordnungen  —2  gelten,  wo  t2  die  quadratischen  Teiler  von  n  durch- 

lauft,     Es  folgt  hieraus  leicht,  dass  beim  einzelnen  n  mit  den  reducibelen 
Modularcorre$ponden$en  immer  aucli  die  irreducibelen  nullwertig  sind. 

§  6.     Allgemeines  liber  Scknittsystem-Correspondenzen.     Aussonde- 
rung  derselben  bei  den  Curven  04  und  C8  der  Grnppen  f96,  r»84. 

Unter  den  niillwertigen  Correspondenzen  liaben  wir  jetzt  zweitens 
diejenigen  auszusondern,  welehe  auf  den  drei  Ourven  des  §  4  iin  Shine 
von  p.  679  Schnittsystem  -  Correspondenzen  sind.  Hierbei  ist  erne 
wichtige  Bemerkung  vorauszusehicken:  Wahrend  die  Wertigfteit  eine  wn 
ratiowaler  Transformation  gan&  unabMngige  Eigenschaft  einer  Correspon- 
dent ist,  Mngt  es  selbstverstandlich  durchaus  wn  der  particuldren  AuswaJil 
der  Curve  Cm  ab,  db  auf  derselben  die  ein^elne  nullweriige  Correspondent 
eine  Schnittsystem-Correspondens  wird  oder  niclit.  Das  Beispiel  der  F16S 
bestatige  dies?  indem  wir  eimnal  n  ==  3  soclann  w  =  5  nennaen;  im 
ersten  Falle  liaben  wir  eine  4-4-deutige?  im  letzteren  eine  6-6-deutige 
Correspondenz^  und  beicle  Male  liegt  die  Wertigkeit  w  —  0  vor.  Bei 
der  riG8  hatten  wir  nun  neb  en  der  C^  der  &a  nocli  die  Curve  CG  tier 
A«  kennen  gelernt-,  es  wird  aber  die  Corresponclenz  fiir  n  =  3  nur 
dann  eine  Schnittsystem -Correspondenz?  falls  wir  die  ebene  G4  zu 
Grunde  legen;  und  entsprectend  liefert  der  filnfte  Gracl  fiir  die  Baum- 
curve  Oc  eine  Schnittsysteni-Correspondenz.  Die  betreffenden  Gleicliungen 
nelimen  unter  zweckmassiger  Auswalil  der  Schemata  die  folgenden 
besonders  einfachen  Fornien  an: 

n  =  3,    y^  +  y&  +  y^  =  0, 
n  =  5,     B0A0  +  B.A,  +  B2A2  +  B,A4  =  0, 

wie  wir  hier  oline  Reweis  anfiihren.     Dass  aber  die  4-4-deutige  Corre- 
gpondenz    auf  der   CQ    keine  Schnittsystem-  Corresponclenz    sein   kann, 
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und  ebenfalls  nicht  die  6-6-deulige  Oorrespondenz  auf  der  6Y4;  ver- 
steht  sich  von  selbst  Aus  den  eben  mitgeteilten  Forineln  kann  man 
iibrigens  nach  I  p.  731  schliessen,  dass  die  Correspondenzgleicliung 
fiir  n  =  3  auf  der  C6  die  Dimension  en  a/  =  v'  =  2  in  den  A,;  und 
BI  darbieten  wird?  wahrend  andrerseits  die  einfacliste  Corrospondenz- 
gleichung  fur  n  =  5  auf  der  (74  nacli  den  namlichen  Pormeln  die 
Dimension  3  in  den  $  wie  den  y  besitzt. 

Nach  diesea  vorlaufigen  Bernerkungen  keliren  wir  zu  den  drei 
Curven  6r4)  C4?  C8  unserer  drei  Gruppen  f^  zuruck  und  liaben  hier  den 
Satz:  1st  leim  einzelnen  n  auf  der  Cm  eine  unter  den  ft  zugelwrigcn 
Modularcorrespondensen  eine  Sclinittsystem-Correspondenz,  so  smd  es  cflelcli 
alle  ft;  denn  sie  alle  entstelien  aus  einer  unter  ibnen  dadurch,  dass 
man  bei  unyeranderter  einen  Yariabelenreihe  auf  die  andere  alle  p 
ternaren  Substitutionen  der  zugehorigen  G^  austibt.  Bei  Inversion 
gelit  aber  die  einzelne  unserer  Correspondenzen  stets  in  eine  der  p 
gleicbberechtigten  fiber:  Haben  wir  also  eine  Schnittsy  stem-Corresponded 
fur  laufende  Coordinaten  x,  so  aucli  fiir  y.  Nehrnen  wir  Beides  zu- 
sammen,  so  folgt  aus  den  Regeln  der  §§  2  und  3":  Bei  einer  nullwer- 
tigen  Ordmtng  n  Jiaben  wir  auf  der  Cm  stets  und  nur  dann  mit  Sckniti- 
sy  stem-  Correspondenzen  #u  thm,  falls  es  fiir  einen  PwJct  #  der  Cm  gelwgt, 

die  <b(n)  correspondierenden  Punlde  dwell  eine  Curve  der  Ordnuny  ~O(n) 

auf  der  Gm  ausmscJmeiden.  Bei  diesen  <t>(n)  der  particularen  Stelle  #/ 
eorrespondierenden  Punkten  der  Cm  diirfen  wir  aber  uach  dem,  was 
voraufgent,  das  Schema  der  Transformation  nter  Ordnung  beliebig  aus- 
wahlen. 

Wir  fiihren  nun  die  Untersuchung  zuvorderst  fur  die  Curven  C4 
und  Cs  der  rg<3  und  r384  zu  Bnde  und  wahlen  hier  als  particuVare 
Punkte  0  unter  Ruckgang  auf  die  urspriinglichen  Polygone  cleren 
Spitzen  <D==ioo.  Die  <t>(w)  zugeordneten  Punkte  sind  fiir  beliebiges  GJ; 
wenn  wir  das  schon  p.  607  gebrauchte  Schema  benutzen  sollen,  bei 
unseren  Gruppen  r96,  r384  bez.  gegeben  durch: 

x_  ,        Aa>  +  SB          , 

(1)  G)^^^j      v 


- 


oo  =  i  oo  bowmen  somit  sotoohl  lei  der  04  wie  bei  der  C8 
O(n)  gugeordnete  "Punkte  an  eben  jener  Stelle  &  ==  ^'oo  $ur  Coincident. 

Nun   sind  bei  der  Werteverteilung  von  ]/T?  ]/t  —  I  auf  cler  (74 
der  rys  der  Spitze  cj==ioo  die  Coordinaten  zugeordnet: 


:#. 
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und   die  in   diesem  Punkte   an  die  C4  zu  legende  Tangente  ist  durch 


gegeben.  Dieselbe  schneidet  die  C4,  wie  man  leiclit  feststellen  wird, 
in  vier  zusaniinenfallenden  Punkten.  Man  bemerke  auf  der  anderen 
Seite,  class  die  Teilersumine  <t>(¥)  fur  die  Ordnungen  n  mit  null- 
wertigen  Correspondenzen  stets  durch  4  teilbar  ist.  Man  braucbt,  ura 
dies  zu  sehen,  nur  auf  die  Formel  (6)  p.  47  zuriickzugehen,  wobei  in 

Betraclit  kornint,  dass  alle  Zahlen  ~y  wenigstens  einen  Prinifactor  der 

Gestalt  q  =  4Ji  -f-  3  aufweisen.  —  Indeni  wir  zusammenfassen,  werden 
in  alien  bei  mis  vorliegenden  F'allen  die  O(w)  der  Stelle  (D=ioo  auf 
der  04  correspondierenden  Punkte  y  thatsachlich  rein  ausgeschnitten, 

nlimlich  durcli  die  Curve  (yl  --  ~^  y^^(n}  der  Ordnung  -J-0(w). 

Bei  der  zur  Grnppe  r384  gehorehden  Curve  CB  treffen  wir  auf  ganz 
alinliclie  Verhaltnisse.  Hier  entspricht  der  Spitze  co  =  i  oo  ein  Punkt 

71  i 

s  unserer  Curve  achter  Ordnung?  dessen  Tangente,  ^  ~~  e  8  ^2  =  0,  die 
Curve  in  aclit  consecutiven  Punkten  schneidet.  Auf  der  anderen  Seite 
geht  aus  den  am  Schlusse  des  vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Be- 
dingungen  der  Wertigkeit  w  =  0  hervor,  dass  bei  den  fur  uns  in 
Betracht  kommenden  n  stets  0>,(ri)  durch  8  teilbar  ist  (cf.  Fiedler 
1.  c.  p.  66).  Fassen  wir  also  gleich  als  Schlussresultat  zusaminen:  Alle 
im  vorigen  Paragraplien  fur  die  Gruppen  r9G  und  1~384  angegebenen  null- 
wertigen  Modiilarcorrespondcnzen  erweisen  sicli  auf  den  Gwmn  04  be0.  C$ 
als  SchniUsystem-  Correspondensen. 

§  7.    Aussonderung   der  Scbnittsystem-  Correspondenzen  bei  der  04 

der  Grappe  f1C8. 

Etwas  umstandlicher  gestaltet  sich  die  Behandlung  cler  Frage, 
wann  sich  erne  nullwertige  Correspondenz  siebenter  Stnfe  auf  der  (74 
der  #a  als  Schnittsystem-Correspondenz  darstellen  lasst.  Als  Reprasen- 
tanten  system  werden  wir;  wie  sonst  stets  ;  dasjenige  voni  Schema 

\o'  1  /  ^)evor2llgei'1;  welches  hier  gegeben  ist  durch: 

/1\  rr     Mffl  +  7J5\  T/  /D,  0         \        .          .     „, 

(1)  co  =  7^  (—  J—  )  ,     V*  =  (  Q  D^)     (mod.  0  • 


Nehmen  wir  nun  wiecler  als  particularen  Punkt  0  die  Spitze  co  =  ?oo? 
so  werden  sich  ersiehtlich  die  $>(n)  correspondierenden  Punkte  auf  jene 
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drei  Stellen  c  der  Curve  vierter  Ordnung  verteilen,  welche  in  dem 
Bilde  des  reellen  Curvenzuges  (I  p.  702,  Fig.  103)  die  drei  Bcken  des 
Ooordinatendreiecks  der  ttt  abgeben.  Diese  drei  Punkte  wurden  in  der 
citierten  Figur  ci?  c%,  c5  genannt,  und  es  wird  Fo(ico)  den  ersten, 
zweiten  oder  dritten  dieser  Punkte  ergebeu,  je  nachdeni 

D  =  +  1,     =  +  2     oder  endlich  —  +  4     (mod.  7) 

ist.  Verstelien  wir  hiemach  unter  g>v(n)  die  Summe  aller  Teiler  von  w, 
welche  =  +  v  modulo  7  sind,  so  ergiebt  sich:  Die  O(w)  =  <p±  +  9^  +  9?4 
der  Stelle  ct  correspondierenden  PunUe  der  Ciirve  vierter  Ordnung  wrtcilen 
sicli  auf  die  Stellen  c1?  c3?  c^;  und  $war  entf alien  auf  cl  im  gan&en  (p^ 
auf  c3  ebenso  <p$,  auf  c5  endlich  ^4  Pwrikte. 

Als  erste  Bedingung  fiir  das  Eintreten  einor  Schnittsystem-Corre- 
spoaidenz  liaben  wir  jedenfalls  anzugeben: 

(2)  <D(n)  =  0B    (mod.  4), 
worauf  wir 

(3)  4>(w)  — 4<J 

setzen.  Nun  aber  ist  weiter  die  Frage  nacb.  der  Existenz  einer  ganzen 
Form  g(e^  der  <?tm  Dimension  zn  discutiereu,  die,  gleicli  Null  geactzt, 
auf  der  C4  die  drei  Punkte  C1?  es,  c6  bez.  in  den  riclitigen  Multiplicituten 
9i?  9%i  9d  ausschneidet. 

Man  nehme  eine  derartige  ganze  Form  g(0a)  zuvorderst  als  exi- 
stierend  an  nnd  bilde?  unter  Aufnahme  einer  gleich  naher  zu  bestim- 
menden  ganzen.  Zah.1  x,  von  g($a)  aus  die  algebraische  Function: 

(4)  F(fa)   —  ^~^-o  ^8*-V4  ^-x  .  ^(^)  . 

Da  die  Coordinatenaxen  ^a  =  0  die  Curve  vierter  Ordnung  ausseMiess- 
lich  in  den  Punkten  c1?  c3?  <?5  treiffen,  so  wird  aucli  die  Function  F 
liochstens  an  diesen  Stellen  verschwinden  oder  imendlieh  werden 
konnen.  Aber  man  zahlt  sofort  ab?  dass  F  ini  Punkte  c6  endlich  und 
von  Null  verschieden  ist?  wahrend  bei  c3  ein  Nullpunkt  der  Ordnung: 

(5)  i_%_2^  — tf+7x, 

bei  q  endlich  ein  Unstetigkeitspunkt  eben  dieser  Ordnung  liegt*). 

Man  verfiige  jetzt  iiber  die  ganze  Zabl  K  in  der  Art,  dass  "k  eine 
Zahl  aus  der  Reihe  7c  =  0;  +  1,  H~  2;  +3  wird;  und  bemerke  iibrigens, 
dass  J1  eine  |fc|-wertige  algebraische  Function,  unseres  Gebildes  vom 
Geschleehte  j)  =  3  ist,  unter  |A|  den  absoluten  Betrag  von  7c  verstanden. 

*)  Dabei  ist  natiirlich  unter  ein  em  Eiillpunkte  der  negativen  Qrdnutig  —  v 
ein  UiQstetigkeitspnnkt  der  yten  Ordnung  gemeint. 
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Da  aber  unser  Gebilde  p  =  3  nicht  liyperelliptiscli  ist?  so  kann 
&  =  +!,  -f-  2  niclit  vorkommen.  Dra'wertige  algebraische  Functionen 
giebt  es  freilicli;  dieselbeu  sind  aber  nach  I  p.  554  Specialfunctionen 
und  werclen  durcli  solche  #a-Quotienten  darzustellen  sein,  dass  Zahler 
mid  Nenner,  ftir  sich  gleich  Null  gesetzt,  in  der  Ebene  der  (74  zwei 
Gerade  darstellen,  die  sich  auf  der  C±  selineiden.  Da  ist  nun  bei  der 
charakterisierten  Lage  der  Null-  und  Unstetigkeitspunkte  von  F  geo- 
nietriscli  evident,  dass  wir  diese  Function  nicht  als  Quotient  zweier 
linearen  Yerbindungen  der  &  darstellen  konnen;  es  bleibt  somit  nur 
nocli  die  eine  Moglichkeit  Jc  =  0.  Setzen  wir  aber  in  (5)  das  Hermit 
erhaltene  Resultat  Jc  =  0  ein  und  benutzen  fur  <?  zugleieh  seinen  Aus~ 
druck  (3),  so  kommt;  wenn  wir  aucli  die  Congruenz  (2)  nochrnals  auf- 
nehmen  sollen?  als  notwendige  Sedingttngen  fur  die  E%isten$  der  Form 
g(#a)  und  damit  als  notwendige  Bedingungen  fur  den  Einlritt  einer 
Scl'inittsy stem- Correspondent  bei  der  Ordnung  n: 

9l(n)  +  <p2(n)  +  ^(n)  =  0,    '(mod.  4),  ' 
1  ;  g>i(»)  +  *%(«)  +  2^(w)  =  0,     (mod.  7). 

Aber  die  liiermit  aufgeschriebenen  Bedingungen  sind  ftir  das  Auf- 
treten  der  Schnittsystem-Correspondenzen  auch  bereits  hinreichend. 
Wir  werclen  namlich?  wenn  die  Congruerizen  (6)  bestehen,  K  aus: 

(7)  28^  =  ^  —  3^  +  9^ 
als  gange  Zahl  bereehnen  und  mogen  daraufhin: 

(8)  g(0a}  =  01Sx+flf+V4  0^*-**  #4* 

nach  Massgabe  von  (4)  ansetzen.  Daniit  haben  wir  eine  (vielleicht 
noeli  nicht  ganze)  rationale  Verbindung  0ter  Dimension  der  &a  gebildet; 
welche  auf  der  C^  nirgends  unendlich  wird  und  nur  an  den  drei  Stellen 
ci>  C3)  C5  jeweils  in  der  richtigen  Multiplicit'at  verschwindet.  Als  gan$e 
Form  auf  der  singularitatenfreien  (74  muss  sich  aber  der  in  (8)  gegebene 
rationale  Ausdruck  g(0cc)  notigenfalls  mit  Hulfe  der  Curvengleicliung 
f($a)  aa=  0  aucli  als  gange  rationale  Verbindung  der  0a  schreiben  lassen 
(cf.  pg.  501).  Also  das  Resultat:  Fine  nullwertige  Modularcorrespon- 
deng  siebenter  Stufe  ist  auf  der  C&  steis  und  nur  dann  als  ScJwitt$ystem~ 
Correspondents  darstellbar,  wenn  ihre  Ordnung  n  die  beiden  Bedingungen 
(G)  lefriedigt.  Die  niedersten  Ordnungen  n,  bei  denen  wir  mit  Scbnitt- 
systcm-Correspondenzen  zu  thun  liaben,  sind  daraufhin  die  folgenden: 

(9)  n  —  37  6,  12,  15,  19,  24,  27?  30,  31,  33,  38,  •  •  -• 
Insbesondere  fiir  Prinizaliltransformation  n  ==  %  haben  wir  stets  und 

Klein-Fricke,  Modulfiinctionon,  II.  44 
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nur  daun  Sclmittsystem-Correspondenzen,  weim  q  eine  der  Gestalten: 

2  =  2S/*  +  3,    287* +  19,    287*  +  27 
aufweist 

Haufig  tritt  In  dein  clurch  (8)  gegebenen  Ausdrucke  g(0a)  bei 
einer  der  Grossen  %a  noch  ein  negativer  Exponent  auf;  die  Ordnungen 
n=**l9  oder  w  =  31  liefern  hierzu  Beispiele.  Mit  Hulfe  cler  Gleichung 
jf(0ft)  =  0  lassen  sich  cliese  Ausdriicke  dann  aber?  wie  wir  berelts  an- 
cleuteteu,  stets  vermoge  eleinentarer  Rechnung  in  ganse  rationale  Gestalt 
ilberfiibren;  z.  B.  flir  die  beiden  genannten  Ordnungen  findet  man  so : 

n  —  19,    flf  (0«)  —  %5  +  %?  ^—  ****A  , 
(    '  *—* 


§  8.     Invariaatentheoretisclie    Hiilfsmittel   zur   Bildung    der    Corre- 

spondenzgleielmiigen. 

Endlich  noch  eine  letzte  Vorbereitung  fur  die  Aufstellung  der 
algebraisclien  Oorrespondenzgieichungen  bei  den  drei  oft  genannten 
Curven: 

Bei  der  Aufstellung  der  Modulargleichungen  des  Ikosaeders  ini 
vierten  Kapitel  des  vierten  Abschnitts  erzielten  wir  durcli  Heranholung 
invariantentlieoretiselier  Hiilfsmittel  eine  niclit  unwesentliclie  Abkiirzung 
der  Rechnung.  Ahnlich  liegen  die  Verhaltnisse  hier  bei  den  von  tins 
ausgesonderten  Modularcorrespondenzen,  nur  dass  naturlieli  gegen  friiher 
diejenigen  Complicationen  eintreten,  welche  im  Fortgang  von  der  bi~ 
naren  zur  ternaren  Invariantentheorie  begriinclet  sind. 

Dass  sich  die  allgemeinen  Erorterungen  von  p.  127  ff.  hier  sofort 
iibertragen,  wird  man  leicht  iiberblicken.  Haben  wir  bei  einer  unserer 
drei  Grnppen  F^  fur  die  Ordnung  n  eine  Schnittsystem-Oorrespondenz, 
die  durch  cj)^  |  y^  =  0  auf  der  zugehorigen  ebenen  Curve  dargestellt 
ist,  so  werdeii  wir  zu  alien  ^  Correspondenzen  dieser  Ordnung  etwa 
cladurch  gelangen,  dass  wir  bei  stehendem  yf  die  ^  alien  ^  inaquiva- 

lenten  Substitutionen  V  unterwerfen.    War  aber  JB  =  (    ']  das  gerade 

zu  Grunde  gelegte  Schema  und  wendet  man  auf  die  &  nnd  yt-  bez. 
simultan  die  Substitutionen  V  und  Vr~HVH"~l  ao?  so  wird  cladurch 
unsere  anfanglieh  ausgewahlte  Correspondent  in  sich  selbst  transfor- 
rniert.  Wollen  wir  demnach,  wie  friiher,  die  Vereinigung  von  V  nnd 
V  als  eine  Simiiltan- Substitution  bezeichnen?  so  existiert  eine  gamse 
Gruppe  Grp  von  p  Simultan-Substitutionen  der  durch  <t>  (^  |  y/)  ==  0  dar- 
c/e$tellten  Modularcorrespomlenz  in  sich. 
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Aber  die  Verwendung  dieses  Ergebnisses  erfordert  hier  im  Gebiete 
der  ternaren  Tnvariantentlieorie  nqch  eine  Zwischenbetrachtung.  Indena 
wir  namlich  auf  <t>  (#«  |  J/O  die  biternare  Substitution  (F?  F')  ausiiben, 
wird  im  allgenieinen  0(#t  |  ?//)  niclit  direct  in  sicli  selbst  ubergehen, 
vielmeLr  eine  andere  Gestalt  0'(/*1^0  aunehmen  (die  natiirlich  gleich- 
falls  geeignet  ist,  gleich  Null  gesetzt  unsere  Schnittsysteni-Correspon- 
denz  darzustellen).  Hier  werden  nun  die  Entwicklungen  aus  §  3 
fundamental;  denn  es  ergiebt  sich  aus  denselben,  dass  die  Identity,  t 
bestehen  muss: 


(1)      <!>'(*  |  yt)  — 

Wie  wir  dieselbe  ftir  unsere  Zwecke  verwenden  wollen,  zeigen 
wir  am  Beispiele  der  T168.  Die  6r168  der  Simultan-Substitutionen  lasst 
sich  aus  zwei  Operationen  S,  T  bez.  der  Perioden  7  und  2  erzeugen, 
die  zudeni  bekanntermassen  die  Bedingung  (ST)3  =  1  befriedigen.  Bei 
der  Substitution  S  ist  der  in  (2)  gemeinte  Factor  c  notwendig  eine 
7te  Einheitswurzel,  fiir  T  aber  eine  2te;  Das  Product  beider  Binheits- 
wurzeln  muss  aber  eine  ebensolche  dritten  Grades  vorstellen;  und  darum 
sind  die  zu  S  und  T  geliorenden  Coefficienten  c  einfacli  =  1;  dem- 
gemass  sind  fiir  die  gesamte  G1G8  die  Coefficienten  c  mit  1  identiscli. 
Weim  wir  deninacli  jetzt  alle  168  aus  O  durcL.  die  Substitutionen 
(F,  F')  hervorgehenden  Ausclriicke  zusammenaddiereu,  so  wird  eine 
Suninie  der  Gestalt: 


(2)         168  00,  1  2/0  +  /*(*,)  •  ri(*.  I  yd  +  fM  •  r*'(*  I  yd 

entspringen?  die?  gleich  Null  gesetzt,  unsere  Schnittsystem-Oorrespon- 
denz  ebenso  gut*  darstellt  wie  <t>(^  [  j/t)  =  0.  Nennen  wir  aber  den 
Ausdruck  (2)  jetzt  gleich  selbst  wieder  <$>(#,•  |  y^  so  Jialen  wir  damit 
eine  biternare  Form  erreiclit,  welche  bei  alien  168  Substifottionen  (F,  F7) 
genau  in  sich  selbst  ubergeM,  die  also  eine  absolute  Invariante  der  Qruppe 
GrlQS  der  Simultan-  Substitutionen  vorstellL  — 

Indem  wir  auch  weiter  noch  bei  der  f168  verweilen^  werden  wir 
zur  Verwertung  dieses  Resultates  eine  besondere  Untersuchung  dartiber 
anstellen  mtissen,  auf  wieviel  wesentlicli  verschiedene  Arten  die  Gruppe 
6r108  isomorph  auf  sich  selbst  bezogen  werden  kann,  urn  solchergestalt 
alle  moglichen  Zuordnungen  F>  V  zu  Simultan-Substitutionen  zu  ge- 
winnen.  Hier  gestalten  sich  nun  die  Verhaltnisse  aufs  neue  gerade  so 
wie  bei  ^  —  5  (cf.  p.  135)  ;  so  dass  es  gentigen  wird,  kurz  das  Rc- 
sultat  anzugeben:  Es  giebi  uberliaitpt  nur  $wei  im  Smne  von  p.  134  ff. 
^vesenUich  verscliiedene  Arten,  die  Cr1C8  isomorph  muf  sicJi  selbst  %n 
betsicJien.  An  erster  Stelle  nennen  wir  den  Pall  rler  Cogredieiw>  wo 

44  "*• 
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jede  Substitution   F  sich  selbst   zugeordnet  ist;  er  liegt  fur   die   qua- 

(Vn>  o  \ 

dratischen  Eeste  n  von  7  vor,  wenn  wir  cms  des  Schemas  ^    Q    y-J 

f    ¥ 

bedienen  wollen.  Zweitens  folgt  cler  Fall  der  Contragredien^  bei  wekhom 
den  Substitutionen  8  und  T  bez.  S~~l  uiid  T  zugeordnet  sind;  dicser 
Fall  kommt  fiir  die  quadratisclien  NicMreste  n  von  7  beiin  Gebraucho 

des  Sehemas  f^T*'  _1/IT~")  in  Betrachi  In  beiden  F3lllen  ist 
ubrigens,  wie  man  sofort  bestatigt,  die  Correspondenz  mit  sich  selbst 
invers.  _  yon  den  particularen  hierbei  zu  Grande  liegeuden  Scliemen 
gelangt  man  dann  zu  den  jedesnialigeri  167  librigen  Corrospondcnzen 
durch  Ausiibung  der  ternaren  Substitutionen  auf  die  eine  Varia- 
belenreilie. 

Fiir  die  Gewinnung  der  biternaren  Formen  4>(0,  |  yf)  im  Falle 
der  Schnittsysteni-Correspondenzen  ist  hiermit  ein  invarianteiitheore- 
tiseher  Ansatz  aufgestellt.  Man  hat,  urn  vollig  systeniatiseli  zu  ver- 
fahren?  sowohl  im  Falle  der  'Cogredienz,  wie  in  dem  der  Oontra- 
gredienz  vorab  nach  dem  pollen  System"  biternarer  Forrnen  zu  suchen, 
die  den  Charakter  absoluter  Invarianten  gegeniiber  der  (?168  besitzen. 
In  den  Formen  dieses  Systems  ist  alsdann  <!>(*<  |  y*)  als  ganze  ratio- 
nale Verbindung  derselben  anzusetzen.  Wir  werden  dies  indessen  nur 
an  einer  sehr  beschr'ankten  Zahl  von  Beispielen  n  thatsachlich  durch- 
ftihren;  man  vergleiche  den  folgenden  Paragraphen.  — 

Fiir  die  zu  den  Gruppen  T96  und  rsS4  gehorenden  Ourven  G4  und 
Cs  hat  Hr.  Fiedler  (1.  c.?  p.  74  ff.)  bewiesen,  dass  auch  dort  die  ein- 
zelne  Schnittsystem-Correspondenz  durch  Nullsetzen  einer  Simultan- 
Invariante  rein  dargestellt  werden  kann.  Die  Anzahl  der  wesentlich 
verschiedenen  isomorphen  Beziehungen  der  Gruppe  6^384  auf  sich  selbst 
ist  dabei  vier  je  nach  dem  Reste,  welchen  die  ungerade  Zahl  n  mod.  8 
besitzt;  insbesondere  liegt  fiir  n  =  87^  +  1  die  Oogredienz;  fiir  n  = 
Sh  +  7  die  Contragredienz  vor,  wahrend  man  die  beiden  iibrigen 
Moglichkeiten  w==87^  +  5  etwa  als  Falle  der  Digredienz  bezeichnen 
wird.  Bei  der  (?96  hat  man  wieder  nur  die  0mi  Falle  der  Cogredienz 
und  Contragredienz  zu  unterscheiden,  und  zwar  je  nachdem  n  =»  47*  +  1 
oder  n  =  4^  -j-  3  ist.  — 

Hinzuzusetzen  haben  wir  noch3  dass  die  invariantentheoretischen 
Principien  einmal  bei  grosserer  Variabelenzahl,  andrerseits  aber  auch 
fiir  die  Correspondenzen  von  ni,cht-versehwindender  Wertigkeit  ihre 
Becleutung  keineswegs  vollig  verlieren.  Mogen  wir  im  letzterei)  Be- 
tracht hier  ein  Beispiel  anflihren;  welches  wir  wieder  der  siebeuten 
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Stufe    entnehmen,     Die    bel    n  —  4    zum    Schema  ehorende 


CorrespondeDz  besitzt  die  Wertigkeit  29  und  sie  ist  6*6~deutig.  Die 
Ausdehnung  der  Uberlegungen  der  §§  2,  3  auf  diesen  Fall  ergiebt 
leicht,  dass  wir  die  iragliche  Correspondenz  auf  der  04  durcli  eirie 
Relation  8weit&n  Grades  in  jeder  der  beiden  Variabelenreilien  darstellen 
konnen.  In  der  That  hat  man?  wie  wir  ohne  Beweis  anfuhren^  als 
fertige  Correspondenzgleichung  : 

(3)     2/i>i%  +  #i22/i2/4  +  VtW*  +  **y*y*  +  !/28*2*i  +  **y*yi  =  o. 

Dass  wir  aber  hier  linker  Hand  eine  Siniultan-Invariante  der  6r16s  vor 
uns  haben,  ist  unmittclbar  evident",  sie  ist  einfaoh  die  quadratische 
Polare  eines  Punktes  ya  in  Bezug  auf  /"(#«)  =  0  oder  auch  umgekehrt 
eines  Punktes  0a  in  Bezug  auf  /'(?/«)  =  0  .  Damit  ist  iibrigens  auch 
direct  geometrisch  offenbar,  dass  fur  einen  Punkt  #a  der  (74  die  in  y 
gedeutete  Gleichung  (3)  auf  der  C±  jenen  Punkt  #a  iramer  selbst, 
doppelt  gezahlt,  aussclineidet;  denn  cler  Polarkegelschnitt  eines  Punktes 
eincr  Curve  beriihrt  letztere  in  dieseni  Punkte. 

§  9.     Aufstellung  einiger  biternarer  Invarianten  fiir  die  G16S 
sieb  enter  Stufe. 

Vorstehende  Entwicklungen  mogen  nun  an  ein  paar  Beispielen 
eiiautert  warden.  Indem  wir  dabei  wiecler  mit  der  f168  beginnen, 
sind  naeh  (9)  p.  689  die  niedersten  Falle  w,  bei  denen  Schnittsystera- 
Correspondenzen  eintreten,  n  =  S,  6;  19,  12.  Wir  haben  diese  Ord- 
nungen  n  gleich  in  eine  solche  Anordnung  gebracht,  dass  die  Dimen- 
sionen  <5"  der  zugehorigen  bitern'aren  Fornien  <t>  ansteigen;  man  hat 
namlich  bei  n  =  37  67  19;  12  bez.  die  Dimensionen  &  ==  1?  3;  5;  6? 
(sofern  wir  uns  bei  n  —  12  auf  die  irreducibele  Oorrespondenz  be- 
schranken  wollen). 

Wir  haben  die  Betrachtung  von  vornherein  urn  so  lieber  auf 
diese  vier  Ordnungen  eingeschrankt;  als  dieselben  ausnahnislos  zum 
Falle  der  Oontragredienz  gehoren.  Das  voile  Formensystem  der  Si- 
multan-InYarianten  der  <?168  im  Falle  der  Ooutragredienz  ist  aber  be- 
reits  seit  lange  durch  Hrn.  G  or  dan  angegeben  worden*).  Wir 
brauchen  tibrigens  unter  den  zahlreichen  Gliedern  des  fraglichen  vollen 
Systems  fiir  unsere  Zwecke  nur  jene  Formen  herauszugreifen,  welclie 

*)  Man  sehe  die  beiden  bezCiglichen  Arbeiten  Gordan's  in  Bd.  17  der 
Math.  Ann.  (1880),  sowie  namentlicli  die  der  ersten  Arbeit  beigegebene  tabella- 
rische  Zusarnmenstellung  des  vollen  Formensystems. 
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in  keiner  der  beiden  Variabelenreihen  eine  Dimension  >  6  aufweiaen; 
dadurch  verringert  sick  die  Zalil  der  wirklich  zur  Geltung  komiuendeii 
Formen  sehr  erheblich.'  tfberdies  bemerke  man,  dass  4>(0tf  j  yff)  bei 
Vertauschung  der  beiden  Variabelenreihen  direct  in  sich  selbst  tiber- 
gehen  muss.  Denn,  wie  wir  die  Vorbereitungen  getroffen  haben;  geht 
die  einzelne  Correspondent  durch  Inversion  in  sich  selbst  liber,  class 
dann  aber  auch  0(#a  |  ya)  als  symmetrische  Function  beider  Varia- 
belenreihen angenomnien  werden  darf;  folgert  man  niit  Hiilfe  eines 
Gedankenganges,  wie  wir  inn  seinerzeit  (p.  56)  bei  den  Modularglei- 
chungen  f(J',  J~]  =  0  ausfuhrlich  gaben. 

Uni  jetzt  die  filr  n  =  3,  6;  19;  12  zu  benutzenden  Formen  wirk- 
lieh  zu  bilden,  bemerke  man  erstlich,  dass  im  fertigen  Ausdruck  von 
$>(2a  \  Wo)  in  diesen  Formen  Glieder  mit  dem  Factor 


oder  auch  niit  f(y&)  fortbleiben  konnenj  denn  diese  Factoren  sind  auf 
der  Curve  C±  mit  Null  identisch,  und  andrerseits  beeintrachtigen  wir, 
indem  wir  die  fraglicten  Glieder  fortlassen,  die  Invarianteuoigenscliaft 
von  O  (#a  |  j/a)  in  keiner  Weise. 

Naclist  f(%u)  ist  die  niederste  einfach-ternare  Form  X(^«);  wenii 
wir  diese  Bezeicliming  im  Sinne  von  I  p.  733  brauchen  solleir,  die 
Dimension  von  X(#«)  ist  6,  und  als  fertige  Gestalt  dieser  Form 
haben  wir: 

X(^)  =  5^8  W  -  ^  -  V^d  -  %5^- 

Aus  den  vorausgehenden  Bemerkungen  kann  man  iibrigeus  mit  Hiilfe 
der  Gordan'sclien  Tabelle  leicht  folgern;  das  X(0a)  in  den  Correspon- 
denzgleichungen  immer  nur  mit  X(y«)  multipliciert  vorkommt.  Als 
erste  lei  den  ausgewahlten  Ordmmgen  n  011  lenutgende  Form  merJcen  ^vir 
^tns  somit  fur  die  Dimension  a  ==  6  an: 

(1)  H(^|ytf)-X(^)-X(ya). 

Demnachst  entnehmen  wir  der  Gordan'sclien  Tabelle  einc  Form 
der  vierten  Dimension  in  den  8K  und  der  zweiten  in  den  ya?  welclio 
wir  durch  die  viergliedrige  Determinante  definieren: 

Illy    /12;     /U>     I/I 
•*  n        '217/22?     /24.7      11% 

16 

1419     /42?     U4?     i/4 
2/U      2/2?      2/4;     0 

fa,p  soil  dabei  die  zweite  Ableitung  von  f(t<^  nach  ^  und    ^ 
Die  ausfuliiiiche  Gestalt  dieser  Form  Q(&a  \  yft)  ist  die  folgende: 
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(2)         0(*,  I  ya)  =  (V—  4W/)^  +  (*S-  *Wi2 


Audi  hier  folgert  man  (mit  Htilfe  der  Tabelle)  wieder  leicht,  class 
mir  das  Product  9  (ga  \  y«)  0  (ya  |  0«)  fiir  uns  zur  Geltung  komrnt, 
und  MM"  merken  uns  damit  als  gweite  Form  wieder  fur  die  Dimension 


(3)  zfa  I  y«)  =  e(*«  i  ya 

Hieriiber  hinaus  koiumcn  nur  noch  die  drei  Diagonalglieder  der 
Gordan'schen  Tabelle  in  Betracht,  welche  L  c.  in  der  symbolischen 
Schreibweise  ux,  ftp,  0//  heissen-,  die  Dimeusionen  dieser  drei  Formeu 
sind  bez.  <y  =  1;  3,  5  in  jeder  der  beideu  Variabelenreihen. 

Indem  wir  zu  unserer  Schreibweise  ^a?  y«  zurQckgehen,  haben 
wir  erstlich  an  Stelle  von  ux  in  einfachster  "\Veise  die  Mineare  Ver- 
bindung: 


die  wir  den  Formen  (1)  nnd  (3)  ohne  weiteres  anreilien.  Dagegen 
wlirde  die  Uinrechnung  der  B^ormen  f(p)  QH  aus  der  von  Hrn.  Gordan 
gegebenen  symboliscnen  Gestalt  in  die  explicite  einen  uuverMltniss- 
massigen  Aufwand  von  Eechnung  erfordern.  Wir  wollen  cler  Gorclan- 
schen  Tabelle  also  nur  die  Angabe  entuelimen?  dass  zwei  aquidimen- 
sionale  Formen  cler  Grade  3  und  5  esistieren,  und  schlagen  tibrigens 
fiir  dereii  Bildung  ein  direetes  Verfahren  ein.  Wir  sagen  : 

1st  g(0a)  eine  einfach-ternare  Invariante  imserer  6r168  wn  der  Di- 
mension (6  +  1),  so  gewinnen  wir  in: 


eine  doppelk-ternare  Simultan-  Invariante,  weldie  in  jeder  Variabelenreilie 
die  Dimension  6  aufweist  und  ubrigens  bei  VerfaMScIiung  von  y  und  & 
unveriindert  bleibt.  Ersteres  wird  sofort  offenbar,  wenn  man  nur  aus 
der  Formel  des  Euler;sclien  Satzes: 

f     ,  -     ,  ,         ^(O    ,      8p(O    ,      ^^(O 

(6  +  l)-0(*«)  =  ^1  -3T-  +  %  "7™  +  ^  ~~~ 


den  (in  der  Invariautentheorie  wohlbekannten)  Schluss  ziehen  will, 
dass  sieli  die  drei  Ableitungen  -^  .  ~.  -?—•  contragredient  zu  den  ^a 

O  &l       0  0$        0  £4. 

substituieren,  Man  nehme  nun  p(^«)  in  (5)  einnial  mit  /(^a),  sodann 
mit  der  sclion  oben  benutzten  Form  X(^a)  identisch  und  findet  solclaer- 
gestalt  zwei  Simultan-  Invar  ianten,  welche  gerade  die  Dimensionen 
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$  =  3  und  5  in  der  einzelnen  Variabelenreihe  aufweisen  und  die  s&mlem 
bei  Vertausehung  beider  Beihen  in  sich  selbst  ubergehen.  Wir  be- 
zeichnen  diese  beiden  Invarianten  durcn  A(#a  )  yd)  und  B(#a  1  y«)  und 
finden  ihre  explicite  Gestalt  zu: 

fi  A 


(7)   B. 

Es  ist  nun  die  Sachlage  die,  dass  uns  die  beiden  Invarianten 
A,  B  die  Gordan'schen  Formen  f9  und  Qff  vollstandig  ersetzen.  Es 
mtissen  namlicn  nach  den  Gordan;schen  Entwicklungen  A  und  B  in 
den  bisherigen  Formen  (#,  y}7  f,  f9)  9#  mit  Hiilfe  constanter  Coeffi- 
cienten  a,  &,  «,  . . .  in  der  Gestalt: 

A  s=s  a f9  +  &*(#,  £/)3, 

darstellbar  sein,  wie  man  aus  den  Dimensionen  der  liier  in  Betraclit 
kommenden  Formen  leicht  bestatigt.  Waren  nun  die  beiden  Coefii- 
cienten  a,  a  nicht  beide  von  Null  verschieden,  so  entnielte  A  bez.  B 
den  Factor  (#,  y)  und  miisste  mit  Null  identisch  sein,  falls  wir 

nehnien.  Letzteres  ist  aber  weder  fiir  A  noch  B  der  Fall,  und  also 
ist  a^O  und  ce^O;  clann  aber  lassen  sieli  f<f  und  9^  auen  ihrer- 

seits  dureh  A,  B,  f(ya),  f($a\  (®>y)  ausdracken. 

Sonstige  Formen  kommen  zufolge  der  Gorclan'sclien  Tabelle  fiir 
die  vier  ausgewahlten  Transform  ationsgrade  nicht  in  Betracht,  uncl  wir 
haben  demgemass  das  Resultat:  Die  linke  Seite  der  Correspondengylci- 
chung  ist  lei  den  Qrdnwigcn  n  =  3,  6,  19,  12  in  den  funf  Formen 
(#}  2/)>  A,  B,  Z,  H  rational  und  gan&  darstellbar. 

§  10.    Endgiiltige  Bereciinung  der  Correspondenzgleichtoigen 
siebenter  Stufe  for  n  =  3,  6,  19,  12. 

Indeni  wir  jetzt  fiir  die  vier  Ordnungen  n  =  3,  6,  19;  12  die 
Gleichungen  0(0a  |  y0)  =  0  in  den  funf  Formen  (0;  j/);  A,  B,  Z}  H 
mit  numerischen  Coefficienten  a,  /J,  y  . . .  ansetzen  wollen;  beuutzen  wir 
den  Umstand;  dass  in  den  drei  Fallen  «  =  3,  6,  19  die  betreffenden 
Gleichungen  irreducibel  sein  mfissen;  auch  bei  n  =  12  behalten  wir 
die  Beschrankung  auf  die  irreducibele  Correspondenz  bei,  so  dass  wir 
bier  mit  einer  Correspondenzgleicaung  sechsten  Grades  zu  than  haben. 
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Wir  bekommen  nun  die  nachfolgenden  Aiisatze: 
n  —  3,     (*,y)«*0, 


und  hier  konnten  wir  im  zweiten  mid  dritteu  Aiisatze  die  Coefficienten 
der  ersten  Glieder  direct  gleicli  1  setzen;  denn  waren  diese  Coefii- 
cienten  etwa  gleicli  Null,  so  wtirden  die  betreffenden  Gleichungen  er~ 
siclitlicli  niclit  irreducibel  sein.  * 

Ftir  n  =  3  hat  die  Gleichung  bereits  fertige  Gestalt  gewomien 
und  stimmt  in  der  That  mit  der  bezftglichen  vorliiufigen  Angabe  in. 
§  6  iiberein.  Piir  die  flrei  librigen  Gleicliungen  werden  wir  jetzt 
weiter  tiberlegen  miissen;  wie  wir  die  unbestimmt  gebliebenen  Coeffi- 
cienten a,  /3,  .  .  .  bereclmen  raogen. 

In  diesem  Betracht  gehe  man  erstlich  auf  die  Entwicklungen  in 
§  7  zuruck,  wo  wir  durch  g($ct)  diejeuigen  <t>(n)  Punkte  der  Cti  aus- 
schnitten,  welche  dexn  Eckpunkt  #t  =  &ti  =  0  cles  Goordmatendreiecks 
zugeordnet  waren.  Inzwischen  wolle  nian  hierbei  nicht  tibersehen, 
dass  die  eben  angesetzten  Gleicliungen  sich  auf  das  Schema 


beziehen;  wahreud  der  Berechnung  von 

zu  Grunde  lag.  Die  Folge  ist?  dass  4>(#1?  ^2;  ^  |  0?  17  0)  nicht  not- 
wendig  auf  #(#«)  direct  zuruckfuhrt,  sondern  moglicherweise  auf  eineu 
jener  beiden  Ausdriicke,  welche  aus  g(0a*)  dureh  cyclische  Permutation 
der  0a  entspringen.  Welcher  unter  diesen  Fallen  vorliegt,  wird  man 
immer  in  kiirzester  Weise  dadurch  entscheiden?  dass  man  verlangt, 
die  rechte  Seite  der  gleich  folgenden  Identitat  (1)  solle  gegeniiber  S 
dasselbe  multiplicative  Verbal  ten  zeigen,  wie  die  linke.  ' —  Indem  wir 
g(0a}  in  diesem  Sinne  richtig  gewahlt  denken?  besteht  eine  IdentitUt: 

(1)  *fe?  ^  ^  I  0,  1,  0)  =  c  -  g(*J  +  /*(*„)  YW, 

wo  h(0a)  eine  homogene  ganze  Verbindung  (0  —  4)ter  Dimension  ist?  die 
natiirlich  nur  in  den  Fallen  o»  ^  4  eintritt. 

Diese  Identitat  liefert  uns  nun  in  folgeuder  Art  eine  Anzahl  voii 
Gleicliungen  zur  Bestimmung  der  numerischen  Coefficienten  a?  {),  ... 
in  den  am  Eingang  cles  Paragraphen  aufgeschriebenen  Ansatzen:  Die 
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Formen  (#;  y),  A?  . .  .  nehmen  fur  clen  Pall  ^  =  ;j/4  =  0>  ?/2  —  1  die 
besonderen  Gestalten  an: 


Tragen  wir  dies  in  die  obigen  Ansatze  ein?  so  kommt  z»  B.  fiir 
n  =  19 : 

Es  Iritt  namlieh  ^ier  eine  lineare  Form  7^(0a)?  mit  f(&a)  ruultiplicieri, 
nieht  auf;  derm  alle  Terme  der  Gleichuug  (2)  nehmen  gegentiber  S 
den  Factor  £5  an;  ein  Verb  alien,  welches  von  keiiiem  der  drei  Pro- 
ducte  0<xf(0)  gilt.  Aus  der  Identitat  (2)  folgt  nun  sofort: 

|        n     j       -i    o  -|  r\    K    

^   "T""    P       \~    J-   """""""  e )         O  CC   "          JL  \J    — —   C  j         O   "         C  j 

5  23 

womit  sich  die  endgultigen  Werte  a  ==  -,  /S  ==  — *  —    ergcben,     Auch 

im  Falle  n  =  6  kornmen  wir  auf  dem  hiermit  skizzierten  Wege 
zum  Ziele  und  finden  a  =  —  1.  Dagegen  erhalten  wir  bei  n  —  12 
nur  erst  zwei  Gleichungen  fur  die  sechs  unbekannten  Zahlen;  hier 
also  werden  wir  auf  unser  altes  Mittel  zuiiickgreifen,  dass  wir  den 
Ansatz  <t>(^  |  «/<)  =  0  nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  entwickeln 
und  dann  den  Coefficienten  jeder  Potenz  mit  Null  identisch  setzcn. 
Auf  dieseui  Wege  konnen  wir  dann  auch  in  den  hoheren  Fallen 
stets  zum  Ziele  kommen.  Freilich  wird  es  dabei  vorkommen  konnen ; 
dass  ein  oder  mehrere  Coefficienten  fortgesetzt  unbestimmt  bleiben? 
wie  viele  Glieder  der  Potenzentwicklung  nach  r  wir  auch  heranziehen 
inogen.  Dann  werden  zwisehen  den  Simultan-Invarianten?  aus  denen 
wir  in  jenen  hoheren  Fallen  die  Form  <b(0u  yu}  aufbauten;  algebraische 
Relationen  bestehen.  Natiirlich  wird  man,  urn  beim  einzelnen  <t>(^tK  ?/«) 
derartige  unbestimmt  bleibencle  Coefficienten  als  solche  thatsachlich  zu 
erkennen,  doch  imnier  nur  eine  begrenzte  Anzahl  von  Gliedern  der 
betreffenden  Potenzentwicklung  nach  r  zu  untersuchen  haben?  woriiber 
man  das  Nahere  aus  den  Satzen  tiber  die  Wertigkeit  ganzer  Modul- 
formen  im  Einzelfalle  ohne  Schwierigkeit  feststellen  wird. 

Die  hierrnit  bezeichnete  Complication  dutch  das  Auffcreten  alge- 
braischer  Eelationen  zwisehen  den  Formen  des  vollen  Systems  tritt 
aber  in  unserem  Falle -w™  12  noch  keineswegs  auf.  Wir  berechnen 
hier  also  die  Coefficienten  a,  f$7  .  . .  ohne  weiteres  in  der  angedeuteten 
Art  und  finden  iiberhaupt  als  fertige  Gestalten  der 
gen  in  imseren  vier  Fallen: 


VI,  6.  Die  algebraische  Darstellung  der  Modularcorrespondenzen.         699 

n-    3,  (*,y)  =  0, 

n=*    6,  A-  (*,j,)3  — 0, 

w«19,  3B  +  5A-(^2/)2  —  23(a,y)B  =  0> 

*  -  12,  45H  -  9B  •  (9,  y)  —  5 A8  -  35  A  -  (*,  y)8  +  49(0, 2/)6  —  0, 


§11.    Mitteilnng  einiger  Correspondengleicliungen  fiir  die  Gruppen 

T96  nnd  rS84. 

Fiir  die  beiden  Gruppen  8ter  nnd  16ter  Stufe  sind  die  vollen  Systeme 
der  Simultan-Invarianten  in  den  saintlichen  dabei  zu  unterscheideuden 
Fallen  durch  Era.  Fiedler  1,  c.  abgeleitet  worden.  Die  weitaus 
grosste  Anzahl  der  wirklich  berecbneten  Correapondenzgleichungen 
o-eliort  aber  auch  liier  zuiu  Falle  der  Contragredienz,  d.  i.  bei  der  P96 
zu  den  Ordnungen  n  =  4  A  +  3,  bei  der  r38d  zu  n  =  8h-\-l.  Mag 
es  also  genilgen,  wenn  sich  unser  Keferat  nur  auf  den  hiermit  ge- 
kennzeichneten  Bereicli  erstreckt,  zumal  da  wir  bei  ihm  durcliaus  die 
einfaclisten  Verlialtnisse  antreffen. 

Bei  der  f96  bestelit  das  voile  Formensysteni  im  Falle  der  Coritra- 
grcdienz  aus  den  drei  Verbindungen  : 


(1)  A2' 


der    Diincnsioucn    tf=l,2;3.     Wir   erzielen   indessen   eine   Verein- 
fachuug  der  entspringenden  Gleicliungen^  wenn  wir  die  zweite  Form, 
Ag,  durch 
(2)  A2  =  A,2  -  4Ag 

ersetzen.     Hierher   gehorige   Beispiele    fertiger   Modularcorrespondeuz- 
gleichungen  sind: 

n=    3,    &L-=Q, 

n  —  11,    V  —  lGAg^O, 

«  —  19,     A,5— 


bei   cleren  Ableitung  dtirchaus  die  Gesichtspunkte  des   vorigen  Para- 
graplien  ihre  Geltung  bewahren. 

Bei  der  Gruppe  r384  gelangt  Hr.  Fiedler  im  Falle  n  ==  87i  +  7 
gleichfalls  zu  einem  volien  System  von  drei  Formen,  die  tiberdies  ge- 
staltlict  mit  den  drei  Formen  (1)  genau  ttbereinstimmea,  Sie  mogen 
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iudeaserj,  der  veranderten  Bedeutimg  der  si9  yt  entsprechend,  jot/A  B1? 
B»,  B3  lieissen,  und  wir  liihren  genau  wie  in  (2)  die  Form  B2  durch 
die  Gleieliung  Ba  =  BL2  —  4Ba'  ein.  Hier  hat  nun  Hr.  Fiedler  die 
Berechnung  der  fertigen  Correspondenzgleiohungen  bis  sau  sehr  beferiioht- 
liehen  Ordnungen  n  getrieben;  wir  reproducieren  seine  Ergebnisse  nach- 
folgeud  im  Toll  en  Umfange: 


«==  23,  BIA  —  4B8  =  0, 

»  =  31,  B22  —  4B1B3  =  0, 

n  =  39,  Bt5B2  +  SB^B,  —  206/6263  —  144B1B32  -  4Ba3Bs  =  0, 

n  =  47,  B23  —  46/63  —  24B16.,B3  —  128B32  =  0, 

-A   KK       D   7Q     J      QD  CD  ;1AD  4.D    D  1ft       1  O  D  3  D   2  OQ  D   2D  ii  D 

^  =  £)£)       Q1    t>9  H—   OD.     t5q  4tU  Di    D  ^Do  —    10  *   It/  Di    Do zio  D!    Do    D-i 

vv  j      ^^^      _.,,        |  ^      ™,^j  Ifiti  JLo  L  a  tj 

—  96BiBaB32  —  4B23B3  +  512  B33  =  0, 
n  ===  71,  B/  —  84B/BaB3  -  36B/B22Ba  —  112B/B/  -  48B/B3 

-  4B88B8  -  96B1B2B32  -  64B33=  0, 
n  =  79,  B25  —  4B/B,  —  40B/B2B3  ~~  112B/B32  —  112B/BaaB3 


Von  den  mod.  8  nicht  mit  7  congruenten  Ordnungeu  hat  Herr 
Piedler  noch  n=  21  und  n  —  35  behandelt;  doch  wolle  man  die  be« 
treffenden  Gleichungen  a,  a.  0.  nachsehen*  — 

In  den  mitgeteilten  Correspondenzgleichungen  haben  wir  nun  eine 
grosse  Reihe  jener  irrationalen  Modulargleichungen  Tor  uus;  wie  wir 
sie  oben  (p.  154  ff.)  bereits  ausfuhrlich  betrachteten.  Um  dies  an 
unseren  jetzigen  Gleichungen  ausserlich  zur  Evidenzi  zu  bringen,  niiissen 
wir  dieselben  unter  Einfuhrung  von  |/A;  }/l  —  K  etc.  in  die  nicht- 
honiogene  Gestalt  umsetzen;  indessen  gebrauchen  wir  zum  besseren  An- 
schluss an  die  uberlieferten  Formeln  hierbei  statt  f/T,  "f/1  —  I  lieber 
die  Bezeichnung  f/A,  j/fe',  die  wir  nach  I  p.  665  durch: 

(3) 

defiuieren,    Die^transformierten  Moduln  nenncu  wir;  wie  schou  Iruher 
(p.  157),  yij  yi'}  setzen  jedoch  ini  Gegensatze*  zu  (3): 

—  -  9  rti  rti 

(4)  j/r  :  1 :  yi  =  y1 :  e  8  ya  :  eTj/3. 

An  Stelle  der  zunachst  bei  der  Transformation  entspringenden  y±}  y%}  ya 
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haben  wir  solch$rgestalt  y1? j=~y^j  ^  gesetzt.     Der  hiermit  voll- 

]/2 

zogene  Weclisel  stellt  aber  eine  Operation  der  6r884  vor;  und  also 
kornmt  unsere  Massnalime  cinfacli  auf  einen  Weclisel  des  Sclaemas 
cler  Transformation  zuruck.  Der  Vorteil  aber  ist,  dass  die  Producte 
Bi^&rS  &**r*Vr*  und  B3^-8ya-3,  die  wir  iibrigeus  gleicli 
selbst  wieder  B1?  B2'3  B3  nennen;  die  einfachen  Gestalten  annekmen: 


(5) 


Den  Ausdruck  B2  definieren  wir  natlirlicli  nach  wie  vor  durcli  die 
Gleichung  B2  ===  B/  —  46.^.  Die  expliciten  Gestalten  der  zur  F384 
gehorenden  irrationalen  Modulargleichungen  entspringen  nun  einfach 
dtirch  Eintragnng  der  Ausdriicke  (5)  in  die  oben  niitgeteilten  Glei- 
clinngen, 

Entsprechend  liat  man  bei  der  r9G  die  naelifolgenden  nicht-honio- 
genen  Gestalten  der  drei  Formen  A: 


B,   =y/d-f  f/Vr  —  1, 

—  ywr, 


(6) 


gr  —  yuvv  —  i/u  —  I/FT, 


Hier  liefert  nun  in  der  That  die  bei  n  =  3  eintretende  Gleiehung 
Aj  =  0  die  Legendre'scfie  Modulargleichung  aufs  neue;  die  wir  auf 
anderem  Wege  bereits  p.  154  gewonnen  batten.  Die  bei  w  =»  7  ein- 
tretende Gleicbung  Bj  =  0  liefert  die  Gutdaff'sclie  Modulargleiclmng 
von  (3)  p.  155. 

Die  bei  n  =  11  fur  die  f96  gefundene  Gleichung  A13=1GA3 
wollen  wir  noch  durch  Ausziehen  der  dritten  Wurzel  umgestalten; 
sie  liefert  alsdann  die  irrationale  Modulargleichung: 

(?)  yu  +  ywv  +  2  ^sf/ww  =  i , 

die  wir  als  Correspond  en  zgleichung  derjenigen  ausgezeichneten  Unter- 
gruppe  r3.9G  der  Stufe  24  anzusprechen  haben?  welche  aus  der  P90 
durch  Zusatz  von  ^/TtW  entspringt.  Man  finclet  weiter  in  enlsprecben- 
der  Weise  fur  den  Transformationsgrad  n  =  23  von  B/  «=  4  B3  aus 
die  Gleichung: 
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(8)  YM  +  I/FT  +  yrym?  -  1  *), 

die  wir  offeubar  als  Correspond  enzgleichung  48ter  Stufe  zu  rubricieren 
haben. 

Die  Gleichung  (7)  lasst  sich  aus  Formeln  entwickeln,  welche 
Schroter  in  seiner  p.  158  genannten  Sclirift  ,}De  aequaMonilus  modu- 
laribus"  abgeleitet  hat,  wahrend  die  Gleichung  (8)  zuerst  von  TIrn. 
Hurwitz  angegeben  worden  ist**). 

Zu  der  genannten  Gruppe  F3.384  der  Stufe  48  bez.  zu  ihrem  Mo- 
dulsystem  ]/fc;  ]/V?  l]/^kf  gehort  auch  noch  eine  Relation,  welclie  Hr. 
Hurwitz  1.  c.  fiir  ^  =  47  berechnet  hat;  dieselbe  laiitet: 

(9) 


Aus  der  oben  fur  n  =  47  mitgeteilten  Gleichung  lasst  sich  nach  Ein- 
tragung  der  Werte  (5)  die  eben  mitgeteilte  Pormel  vermoge  einer 
kurzen  Zwischenentwicklung  ableiten.  —  Naturlieh  stellen  die  Rela- 
tionen  (7),  '(8),  (9)  Correspondenzen  auf  den  Eaumcurven  des  J23 
vor,  welche  den  Modulsystemen  ]/A,  //??  j/]fcF  bez.  |/4,  >//?;  ^f/AF 
entspreclien.  — 

Mit  den  hier  behandelten  Beispielen  ist  der  Bereich  der  in  Rede 
stehenden  Untersuchungen  iibrigens  in  keiner  Weise  abgeselilossen. 
Wir  wiirden  zumal  durch  Ausdehnung  unserer  Betrachtungen  auf 
Correspondenzen  mit  einer  nicht  verschwindenden  Wertigkeit  zalil- 
reiche  neue  Gestalten  irrationaler  Modulargleichungen  gewinnen.  Doch 
mtlssen  wir  in  diesem  Betracht  auf  die  oft  genannten  Entwicklungen 
von  Schroter,  Krause  u.  A.  verweisen. 


Indem  wir  Hermit  nun  auch  diese  letzte  Anwendung  der  Theorie 
der  Modulfunctionen  abschliessen,  sei  es  gestattet,  noch  einnial  die 
wesentliche  Absicht  anzugeben,  welche  dem  Ganzen  der  jetzt  bcendeten 
Darstellung  zura  Grunde  liegt.  Trotz  aller  der  vielen  Einzelunter- 
suehui}gen?  die  wir  durehzumachen  hatten,  war  es  doch  iiberall  nicht 


*)  Die  Gleiclmngen  (8)  und  (9)  sind  bereits  oben  (p.  157)  vorlaufig  mit- 
geteilt;  doch  sind  damals  die  nunierischen  Coefficienten  der  dritten  Glieder  linker 
Hand  nnrichtig  angegeben  worden. 

**)  Siehe  die  betreffende  Mitteilnng  in  den  Matliem.  Annalen  Bd.  17  p.  69 
(1879).     Vergl.  auch  Schroter  in  Bd,  V  der  Acta  Math.,  p.  208  (1884). 
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das  einzige  und  wesentliehe  Ziel  fur  uns,  in  Richtung  der  Special- 
forscliung  raoglichst  weit  vorzudringen.  Vielmehr  sei  sofort  zugegeben, 
dass  Geometric  und  Zahlentheorie  sowie  einigerniassen  auch  Func- 
tionentheorie  nnd  Gruppentheorie  zumeist  nur  in  ihren  elenientaren 
Teilen  zur  Verwendung  kanien.  Aber  dass  sich  alle  jene  verschiedenen 
Disciplinen  in  der  Theorie  der  Modulfunctionen,  wie  wir  sie  ent- 
wickelten?  zu  einem  von  lebendiger  Anschanung  getrageneii  Gauzen 
organisch  verbinden,  darin  vor  allem  scheint  der  Wert  dieser  Theorie 
zu  bestehen. 

Dass  (ibrigens  diese  Art  matheniatischer  Betrachtungsweise,  wie 
sie  nun  auf  die  elliptischen  Modulfunctionen  Anwendung  fand,  noch 
sehr  viel  weitertragend  1st,  deuteten  wir  schon  einmal  am  Schlusse 
yon  Bd.  I  an.  In  der  That  ist  es  die  dor't  bezeichnete  Theorie  der 
automorphen  Functionen  allgemeinster  Art;  in  welche  die  Fortsetzung 
unserer  bisherigen  Entwicklungen  unraittelbar  hineinfuhrt.  So  soil 
uns  denn  das  jetzt  Erreichte  zur  Grundlage  ftir  die  BeLandlung  der 
allgenaeinen  automorphen  Functionen  werden! 

Freilich  erscheint  unsere  jetzige  Darstellung  niclit  in  alien  Punkten 
der  Verallgeineinerung  fahig.  Bei  clen  automorphen  Functionen  allge- 
meinerer  Art  fehlen  ims  alle  jene  Hulfsmittel,  die  wir  fur  die  Modul- 
theorie  aus  deni  Anschluss  an  die  doppelt-periodischen  Functionen 
gewannen.  Diese  letzteren  aber  zogen  wir  (zunial  ini  vorliegenden 
zweiten  Bande)  gern  heran,  urn  beziehungsreiche  Eigenschaften  der 
Modulfunctionen  hervortreten  zu  lassen  sowie  auch  urn  concrete  Formeln 
zur  Hand  zu  haben.  Damit  aber  entsprangen  (wenn  es  erlaubt  ist? 
noch  einnial  ein  paar  Einzelheiten  zu  beriihren)  zwei  wesentliche  Er- 
leichterungen  fur  unsere  Deduction:  Einmal  hatten  wir  nicht  notig, 
deu.  Existenzbeweia  der  Function  J(&)  von  der  Abbildung  aus  vermoge 
Riemann'sclier  Principien  zu  erbringen,  indern  wir  ja  seinerzeit  vielmehr 
von  der  bereits  bekannten  Function  eT(o)  aus  deren  Abbildung  auf 
die  co-Ebene  aufsuchten,  Fiirs  zweite  brauchten  wir  keine  principielle 
Untersuchungen  liber  die  analytischen  Bildungsgesetze  der  Modul- 
fornien  anzustellen,  da  uns  die  Darstellungen  fur  g%,  g^  A  in  Bd.  I 
sowie  spaterhin  die  Darstellungen  der  Moduln  hoherer  Stufen  dureh 
die  ^-Keihen  etc.  ja  unraittelbar  von  der  Theorie  der  doppeltperio- 
dischen  Functionen  geliefert  wurden.  Die  allgenieine  Theorie  der 
automorphen  Functionen  entbehrt  ein  entsprechendes  Hiilfsmittel  in 
beiden  Hinsichten,  Aber  man  braucht  dies  nicht  als  einen  Nachteii 
der  in  Kede  stehenden  Theorie  ansehen:  vielmehr  gewinnt  ilire  Dar- 
stellung eben  dadurch,  dass  sie  keine  Anleihe  bei  einer  ihr  an  sich 
fremden  Disciplin  macht;  einon  melir  einheitlichen  Charakter. 
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Die  grosse  Breite  der  bislierigen  Darstellung  wircl  iibrigens  cr- 
lauben,  bei  der  Behandlung  cler  automorphen  Functionen  weit  kurzer 
und  abstracter  vorzugehen.  In  der  That  sollten  ja  die  Modulfunc- 
tionen  die  Einfiihrung  in  die  allgemeine  Theorie  verinitteln;  und  wir 
wollen  sie  kiinftigliin  zur  Erlauterung  der  allgemeinen  Verlililtnisse 
immer  zur  Hand  halten.  So  niag  durch  die  AusfQhrlichkeit  des  vor- 
liegenden  Werkes  lioffentlich  Dieses  erreicht  sein,  dass  Jeder,  der  in 
die  in  Rede  stehenclen  Theorieen  ehulringen  will,  hier  alle  dazu  notigen 
Pramissen  beisammen  tindet. 
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Thetarelationen  II,  158. 

Transformation,  eindeutige  einer  Riemann'schen  Fliicbe  in  sich  I,  298,  334,  603  if. 
II,  554,  der  elliptischen  Normal  cur  veil  In  sich  IT,  239  ff. 

—  cler  Modulsubstitutionen  I,  261,  der  Untergruppen  I,  315. 

—  ritcr  Qrdnung  der  elliptiscben  Functionen  IF,  37,  44,  84  ff. 
Transformationsgleicbungen  IT,  52  ff.,  99  ff. 
Transformationsketten,  Jacobi'sche  II,  111. 
Transformatiouspolygon  II,  40,  71. 

Uinkehrtlieorem,  fur  beliebige  Rietnann'sche  Flilelie  II,  512. 

Yertausehbarkeit  von  Parameter  uud  Argument  bci    den  IntegraJen    dritter  Gat- 

tnng  II,  479. 
Verzweiguog.Svsatz  I,  346. 
Verssweigungsschema  ausgezeichneter  Congruenzgrappen  II,  4-1G. 

Weierstrass^scbe  Norrnalforni  des  elliptisclion  Integrals  crater  Gattnng  Iy  24, 
Wertigkeit  einer   algebraisckcii  Function  I,  497^   ciner  Modul function   o<ler  Form 
I,  5887  II,  363. 

—  einer  algebraisclien  Correspondenz  II,  521. 
Wertigkeitssatz  der  Modnlformen  II,  363. 
Wiederholte  Transformation,  Gruppe  derselben  II,  109. 


Zusatze  und  Verbesserungen. 


Erster  Band. 

p.  155,  in  Forniel  (4)  1st  im.  letzten  Grliede  g%  statt  g±  zu  setzen. 

p.  158,  in  Form  el  (2)  ist  im  Exponoutialf actor '  H  statt  ^  zu  setzen. 

p.  161,  in  Forniel  (5)  linker  Hand  iiberall  TCCQ  an  Stelle  von  o>  im  Argument  der 

&- Functionen  zu  setzco. 
p.  162,  in  Forniel  (6)  linker  Hand  iiberall  it  an  Stelle  von  1    im  Argument   cler 

&  -  Functionen  zu  setzen. 
p.  251,  der  nach  Stephen  Smith  durehgefiihrte  Ersatz  einer  quadratiscben  Form 

positivcr  Determinante  durcb  den  zugeborigon  Halbkreis  cler  co-Halbebone 


Eusatze  und  Verbesserungeii. 

1st  dem  Wesen  nach  bereits  frliiier  durch  Hrn.  Hermite  aufgestellt  unct 
zu  vielfacken  Anwendungen  benutzt  worden.  Hermite  weist  inlmlich  der 
einzelnen  Form  positive!  Deternrinante  unendlich  viele  Fonnen  dor  gleichen 
negativen  Deterrninante  als  harrnonisck  zu,  and  zwar  sind  die  letzteren 
Formen  (ura  es  in  unserer  geometrischen  Ausdruokswoise  zu  sagen)  allo 
jene,  deren  reprasentierende  Pankte  anf  dem  in  Smith's  Sinne  zur  vor- 
gelegten  Form.  D  >  0  geaorenden  Halbkreise  liegen,  Wegeii  der  Her- 
inite'schen  Bebandlungsweise  vevgl.  man  z.  B.  die  bezuglichen  Ans- 
fuhrungen  im  Yeiiaufe  der  Abhandlung  ,,Sur  T introduction  des  variables 
continues  dans  la  tJicorie  des  nonibres"  Crelle's  Journal  Bd.  41. 

p.  621,  Zeile  6,  das  Komma  auf  der  rechten  Seite  der  Pormel  ist  dnrcb  oin 
Multiplicationszeiclien  zu  ersetzeB. 

p.  6307  in  der  zweiten  Formel  (7)  muss  das  zweite  Glied  —  20|33|4!>  lautcn. 

Zweiter  Band. 

p.  157  sind  die  numerischen  Coefficienten  der  Formeln  (8)  mchrfach  falsch  ange- 
gebeo,  was  naeh  den  beziig-licheri  Formeln  von  p.  701  u.  f.  zu  corrigioren  ist 

p.  1877  vorletzter  Absatz:  die  singularen  Stellen  oa  der  niclit - arabigen  ClasKon 
gehen  nicht  zu  vier,  sondern  zu  sw&i  bei  den  Transforinationen  1 ,  A ,  II  \ 
AW  des  Polygons  F^  in  eiuander  iiber,  insofern  jenc  Stellen  Fixpunklo 
der  Transformation  W  siud. 

p.  189,  clamit  die  Anzahl  der  Fixpunkte  der  Substitution.  W  auf  dem  Transfer- 
mationspolygon  F^  gleich  der  a.  a.  0.  angegebenen  Classcnanzabl  ist, 
mtissen  die  ambigen  Formclassen  stets  und  nur  dann  doppelt  geziihlt 
werden,  wenn  ihre  reprasentiereaden  Punkte  w  im  Polygon  1^  niclit  auf 
der  Symmetrielinie  der  Transformation  A  von  F^  in  sich  gelegen  sind; 
vergl.  atich  p.  458. 

p.  213,  die  in  der  Note  namhaft  gemachte  Arbeit  von  Gierater  ist  im  17ton  nnd 
nicht  im  20tm  Bande  der  Mathem.  Aanalen  abgedruckt. 

p.  214,  in  den  vier  ersten  Congruenzen  (8)  ist  rechter  Hand  das  doppelte  Vov- 
zeichen  Hh;  zu  nehmen» 

p.  233,  urn  den  im  ersten  Absatz  mitgeteilten  Satz  ausfiiliiiich  m  beweisen,  annas 
man  die  Classenanzahlen  H_j_1(A),  H_1(A)  ant  recurrentem  Wege  dnrcli 
Inversion  der  Classenzalilrelationen  berechnen. 

p.  299,  im  zweiten  G-liede  des  JExponenten  dor  Formel  (12)  muss  der  Nenner  2 
Btatt  S  steben;  of.  (1)  p.  297, 
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